Resumo

Estudamos o modelo dos sapos na arvore homogénea, um sistema de particulas a
tempo discreto cuja dinamica € sintetizada a seguir. No instante inicial, existe em cada
vértice da arvore um numero aleatério independente e identicamente distribuido de
particulas; aquelas posicionadas em um vértice fixado estao ativas, as demais inativas.
Particulas ativas realizam passeios aleatorios simples, independentes, a tempo discreto,
com probabilidade de desaparecimento (1 —p) em cada instante. Uma particula inativa
torna-se ativa assim que seu vértice é visitado por uma particula ativa. Consideramos
nesta tese o valor critico p. que separa a fase em que o processo se extingue quase
certamente da fase em que existem particulas ativas em todos os instantes com proba-
bilidade positiva. Provamos um limitante superior para a probabilidade critica p., o
qual melhora o resultado anteriormente conhecido para o caso de configuracao inicial
de uma particula por vértice. O argumento utilizado consiste na descricao do modelo
dos sapos como um modelo de percolagao orientada que domina processos de ramifi-
cacao convenientemente definidos. Obtemos também o valor assintético do limitante

superior estabelecido, mostrando ser igual ao valor assintotico da probabilidade critica.

Palavras-chave: modelo dos sapos, probabilidade critica, arvore homogénea, perco-

lacao orientada.



Abstract

We study the frog model on the homogeneous tree, a discrete-time particle sys-
tem whose dynamics is summarized next. Initially there is an independent and iden-
tically distributed random number of particles at each vertex of the tree; those placed
at a fixed vertex are active, the others being inactive. Active particles perform inde-
pendent discrete-time simple random walks, with probability of disappearance (1 — p)
at each instant. An inactive particle becomes active once its vertex is hit by an active
particle. We consider in this thesis the critical value p. that separates the phase in
which the process dies out almost surely from the phase in which there exist active
particles at all times with positive probability. We prove an upper bound for the critical
probability p., which improves the formerly known result for the case of one particle
per vertex initial configuration. The employed argument builds on the description
of the frog model as an oriented percolation model which dominates suitably defined
branching processes. We also obtain the asymptotic value of the stated upper bound,

showing that it equals the asymptotic value of the critical probability.

Key words: frog model, critical probability, homogeneous tree, oriented percolation.
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Notacoes

Conjuntos. N ={0,1,2,...} é o conjunto dos nimeros naturais;
Z=A...,—2,—1,0,1,2,...} é o conjunto dos nimeros inteiros;

R ¢é o conjunto dos ntimeros reais.

Grafos. Com o abuso usual de notacdo, para d = 1,2,..., denotamos Z? a rede
hiperctibica d-dimensional, isto é, o grafo com conjunto de vértices {(zV, ... (@) :
v €7, i=1,...,d} e em que dois vértices sao ligados por um elo se estdo a distancia
euclidiana 1.

Para d =2,3,..., denotamos Ty a arvore homogénea de grau (d + 1).

Terminologia. Uma funcao f : X — R (onde X C R) é chamada crescente se,
quaisquer que sejam z,y € X, x < y implica f(z) < f(y). Se z < y (com z,y € X)
implica apenas f(z) < f(y), f é dita ndo-decrescente. De modo anélogo, define-se
funcao decrescente e funcao nao-crescente. Uma funcao de qualquer destes tipos é
chamada mondtona.

Defini¢oes andlogas sdo consideradas para uma seqiiéncia {z, } de nimeros reais.
Assim, por exemplo, a seqiiéncia {x,} de nameros reais é nao-crescente se T,y < T,

para todo n.



Capitulo 1

Modelo dos sapos

1.1 Introducao

Probabilidade em arvores é uma area rica e de vigoroso desenvolvimento recente,
que tem atraido o interesse de muitos probabilistas. De forma geral, é a auséncia de
circuitos que torna os calculos mais simples, e mais pode ser feito para processos em
arvores do que em grafos gerais. Para o modelo de percolagao independente na &rvore
binaria, por exemplo, é possivel obter exatamente a probabilidade critica e os expoentes
criticos; além disso, este é um caso em que se pode apreender o comportamento nas
redes hipercibicas de alta dimensao a partir do estudo na arvore (veja-se o capitulo 10
de Grimmett [8]). Diferentemente, o principal motivo do interesse no processo de
contato nas arvores homogéneas de grau maior que 2 foi o fato de existir uma transicao
de fase mltipla neste contexto, o que nao ocorre no caso das redes hipercibicas (mais
detalhes encontram-se na parte I de Liggett [11]). Sobre a teoria de certos processos
probabilisticos em grafos infinitos, especialmente em arvores, sugerimos o livro de Lyons
e Peres [13].

O assunto desta tese é o modelo dos sapos, um sistema de particulas cujos agen-
tes (passeios aleatorios com tempo de vida aleatorio) se movem entre os vértices de um
grafo, ao longo dos elos. Em resumo, visamos a estuda-lo na arvore homogénea, mos-
trando um limitante superior para a probabilidade critica de sobrevivéncia do modelo.

Detalhando o modelo estudado, as particulas movem-se como passeios aleatérios

simples a tempo discreto, independentes, nos vértices de um grafo G, morrendo apos



um tempo de vida aleatorio com distribuicao geométrica. Inicialmente, existe em cada
vértice de G um nimero aleatério independente de particulas; na forma do modelo mais
comumente estudada, este niimero é identicamente distribuido. No tempo zero, todas
as particulas estao inativas, exceto aquelas porventura posicionadas em um vértice
fixado do grafo, denominado raiz. Em cada instante de tempo, cada particula ativa
morre com probabilidade (1 —p) ou sobrevive com probabilidade p, independentemente
das demais. Uma vez que sobrevive, salta para um dos vértices vizinhos mais proximos,
escolhido com probabilidade uniforme, realizando um passeio aleatoério simples a tempo
discreto em G. Até o tempo em que morre, ela ativa todas as particulas inativas que
encontra pelo caminho. A partir do momento em que é ativada, cada particula comeca
a passear, realizando exatamente a mesma dinamica, independentemente de qualquer
coisa.

O modelo dos sapos é uma modificacao de um modelo para a difusao de uma
informagao numa rede que foi proposto por K. Ravishankar. A fim de entender esta
interpretacao, imagine-se que cada particula ativa carrega uma informacao que com-
partilha com todas as particulas inativas que encontra durante sua vida. Uma vez que
a informacao é passada para uma particula inativa, esta é ativada e comeca a se mover,
ajudando a espalhar a informagdo. O modelo com p = 1 (ou seja, sem morte) é uma
versao a tempo discreto do modelo proposto em 1996 por R. Durrett (comunicagao
pessoal com F. P. Machado), que sugeriu o nome frog model. A versdao com morte foi
formulada por I. Benjamini em 2000. Na secao 1.3, apresentamos uma sintese sobre as
referéncias acerca do modelo.

Destacam-se para o modelo dos sapos dois comportamentos criticos fundamen-
tais com respeito ao parametro p: um relativo a sobrevivéncia (existéncia ad eternum
de particulas ativas) e outro com relagio a recorréncia (infinidade de visitas de parti-
culas ativas a raiz). Neste trabalho, a probabilidade critica considerada é com respeito
a sobrevivéncia do modelo. Reiteramos que nosso objetivo primordial é estabelecer um

limitante superior para a probabilidade critica do modelo na arvore homogénea.



1.2 Definicoes

Em geral, o modelo dos sapos é definido sobre um grafo G infinito, conectado
e localmente finito. Na tese, consideramos G = T, = (V,£) a arvore homogénea de
grau (d+ 1), d € {2,3,...}, que é o (tnico) grafo conectado, desprovido de circuitos,
cujos vértices tém todos grau (d + 1). Mais detalhes sobre Teoria de Grafos podem
ser encontrados, por exemplo, em Woess [18]; citamos ainda Bollobés [5] para quem se
interesse especialmente por esse assunto. Uma parte de T, é ilustrada na figura 1.1.
Na notacao precedente, V e £ sao respectivamente o conjunto de vértices e o conjunto
de elos de Ty. Dizemos que x,y € V sao vizinhos se pertencem a um elo comum, o que
denotamos por x ~ y. Para cada par de vértices x,y € V, existe um tnico caminho
conectando z e y, isto é, uma unica seqiiéncia r = xg,x1,...,T, = y de vértices
distintos na qual x; ~ x;,; para cada i =0,...,n — 1. O valor n na ultima frase é a
distancia entre = e y, denotada dist(z,y). Um vértice 0 de T, ¢é fixado e denominado

a raiz de Ty.

Figura 1.1: Uma representacdo de T5, a arvore homogénea de grau 3.

Ora definimos formalmente o modelo dos sapos em T,;. Os simbolos P e E
denotam a medida de probabilidade e a esperanca associada, respectivamente. Seja
n uma variavel aleatoria assumindo valores em N, tal que P(n > 1) > 0. Definimos

p; =P =17j),j €N, m=Enep afuncio geradora de probabilidade de . Sejam



{n(x);z € V}A{(Sr(0)nen;i € {1,2,3,... },x € V} e {E5(i);i € {1,2,3,... },x € V}
conjuntos independentes de objetos aleatorios independentes e identicamente distri-
buidos, descritos a seguir. Para cada z € V, n(x) tem a mesma distribui¢do de n
e fornece o numero inicial de particulas no vértice . Se n(z) > 1, entao, para

cada 1 < i < n(z), (SZ(i))neny ¢ um passeio aleatério simples a tempo discreto

T

(i) € uma varidvel aleatoria com distribuicdo dada por

em T, comecando em x, e =
P(Ei(i) = k) = (1—p)p"' k=12,..., onde p € [0,1] & um parametro fixado.
Fica definido dessa forma o destino aleatorio (trajetoria e tempo de vida) de cada uma
das n(x) particulas posicionadas originalmente em x, as quais comeg¢am a se mover no
instante em que sao ativadas (caso isto venha a ocorrer). Quando ativada, a i-ésima
particula em x segue o passeio aleatorio (S (i))nen € morre (desaparece) =7 (i) unida-
des de tempo ap6s ser ativada. No tempo zero, estao ativas apenas as particulas que
tenham sido posicionadas em O.

E essencial reparar que, em cada instante de tempo, uma particula ativa primeiro
decide se sobrevive ou nao, e entao, no caso de sobrevivéncia, salta. Isto significa que o
numero de saltos dados pela i-ésima particula em z, quando ativada, é igual a Eg(z) —1.
Note-se também que nao ha interacao entre particulas ativas: cada particula ativa se
move independentemente de qualquer coisa. O modelo recém-definido é conhecido

como modelo dos sapos em T4, com parametro de sobrevivéncia p e configuracao inicial

dada por copias independentes de 1 em cada vértice de T;, o qual denotamos por

MS<Td7p7 77)

A figura 1.2 (p. 8) ilustra os primeiros instantes de uma possivel realizagio
do modelo dos sapos em T,, com configuracao inicial de uma particula por vértice
(ou seja, n = 1). Circulos claros e escuros representam respectivamente particulas

inativas e ativas. Descrevemos o que ocorre:
e No tempo n = 0, somente a particula da raiz esta ativa.

e Esta particula decide sobreviver, apds o que escolhe saltar para o vértice nomeado y,



ativando a particula deste vértice.

e No tempo n = 1, existem duas particulas em y, ambas ativas, a raiz esta vazia e cada

um dos demais vértices possui exatamente uma particula inativa.

e Ambas as particulas de y sobrevivem, uma salta para a raiz e a outra para o vértice z,

ativando a particula ai posicionada.

e Tem-se a seguinte configuracao quando n = 2: o vértice y vazio, uma particula ativa
em 0, duas particulas ativas em z e cada um dos demais vértices com uma particula

inativa.

e A particula em 0 sobrevive e salta para o vértice x; uma das particulas em z morre

e a outra sobrevive e salta para o vértice w.

e Quando n = 3, existem duas particulas ativas em x, assim como em w; os vértices 0,

y e z estao vazios e cada um dos demais vértices tem uma particula inativa.

Para introduzir a criticalidade, necessitamos da seguinte definicao.

Definicao 1.1. Uma realizacao particular do modelo dos sapos sobrevive se, para todo
instante de tempo, existe pelo menos uma particula ativa. Caso contrario, dizemos que

a realizacao se extingue.

Observamos entao que P(MS(Ty, p,n) sobrevive) é nao-decrescente em p, logo

definimos a probabilidade critica do modelo dos sapos em Ty,
pe(Ta,m) = inf {p : P(MS(Ty, p,n) sobrevive) > 0}.

No caso particular de n = 1 (configuragao inicial de uma particula por vértice), sim-
plificamos a notagao da probabilidade critica para p.(T,).

Conforme demonstrado em Alves et al. [2], sob a ja suposta condigao de que
P(n > 1) > 0, temos que p.(T4,n) < 1 para todo d > 2, isto é, o modelo dos sapos
em T, sobrevive com probabilidade positiva para p suficientemente perto de 1. Nesse

artigo também se prova que a probabilidade critica p.(Tq,n) é positiva se e somente se



existe § > 0 tal que En’ < co. Assim, a tltima condicio é necessaria e suficiente para

que MS(Ty4, p,n) exiba transicao de fase, ou seja,
0< pc(Tdan) <L

Em particular, fica demonstrada a transicao de fase no caso em que n = 1.

Um limitante superior explicito para a probabilidade critica era conhecido so-
mente no caso de configuracao inicial de uma particula por vértice, a saber, p.(T;) <
(d+1)(2d —2)"" para d > 4 (Fontes et al. [7]). Estabelecemos na tese um limitante
superior no caso de configuracao inicial aleatoria, o qual, como subproduto, melhora o

referido resultado quando a configuracao inicial é de uma particula por vértice.



Tempon =0:

Tempon =1:

Tempon = 2 :

Tempo n = 3 :

Figura 1.2: Os primeiros instantes de uma realizacdo do modelo dos sapos

em Ty com n = 1. (Veja-se a explicacdo no texto).



1.3 Referéncias sobre o modelo

Ao que se saiba, ¢ de autoria de Telcs e Wormald [17] o primeiro artigo publicado
lidando com o modelo dos sapos, que é chamado egg model. Provam que o modelo com
p =1, G = Z% e configuracio inicial de uma particula por vértice é recorrente, ou seja,
a raiz é visitada infinitas vezes quase certamente. Em [15], Popov considera o modelo
comp=1,G =7 (d > 3) e configura¢do inicial com densidade p(z), identificando a
taxa critica de decaimento de p(z) que separa a transitoriedade da recorréncia.

Para o modelo dos sapos com p = 1, G = Z¢ e configuracdo inicial de uma pai-
ticula por vértice, Alves et al. [3] estabelecem um resultado conhecido como teorema
da forma. Em palavras, demonstram que o conjunto das posi¢oes originais de todas
as particulas ativas, reescalado pelo tempo decorrido, converge para um conjunto com-
pacto, convexo, nao-vazio. Um resultado semelhante no caso de configuragao inicial
aleatoria é obtido em Alves et al. [4]. Ramirez e Sidoravicius [16] consideram uma
variante a tempo continuo do modelo dos sapos sem mortes em Z?, com configuracao
inicial de uma particula por vértice, provando o teorema da forma (por um método
diferente de [3, 4]), assim como o fato de que a distribuigdo local de particulas tende
ao produto de Poissons.

Em Alves et al. |2], encontram-se resultados sobre transicao de fase e valores
assintoticos para a probabilidade critica do modelo em Z? e Ty. Popov [14] apresenta
um resumo dos resultados conhecidos e algumas questoes em aberto, e Fontes et al. 7]
mostram que, em geral, a probabilidade critica nao ¢ uma funcao monétona do grafo.
O resultado central desta tese ¢ apresentado em Lebensztayn et al. [9].

Cumpre também mencionar os dois trabalhos de pés-graduacao desenvolvidos
sobre 0o modelo dos sapos. Na tese de Alves [1|, em que é chamado modelo de reagao
em cadeia, sio provados o teorema da forma para o modelo com p = 1 e G = Z¢,
assim como resultados a respeito de transicao de fase em Z? e Ty. A dissertacao de
Leichsenring [10] aborda a nao-monotonicidade da probabilidade critica como funcao

do grafo.
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1.4 Organizagao da tese

No proximo capitulo, apresentamos e demonstramos o resultado principal da
tese, que estabelece um limitante superior para a probabilidade critica do modelo dos
sapos em Ty. O capitulo 3 é dedicado a prova da correcao assintética deste limitante,
isto é, a mostrar que o limitante converge quando d — oo para o valor assintotico da
probabilidade critica. Para esclarecer certas passagens das demonstragoes, finalizamos
a tese com um apéndice sobre convergéncia uniforme.

Convém ressaltar que, em linhas gerais, foram mantidas as notagoes adotadas
em Lebensztayn et al. [9]. Uma diferenga marcante entre a tese e o artigo é que optamos
na tese por tratar diretamente do caso de configuragao inicial aleatéria; no artigo, o
caso de configuracao inicial de uma particula por vértice é abordado separadamente
e sao omitidos os detalhes da demonstracao no caso aleatorio. A discussao sobre a

correcao assintotica do limitante nao esta incluida no artigo.



Capitulo 2

Limitante superior para a
probabilidade critica

2.1 Resultados principais

O teorema central da tese estabelece um limitante superior estritamente menor
que 1 para a probabilidade critica do modelo dos sapos na arvore homogénea de grau
(d+ 1), d > 2, em que a configuracdo inicial de particulas é dada por copias inde-
pendentes de n em cada vértice do grafo. Recordamos que 1 é uma variavel aleatéria

inteira e ndo-negativa, com py = P(n = 0) < 1. Além disso,

o(s) = Z prst, s €(0,1],
k=0

¢ a funcao geradora de probabilidade de 7.

Teorema 2.1. Para todo d > 2 fizado,

Y ([@d+1)[d(a+7)-VA]

Pl ) S e [t ) VAl -2, (-]
onde
0= o(1—1/d), (2.1a)
a=po+d(1l—0), (2.1b)
= % (6 = po). (2.1¢)
A=d[-4y+d(a+7)]. (2.1d)

11
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Lembrando que p.(Ty) denota a probabilidade critica no caso em que n = 1,

cumpre destacar o seguinte corolario do teorema 2.1.

Teorema 2.2. Para todo d > 2 fizado,

d+1

Ty < —.
pc( d) = "9d

Enfatizamos que este limitante superior para p.(T;) ¢ melhor que o anterior-

mente conhecido (a saber, (d+ 1)(2d —2)™", d > 4, apresentado em Fontes et al. [7]).

Dedicamo-nos nas duas proximas secoes a prova do teorema 2.1. Durante toda
a demonstracdo, consideramos d > 2 fixado. Em resumo, o argumento principal é a
descricao do modelo dos sapos em Ty como um modelo de percolacao orientada que
domina processos de ramificacdo convenientemente definidos. Com a finalidade de

clareza, a prova é separada nos dois passos sintetizados a seguir:

e Na secao 2.2, explicamos por que o modelo dos sapos pode ser visto como um
modelo de percolacao orientada e provamos uma férmula para a probabilidade de um

elo orientado estar aberto.

e Na secao 2.3, definimos para cada n um processo de ramificacao de Galton-
Watson que é dominado pelo modelo dos sapos, isto é, tal que o modelo dos sapos
sobrevive se este processo o fizer. Para cada um destes processos de ramificacao,
obtemos uma condi¢ao suficiente para comportamento supercritico, o que nos fornece
uma seqiiéncia de limitantes superiores para p.(Tg4,7n). Esta seqiiéncia converge para o

limitante superior dado no teorema 2.1.
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2.2 MS(Ty, p,n) como um modelo de percolagao

E essencial observar que estamos trabalhando com um modelo de percolacao.

Para esclarecer esta assertiva, consideremos a seguinte definicao.
Definigao 2.1. (i) Para x € V, seja
Ry ={Si(i):0<n<E()}CV
o conjunto virtual de vértices visitados pela i-ésima particula posicionada originalmente
em x. Definimos

n(z)
U R.  se n(z) >0,
Re=4 5

{z}  se n(z) =0

o trago virtual do vértice x.

(ii) Para z,y € V distintos, definimos

fr—yt={yeR.} e {z»yl={ygR.}

Usamos a palavra ‘virtual’ porque nao se sabe se as particulas do vértice z sao
ou nao ativadas. Assim, para x,y € V distintos, {x — y} é o evento de que alguma
particula posicionada originalmente em z visita y virtualmente.

Seja ﬁd o grafo orientado com conjunto de vértices ) e um elo orientado de x a y
para cada par (x,y) € V x V tal que = # y. Tendo em vista a definigdo 2.1, concluimos
que o modelo dos sapos em Ty pode ser visto como um modelo de percolagao orientada,
dependente, de longo alcance, em %d. Ademais, a sobrevivéncia de MS(Ty, p,n) ¢ equi-
valente a existéncia de uma seqiiéncia infinita de vértices distintos 0 = xg, 1, 22, .. .,

tal que z; — x4, para todo j > 0.

Observagao 2.1. Embora o modelo dos sapos seja um modelo particular de percolagao,
Fontes et al. [7] provam que a probabilidade critica ndo é uma fungdo monotona do
grafo. Este é um fato um tanto inesperado, ja que para os modelos usuais de percolacao

vale a monotonicidade no grafo da probabilidade critica (consulte-se Grimmett [8]).
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Um aspecto de grande importancia é que podemos determinar uma férmula
para a probabilidade do evento {x — y}. Como veremos a seguir, contribui fundamen-

talmente para isto o fato de estarmos lidando com a arvore homogénea.

Proposicao 2.1. Para z,y € V distintos com dist(z,y) = n, temos

Pz —y)=1-¢(1—(B(pd)"),

onde
d+1-— 1)% — 4dp?
+1-V(d+1)?—4dp e 0ep<l
B(p,d) = 2dp
0 se p=0.

Prova. Sejam z,y € V distintos com dist(x,y) = n e consideremos p > 0, ja que o

caso p = 0 é trivial. Por condicionamento no nimero inicial de particulas em x, temos

Pz—y) =1-¢((PH¢R,),

logo nos resta provar que

d+1—V(d+1)—4dp?

Py eR,) = 2dp

(2.2)

Seja T, o primeiro tempo em que o passeio aleatério (SI(1))nen visita o vér-

tice y. Para p < 1, temos
Py cR.) = iP ) >, T,, =) =E(p™).
t=n
Visto que T}, é uma soma de n copias independentes de T,/ para z' ~ z,
P(y € R;) = [E(p")]"

Mas, por condicionamento no primeiro passo do passeio aleatério, concluimos que

E(p’=+") satisfaz a equacdo quadratica

B(p") = -2 |1+ d(B™))’. (23

d+1
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Além disso, da continuidade a direita em 0 da fun¢ao geradora de probabilidade de T/,

segue que pli,%l+ E(p’=') = 0. Entdo, das duas raizes de (2.3), descarta-se aquela que é

ilimitada perto de 0. Assim, fica demonstrada a expressao (2.2) no caso p < 1.
Finalmente, para p = 1, utilizamos que a funcao geradora de probabilidade

de T, é continua a esquerda em 1, a fim de obter

1
P(y € R.) =P(Ty, < 00) = lim E(p™™) = —. O

p—1— dn

Observacdo 2.2. E interessante notar que, no caso p = 1, o evento {y € R.} é
equivalente ao evento “bancarrota” no conhecido Problema da Ruina do Apostador
em que um apostador estd jogando contra um adversario infinitamente rico, comeca
com dist(z, y) unidades monetarias e a cada estigio ou ganha ou perde uma unidade
com probabilidades respectivas d/(d+1) e 1/(d+ 1). Uma explicacao detalhada sobre
este problema encontra-se, por exemplo, em Feller [6]. Para o caso p < 1, deve-se
considerar que o apostador antes de cada estagio opta com probabilidade (1 — p) se
deseja interromper o jogo ou nao (independentemente do jogo). Por conseguinte, o
numero total de estigios ¢ uma variavel aleatoria com distribuicao geométrica com
parametro (1 — p).

Observamos ainda que a funcao geradora de probabilidade de T}, ¢ obtida por
meio de um argumento padrao. Uma referéncia em que também se prova esta formula
¢ Woess [18| (na demonstragao do lema 1.24, que fornece a fungio de Green e o raio

espectral do passeio aleatorio simples na arvore homogénea).
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2.3 Processos de ramificagao dominados por MS(Ty, p, n)

Completamos nesta secao a prova do teorema 2.1. Recapitulando a idéia, va-
mos definir uma classe de processos de ramificacao dominados pelo modelo dos sapos
em T,, para cada um dos quais estabelecemos uma condigao suficiente para comporta-
mento supercritico. Obtemos dessa forma uma seqiiéncia de limitantes superiores para

pe(Tq,m), cujo limite é o limitante superior estabelecido no teorema.

Iniciamos com algumas defini¢oes.

Defini¢ao 2.2. (i) Para x,y € V, dizemos que z < y se x é um dos vértices do
caminho entre O e y; z <ysezx <yex #y.

(ii) Para o # 0, seja T (z) = {y € V : < y}; definimos T} (0) =V \ T} (2), onde z &
um vértice vizinho da raiz fixado.

(iii) Para x € Ve n > 1, seja L, (z) = {y € T (z) : dist(z, y) = n}.

A figura 2.1 ilustra esses conceitos.

T (x)

O/O

o< o

O

T / O<O

O/O
\O/ 0
\O/O
o

Figura 2.1: Em Ty, uma representacdo do caminho entre a raiz e um vértice z e de Ty (z).

S3o destacados os vértices no conjunto {y € Ty (z) : dist(z,y) < 3}.

Definigao 2.3. Paraxz € V ey € L,(x), consideremos zg = ¢ < 21 < -+ < Tp_q <
,, = y o caminho conectando x e y. Denotamos por {z < y} o evento de que {z — y}

ou de que existam 1 < iy < --- < i < n — 1 tais que

{v — z;,} m <k(jl {zi, — l’ml}) ﬂ {zi, — y}

Além disso, denotamos por {z % y} o complementar deste evento.
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A idéia central para a prova do teorema 2.1 é comparar o modelo dos sapos
em T, ao processo a seguir definido. Fixado n > 1, para um vértice x € V, dizemos
que y € Ly(z) é descendente de x se o evento {x < y} ocorre. O emprego da expressio
‘descendente’ nao é a toa: a evolucao das geracoes sucessivas a partir da raiz de Ty é
governada por um processo de ramificacao de Galton-Watson. Além disso, este processo
de ramificacao é dominado pelo modelo dos sapos, no sentido de que o modelo dos sapos
sobrevive caso este processo o faca. Assim, para proceder & prova do limitante superior,
vamos obter uma condigao suficiente para o comportamento supercritico do processo
de ramificagao recém-definido.

A prova prossegue em seis passos, formulados nos lemas 2.2 a 2.6 na seqiiéncia.
Antes dos lemas, porém, precisamos de uma definicao. Observamos que, nas férmulas
que aparecem daqui em diante, um somatorio da forma 2(1) é igual a 0, e um produto

0, -
como [[; é igual a 1.

Definicdo 2.4. (i) Para cada n > 1, definimos a fun¢ao F,,, com dominio [0, 1/d],

dada indutivamente por

Fu(B) = [1— (1 — 8] [ (1 - BY
+ Z_: [1— (1 - B"7)] F;(B) i_[_ o(1 — B").
j=1 k=1

(ii) Para cada n > 1, definimos a fun¢ao G,,, com dominio [0,1/d], por

Gu(B) = (1—po) B" [y (1= B)+a]"".

Observagao 2.8. Lembramos que po = P(n = 0) < 1 e que « e 7 sado definidas em
(2.1b—c). Cumpre também observar que uma notagao mais adequada para a funcao G,
seria Gﬁld), para deixar clara a dependéncia em d. Tendo em mente esta dependéncia,

o sobrescrito ¢ omitido (recorde-se ainda que d > 2 esta fixado).
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No primeiro passo, estudamos B(p,d) como fung¢ao de p, mostrando a monoto-

nicidade e uma importante equivaléncia.

Lema 2.1. Para todo d > 2 fizado, B(p,d) é uma fun¢ao crescente em p. Além disso,
para p € [0,1] e V € [0,1/d],

d+1)V
B(p,d) = = — 2.4

As provas deste e de outros resultados auxiliares & demonstragao do teorema 2.1 sao
apresentadas na subsegdo 2.3.1 (que se inicia a pagina 20).

O passo seguinte consiste em estabelecer:
Lema 2.2. Para todon > 1, P(xy % x,) = F,(B(p, d)).

Desse lema, concluimos que é igual a d" F,,(B(p, d)) o namero esperado de des-
cendentes por individuo no processo de ramificacao de Galton-Watson introduzido apos
a definicao 2.3. A fim de determinar uma condi¢do suficiente para o comportamento
supercritico deste processo de ramificacdo (para n grande), usaremos também os pro-

ximos resultados:
Lema 2.3. Para todo n > 1, vale que F,,(B) > G,(B) para qualquer B € [0,1/d].

Lema 2.4. FEziste N = N(d) > 1 tal que, para todo n > N, a func¢io G, € crescente

e existe uma unica raiz 3, = Bu(d) da equagio G,(B) = 1/d".

Assim, obtemos uma seqiiéncia de limitantes superiores para a probabilidade

critica do modelo dos sapos em Ty:
Lema 2.5. Para quaisquer d > 2 firado e n > N,

pc(Td7 7]) < M

S TG (2.5)

Prova. Dado n > 1, consideremos o processo de ramificacao de Galton-Watson imerso

em MS(Ty,p,n) que se inicia com a raiz de T; e em que y € L,(z) é descendente de
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”, . C . o ~ ,
um vértice x se o evento {x — y} ocorre. Como vimos, este processo de ramificagio é
dominado pelo modelo dos sapos e tem nimero médio de descendentes por individuo
igual a d" F,,(B(p,d)).

Pelos lemas 2.1, 2.3 e 2.4, concluimos que, para n > N,

RCERVEY

d+1)5, 1
1+d(3,)° n

= B(p,d) > f, = F,(B(p,d)) > G.(B(p,d)) > y

Neste caso, o processo de ramificacao sobrevive com probabilidade positiva, o mesmo

ocorrendo com o modelo dos sapos. U

No passo final, enunciamos o seguinte fato.

Lema 2.6. Vale que v >0 ¢

lim 3 :d(oz+'y)—\/z < !
n—oo " 2d’y d7

(2.6)

com A >0 dado em (2.1d).

Resta-nos, pois, esclarecer como se finaliza a demonstracao do teorema 2.1 a
partir dos lemas 2.1, 2.5 e 2.6. Como a funcio (V) = (d+1)V (1 +d V?2)~' ¢ continua
em [0, 1/d], fazendo n — oo em (2.5), obtemos que

(d+1ps B

14 d(B)?
¢ um limitante superior para p.(Tq,7), onde 3 = 3(d) é o limite da seqiiéncia {3, }n>n
dado em (2.6). A formula para o limitante superior apresentada no teorema 2.1 é

obtida ao notarmos que

[d(a%—v)—\/z}z

S5\ 2
1+d(B)’ =1+ a7
ddy 428 (a+7y)? - 2d (a+9) VA - 4dy
N 4d~?
(@+9) [d(a+7)—VA] =27 (1—7)
_ 3 '

Por fim, o limitante superior é estritamente menor que 1, ja que 3 < 1/d.
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2.3.1 Provas dos lemas

Prova do lema 2.1. Recordamos da prova da proposi¢ao 2.1 que B(p,d) é a funcdo
geradora de probabilidade de T,,/,, onde T,,, denota o primeiro tempo em que um
passeio aleatorio simples em T, comecando em um vértice x visita um vértice 2’ ~ x
fixado. Como P(1 < T,,» < 00) > 0, temos que B(p,d) é crescente em p. Assim,
concluimos que B(p,d) como fun¢do de p possui uma inversa. A equivaléncia (2.4)

decorre, portanto, da expressao (2.3). O

Prova do lema 2.2. Seja n > 2 e, para cada 1 < j < n — 1, consideremos o evento

{zo 4z;} = {z0 — 2,20 - xj11}. Notamos que

P(zo = 2,) = P(xg — x,) + ”z_f P(z 4 ) P( Q{xk SN a:n}>,

com P(zg 4 ;) = P(zg — z;) — P(xg — xj41).

Portanto, colocando em evidéncia os fatores comuns, obtemos

P(IO RN .Tn) = P(I’O — .I'n) P(I‘l AN R LN .Tn>
n—2
+ Z P(ﬂfo — In_j) P($1 LN Tpyeooy Tp—j—1 SN Ty Tn—j AN xn)
j=1

+ P(.I'() — .Z'l) P(l‘l C—> .Z‘n)

=P(xog — x,) Py » zp, ..., 21 - )
n—2
+ Z P(xg — xnj) P(z1 - 2pjy .., T jo1 = Ty, T % ox)
j=1

c

+ P(xg — x1) P(21 — 2y,).

Usando a proposigao 2.1, o resultado segue por inducao em n. 0]

Visando as demonstragoes dos lemas 2.3, 2.4 e 2.6, estabelecemos o préximo
resultado.
1
Lema 2.7. (a) Para 1 — p <s <1,
vs+po < p(s) <1 —(a—po)(1—s). (2.7)

(b) Temos que 8 <1, « >1 e~y > 0.
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1
Prova. (a) Para 1 — pi <s<1,

00 1 7j—1
’ys—l—pozpo—i—Sij(l—E) < p(s),

J=1

e, visto que ¢ é convexa,
e(s) <1+d(1-60)(s—1)=1—(a—po) (1 —5).

(b) Também da convexidade de ¢, segue que ¢(s) < 14 (1 — pg) (s — 1) para todo
s € [0,1]; fazendo s = 1 — 1/d, concluimos que a > 1. Como py < 1, temos que ¢ é

crescente, logo 6§ <1 ey > 0. O

Prova do lema 2.5. Para cadan > 1, consideremos a fun¢ao H,,, com dominio [0, 1/d],
definida indutivamente por

Ho(B) = (o= po) { B" [y (1 = B) + po "™

+ Z_: BT H;(B) [y (1= B)+p0]" " }.

Tendo em vista a definicao de F), e usando o lema 2.7, vamos mostrar que, para
todon > 1, F,(B) > H,(B) para qualquer B € [0,1/d]. Para isso, utilizamos indugao
em n. O caso inicial n = 1 é conseqiiéncia direta da segunda desigualdade em (2.7).
Se, para todo j < n, F;(B) > H;(B) para qualquer B, entdo

n—1

Fu(B) > (o= po) B" [y (1 = B) +po ]

[y

n—

+3 (@ —po) B F(B) [y (1= B) +p " > Hu(B),

1

J
o que completa a inducao.

Notamos que, para n > 1,
Hyi(B) = By (1— B) + po] Ho(B) + (0 — po) B H,(B)
=B[y(1-B)+a] Hy(B),

portanto H,(B) = (a — po) B" [y (1 — B) +a}n_1, n > 1. Lembrando que oo > 1 e

v > 0, o resultado segue. O
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Prova do lema 2./. Mostramos primeiramente que, para todon > 1, G, € uma funcao

crescente. Para isso, observamos que, para cada n > 1, GG,, é continua e

d G, (B)

et =n(l—p) B" [y(1 - B) +a]"” {v (1—2B+§) +a}>

que é estritamente positiva para todo B € (0,1/d).

Assim, o resultado é obtido ao se notar que G, (0) =0 e que

oon-om (-] 5

para n suficientemente grande. U

Prova do lema 2.6*. J4 mostramos que v > 0. Afirmamos que a seqiiéncia {3, }n>n

é nao-crescente. De fato, para todon > N,

dnt Gn+1(Bn) — gl Bn [f)/ (1 — Bn) + Oz] Gn(ﬂn)
=dg, ['y(l—Bn)jLa}

>d(1—p)"" B [y(1—Ba) +a]

3=
|
—_

portanto Bnﬂ < Bn

A seguir, observamos que a seqiiéncia de fungoes {Gn(B)l/"}nZN converge uni-
formemente quando n — oo para a fungao G(B) = B[y (1— B)+a]. Por conseguinte,
definindo 3 = nh_)rxgo B, concluimos que G(3) = 1/d. Dai, segue que 3 € [0,1/d] é uma

raiz do polindémio de grau 2 em f3

¢(B) =dy B —d(a+9)B+1.

Como dvy >0, p(0)=1e ¢(1/d) = (1—d)(1—0) <0, temos que ¢ possui duas raizes
reais distintas, uma no intervalo (0,1/d) e a outra maior que 1/d. Entdo, 3 € (0,1/d)

é a menor das raizes de ¢, e o resultado esti provado. 0]

*Para uma explicagdo mais detalhada da parte relacionada & convergéncia uniforme, consulte-se o
apéndice (p. 30).
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2.4 Observacoes

Observagao 2.4. Considerando o caso de configuracao inicial de uma particula por

vértice, uma passagem importante na prova do limitante superior é a comparacao
Fo(B(p,d)) > Gu(B(p,d)) = (B(p,d))" (2 = B(p,d))" " (2.8)

A fim de fornecer uma interpretacao probabilistica para esta desigualdade, de-
finimos, para x € V e y € L,(x), o evento {z < y}. Esta definicdo sera indutiva em
funcao da distancia entre os dois vértices. Seja rg = v < 1 < -+ < Xy < Ty =Y
o caminho conectando x e y. Se n = 1, fazemos {z¢g = 1} = {zo — 71} e, se n > 2,

definimos
{zo 5 20} = {0 — 2} | (Dll {zo 4a;} 0 {2; & xn}).

Recorde-se que {xg 4 z,;} ={z0g — zj, 20 » 2j1}, 1 <j<n-—1

Observamos entdo que {z¢o = z,} D {xo = x,}, logo
P(zg S z,) > P(xg S ).

Além disso, notamos que as fungoes G, (B) = B" (2 — B)”fl7 n > 1, poderiam ter sido

definidas indutivamente por

Gn(B) = B" + nz_: (B? — B"*"YG,_j(B), n > 1. (2.9)

De fato, definindo as fun¢oes G, como em (2.9), temos que G1(B) = B e Gp1(B) =

B (2 — B) G,(B) para n > 1. Da defini¢io de {z, % z,}, segue que

P(zo & 2,) = Go(B(p,d)).
Assim, fica estabelecida uma interpretacao probabilistica para a comparagao (2.8).
Observagdo 2.5. Reiteramos que em Lebensztayn et al. [9] o caso n = 1 é abordado

separadamente. Nesse caso, as funcoes F}, sao polinomiais e uma seqiiéncia de limitan-

tes superiores para a probabilidade critica p.(T,;) pode ser obtida em func¢ao das raizes
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das equagoes F,(B) = 1/d", n > 1. No entanto, conforme se discute na se¢io 4 do
artigo, ainda assim ha a necessidade de definir funcoes G, tais que F,(B) > G,(B)
para todo B. Esta necessidade surge em razao das dificuldades técnicas em trabalhar
com as funcoes F;, no que tange a demonstrar a convergéncia da seqiiéncia de limitantes
superiores. Quanto a escolha das fungoes G,,, como se observa no artigo, simplicidade
e clareza foram os fatores determinantes para a escolha efetuada.

Incluida esta explicacao, justifica-se a opcao feita na tese por tratar diretamente

do caso de configuragao inicial aleatoria.



Capitulo 3

Correcao assintotica

Visamos neste capitulo a mostrar o valor assintético do limitante superior para
a probabilidade critica estabelecido no teorema 2.1. Antes disso, apresentamos um
limitante inferior para a probabilidade critica. Usando entao o teorema do confronto do
Calculo Diferencial e Integral, obteremos o valor assintotico de p.(T4, 7). Provaremos,
assim, que o limitante superior dado no teorema 2.1 é assintoticamente correto, ou seja,

converge quando d — oo para o valor assintotico da probabilidade critica.

3.1 Limitante inferior para a probabilidade critica

Lembramos que m = En ¢ o ntimero inicial esperado de particulas por vértice.

Proposicao 3.1. Suponhamos que m < oo. Entao, para todo d > 2 fizado,

d+1
(Tyn) > — '
pe(Ta, ) dim—+1)+1

Prova. Baseia-se no seguinte fato: dentre os vértices vizinhos a uma particula ativa no
instante n > 1, existe pelo menos um, tal que o salto para ele nao implica a ativagao de
novas particulas. Seja Y, o nimero de particulas ativas no instante n em MS(Ty, p, n).
Pelo fato anterior, dado que {Y,, = k} para um n > 1 fixado, temos que Y, 1, nao é

maior que uma soma de k varidveis aleatorias, cada uma assumindo os valores 0, 1 e

p(1+dpo) o PAPi
d+1 d+1°

j > 2 com probabilidades respectivas (1 — p),

25
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Por conseguinte, para n > 1,

dim+1)+1
E(Y,. |Y, =k < | 20T 20
o |¥y =) < [ L

logo
dim+1)+1

E(Y,1) <
( +1) |: d+1

} p E(Y,).

Assim, se p < (d+1)[d(m+ 1)+ 1], temos que nh_)rgo E(Y,) =0. O
Observagao 3.1. A proposicao 3.1 é um caso particular da proposicao 1.2 de Alves
et al. |2]|, que apresenta, sob a hipotese de que En < oo, um limitante inferior para
a probabilidade critica do modelo dos sapos em um grafo de grau limitado. A prova
no artigo ¢ baseada no mesmo fato, mas se utiliza uma comparacao do modelo dos
sapos a um processo de ramificacao de Galton-Watson. Optamos na tese por uma

demonstracao alternativa, usando um argumento de supermartingal.



27

3.2 Valor assintotico

Nosso objetivo principal neste capitulo é estabelecer o seguinte resultado, cuja

prova é apresentada na secao 3.3.

Teorema 3.1. O limitante superior para p.(Tq,n) dado no teorema 2.1 converge

quando d — oo para
{ (14+m)™" se m < oo;

0 se m = o0.

Usando o teorema do confronto, a proposicao 3.1 e o teorema 3.1, obtemos o

valor assintotico da probabilidade critica do modelo dos sapos em T4:

Teorema 3.2. Temos que

(1+m)™" se m < oo;

0 se m = 00.

lim pC(Td7T]> = {
d—o00
Assim, fica estabelecida a correcao assintotica do limitante superior dado no
teorema 2.1.

Observagao 3.2. Uma prova probabilistica do caso m < oo do teorema 3.2 encontra-se

em Alves et al. [2] (teorema 1.7).
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3.3 Prova do teorema 3.1

Primeiramente, devemos considerar

d
ba=¢(1 =1/d), ag=po+d(1=0a) ¢ 7a=—— (0a—p)

como fungoes de d, o que indicamos por meio do subscrito. Para demonstrar o teo-

rema 3.1, usaremos o seguinte resultado.

Lema 3.1. Temos que

(a) agq e vq sdo nao-decrescentes em d.

+m se m < oo
b) lim vg=1—pg e lim ay= Po
i
d—o0 d—o0 o0 se m = Q.

Prova. (a) A afirmagao relativa a 7, é verdadeira, pois

e’} 1 7j—1
=P (“a) |
j=1
Com respeito a g, notamos que, se pyp + p; = 1, entao oy = 1 para todo d > 2.

Por outro lado, se py + p1 < 1, temos que ¢ ¢é estritamente convexa, logo

o9 > ba+ #1 = 1/d) s (1= )] para s 1=,

onde ¢ denota a derivada de ¢. Fazendo s = 1 na ultima desigualdade, concluimos
que a derivada de a4 em relacao a d é estritamente positiva. Portanto, oy é crescente

em d se po+p1 < L.

(b) Decorrem, respectivamente, dos seguintes fatos:

lim ¢(s)=p(l)=1 e lim pls) — 1 = lim ¢'(s) =m. O

s—1— s—1— s—1 s—1—

Convém entao recordarmos a passagem final da demonstracao do teorema 2.1.

Para cada d > 2, o limitante superior para p.(Tq, ) neste teorema é dado por

(d+1) Ba
1+d(Ba)"
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onde f3; é a tinica raiz no intervalo (0,1/d) do polinémio em 3

d 1
R

falB) = g + Vd g+ Y4

Assim, definindo \q = d 34, temos que )4 ¢ a tinica raiz em (0, 1) do polinémio em A

Yd 2 1
AN)=——"— N =+ )
9a() d (o + 7a) Qg+ g

Ademais, o teorema 3.1 estard provado uma vez que mostrarmos

(3.1)

lim )\d =
d—o0

(14+m)™" se m < oo;
0 se m = 00.

Prova de (3.1). Consideremos o caso m < oco. Observamos que, para cada d > 2, o

polinémio quadratico g4 é decrescente em [0, 1], pois seu ponto de minimo é

d (Oéd + 'Yd)

> 1.
274

Notamos a seguir que, pelo lema 3.1 (a), a fungao

ha(A) = (g + va) ga(A) = —A [ad + Ya (1 - %)} +1

satisfaz hg(\) > hgy1 (M) para todo A € [0, 1]. Entao,

B 1 B 1 B
A = ha(\ > h A = 0.
ga(Aa+1) (adJr%l) d(Ady1) > (adJr%) d+1(Adt1)

Dai, segue que A\g11 < Ag para todo d > 2, logo existe \* = lim \g.

d—o0

Do lema 3.1 (b), concluimos que a seqiiéncia {gq}4>2 converge pontualmente

em [0, 1], quando d — oo, para a fungao

1
A)= - A4+ ———.
g() +1+m

Como esta convergéncia ¢ uniforme, temos que g(\*) = 0, portanto \* = (1 +m) .

O caso m = oo é anélogo (com g(A) = —\). O



Apéndice

Convergéncia uniforme

Ao final deste apéndice, apresentamos um resultado relacionado a convergéncia
uniforme que é essencial em duas passagens da tese: nas provas do limitante superior
para a probabilidade critica (lema 2.6) e do valor assintotico (expressdo (3.1)). Antes,
porém, recordamos os conceitos de convergéncia pontual e convergéncia uniforme e
enunciamos uma condicao suficiente para convergéncia uniforme, a qual é utilizada nos
dois contextos mencionados. Citamos Lima [12] (Capitulo X) para o leitor interessado
em mais detalhes sobre o assunto, muito embora ambos os teoremas a seguir constem
neste livro como exercicios. Exatamente a dificuldade em encontrar as demonstracoes

é o motivo pelo qual optamos por apresenta-las.

Definicdo A.1. Seja {f,},>1 uma seqiiéncia de fungoes a valores reais definidas em

X CR

(i) Dizemos que a seqiiéncia {f,},>1 converge pontualmente (ou simplesmente) para
a fungao f : X — R quando, para cada z € X, a seqiiéncia de nameros {f,(z)}n>1

converge para o numero f(z).

(ii) Dizemos que a seqiiéncia { f,, },>1 converge uniformemente para a fungao f : X — R

quando, para todo € > 0 dado, existe N € N tal que n > N implica que

[fu(z) = f(z)| <e,

seja qual for x € X.
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Em cada caso, dizemos que { f,} converge pontualmente/uniformemente para f

em X.

O préximo resultado estabelece uma condigao suficiente para convergéncia uni-

forme, sendo particularmente ttil nos dois contextos considerados.

Teorema A.1. Suponhamos que {f,} € uma seqiiéncia de fungées mondtonas a valores
reais, definidas em [a,b]. Se {f.} converge pontualmente para uma func¢ao continua f

em [a,b], entdo {f,} converge uniformemente para f em [a,b].

Prova. Temos que f é uniformemente continua, pois é uma funcao continua definida
em um conjunto compacto (Lima [12], Teorema 17, Capitulo VII). Assim, dado € > 0,
existe 6 > 0 tal que |f(z) — f(y)| < ¢/5 sempre que |z —y| < ¢. Fixamos um
nimero finito de pontos a = 2o < 1 < -+ < xp, = b com x; — x;_1 < 0 para todo
1 <i<k. Como {f,} converge pontualmente para f, podemos tomar um inteiro N
tal que |f,(z;) — f(z;)| < e/5 para cada 0 <7 < k e todon > N.

Consideremos n > N e suponhamos que f, é ndo-crescente. Se z € [a, ], entao

rio1 < x < x; para algum 1 <1 < k, logo

|fn(‘r) - fn(xz” = fn(x) - fn(xz) S fn(mi—l) - fn(xz)
= [falwizn) = f(zic)] + [f(wioa) = f(@3)] + [f (20) = ful(:)] < 3e/5.

Uma desigualdade semelhante vale se f,, é nao-decrescente. Portanto,

(@) = f(2)] < [fulw) = Fuw)| + [ fulws) = fla)] + [f(2:) = f(2)]

<3¢e/b+¢e/b+¢e/5=¢,

para todo x € [a,b] e todo n > N. Isto mostra que {f,} converge uniformemente

para f em [a,b]. O
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Eis o resultado a que nos referimos no inicio do apéndice:

Teorema A.2. Seja {f,} uma seqiéncia de funcées a valores reais, definidas em X C
R, que converge uniformemente para uma funcao continua f em X. Se lim =z, = x,
n—oo

onde x € X e cada x, € X, entao lim f,(z,) = f(x).

n—oo

Prova. Dado ¢ > 0, pela convergéncia uniforme, existe Ny € N tal que |f,(y) —
f(y)| < €/2 para todo n > N; e todo y € X. Como f é continua em z, temos que
lim f(z,) = f(x), logo existe Ny € N tal que |f(z,) — f(z)| < ¢/2 para todo n > Ns.

Fazendo N = méx {1, N»}, obtemos que

[fu(zn) = f(@)] < | falan) = flza)| + [f(2n) = f(2)] <e

para todo n > N, portanto lim f,(z,) = f(x). O

n—oo
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