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Introducao

A Teoria de Filas é um ramo da probabilidade que consiste em estudar o
comportamento das filas de forma analitica, visando, em geral, melhorias no
desempenho do sistema, como, por exemplo, a reducao do tempo em fila ou
um atendimento mais rapido e eficaz. Assim, é possivel tomar decisoes
adequadas para uma provavel modificacao do sistema em estudo. De modo
geral, esses sistemas sao formados por clientes que chegam para um
determinado tipo de atendimento e, quando a capacidade de servico é menor
do que o numero de clientes na chegada, estes clientes precisam esperar,
ocorrendo a formacao de filas.
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Elementos e caracteristicas de uma fila

(I

Chientes Servidor

DGG:}O"'DC)::}E Sen‘iduri

Dg S 5

Fila ,
Servidor

Pr:n[.:lula:,'ﬂi.'t

Atendimento

Héliton R. Tavares Processos Estocasticos



Elementos de uma Fila

Modelo de Chegada: E a distribuicao ou modelo deterministico das chegadas de
clientes ao sistema.

Modelo de Atendimento: E especificado pelo modelo, que pode ser deterministico ou
estocastico, do tempo que o atendente leva para concluir o servico.

Numero de Servidores: Corresponde ao niimero de elementos, ou atendentes, que
realizam o servico no sistema.

Capacidade do Sistema: E o niimero maximo de clientes que o sistema é capaz de
manter em espera, incluindo fila e atendimento.

Tamanho da Populacao: Numero de clientes que podem chegar ao sistema.

Disciplina da Fila: E a forma de atendimento aos clientes. As principais sao:

@ FIFO (do inglés first in, first out): O primeiro a chegar é o primeiro a ser
atendido.

@ LIFO (do inglés last in, first out): O dltimo a chegar é o primeiro a ser atendido.

@ Aleatério/Randémico: O atendimento é realizado sem preocupagao com a ordem
de chegada.

@ Com Prioridade: O atendimento é realizado considerando critérios estabelecidos
para diferentes tipos de clientes.
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Notacao de Kendall

Uma fila pode ser descrita pela chamada notacao de Kendall, que
possui o seguinte formato: A/B/s/K/N/Z:

A representa a distribuicao dos intervalos entre chegadas;

B representa a distribuicao do tempo de servico;

s se refere ao nimero de guichés de atendimento disponiveis;

K ¢ a capacidade maxima no sistema;

N ¢ o tamanho da populacao

Z, é a disciplina da fila
Alguns autores simplificam a notacao de Kendall omitindo os trés
ultimos elementos (K/N/Z) indicando que a fila possui capacidade

ilimitada de receber clientes no sistema (K = oco), com uma populagao
infinita (N = o0) e disciplina Z=FIFO.

A/B/s = A/B/s/cc0/c0/FIFO
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Distribuicoes

Alguns exemplos de distribuicoes adotadas pelos parametros A e B, com suas respectivas
abreviagoes, sao:

M : Memoryless/Markoviano (Exponencial (tempo) <+ Poisson (taxa));

D : Deterministico (tempo constante);

U : Uniforme;

Ey. : Distribuicao de Erlang do tipo k ou Gama <> soma de distrib.
exponenciais independentes;

H;. : Hiperexponencial
G : distribuigado geral (ndo se sabe nada sobre os tempos de chegada/servico);

GI : distribuicdo geral em que os tempos de chegada/servico sao i.i.d.

Casos mais comuns: M/M/1, M/M/s, M/M/1/K, M/M/s/K.
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Tipos de fila

@ C(Canal Unico, fase inica: Um exemplo tipico é um salao de beleza com uma tnica
pessoa atendendo.

@ Canal Unico, fases miltiplas: O sistema de lavagem de carros é uma ilustragao porque
uma série de servicos € realizada em uma sequéncia bastante uniforme. Um fator
critico é a quantidade de itens permitidos a frente de cada servico, o que, por sua vez,
constitui filas de espera separadas.

@ Canais maultiplos, fase tinica: Os guichés nas lojas de departamentos exemplificam
esse tipo de estrutura. Os diferentes tempos de servico dedicados a cada cliente
resultam em velocidade e fluxo desigual entre as filas.

@ Canais maultiplos, fases multiplas: A admissao de pacientes em um hospital segue este
padrao, porque uma sequéncia especifica de etapas €, geralmente, completada:
contato inicial no balcao de admissoes, preenchimento de formularios, confeccao das
pulseiras de identificacao, obtencao de um quarto, acompanhamento do paciente até o
quarto, e assim por diante.

@ Misto: Consideram-se duas subcategorias:

[] Estruturas multiplas para canais tnicos: filas que se unem em uma tunica fila
para o servigo de fase Unica e as filas que se juntam em uma para o servico de
fases multiplas.

[] Estruturas de caminhos alternativos: encontram-se duas estruturas que diferem
nas exigéncias de fluxo direcional. A primeira é similar a estrutura de canais
multiplos e fases multiplas, com a diferenga de que (a) pode haver mudancga de
um canal para o préximo depois que o primeiro servico foi realizado e (b) o
numero de canais e fases pode variar — novamente — depois da realizacao do
primeiro servico.
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Medidas de Eficiéncia do Sistema

A andlise com a teoria de filas é obtida para um sistema que estd em regime estacionario,

ou seja, o sistema estd em equilibrio. As principais variaveis de interesse nessa circunstancia
sao:

L : Numero médio de clientes no sistema (inclui os que estdao sendo
atendidos);

>
Ly : Numero médio de clientes na fila = Z nPp;

n=0
W : Tempo médio de permanéncia de um cliente no sistema (inclui os que
oo
estdo sendo atendidos) = Z (n—s)Py ;
n=s

W, : Tempo médio de espera de um cliente na fila;
P,, : Probabilidade de que o nimero de clientes no sistema seja n;
u : Taxa de atendimento;

A : Taxa de chegadas;

A

o Taxa de ocupacao/utilizagdo do sistema.

p:

Obs: A condigao béasica para que um sistema de fila seja estavel é que o fator de utilizacao
seja menor que 1.
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Modelo M/M /1

Considerado um modelo de fila mais simples, representado na Figura abaixo, o modelo
M/M/1 possui seus processos de chegada e formas de atendimento dados por distribuigao
Exponencial, no qual se tem apenas um atendente.

=0 see0 O = [O]=t

Fila Atendimento :

Tabela 1: Medidas de desempenho para o M/M/1

| Descrigao |  Expressiao |
Numero de clientes esperando no sistema L= m A X
Comprimento esperado da fila Ly = u(;\ik)
Tempo de espera no sistema W = u—ik
Tempo de espera na fila Wy = m
Existir n clientes no sistema Py, =p"(1-p)
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Barbeiro

Exemplo

Clientes chegam a uma barbearia, de um unico barbeiro, com uma duracao média entre
chegadas de 20 minutos. O barbeiro gasta em média 15 minutos com cada cliente.

a) Qual a probabilidade de um cliente ndo ter que esperar para ser atendido?

b) Qual o nimero esperado de clientes no salao do barbeiro? E na fila?

c) Quanto tempo, em média, um cliente permanece no saldo?

d) Quanto tempo, em média, um cliente espera na fila?

e) O barbeiro estd estudando a possibilidade de colocar outro barbeiro desde que o tempo de
permanéncia médio de cada cliente no salao passe a 1,25 hora. Para quanto deve
aumentar a taxa de chegada de modo que este sequndo barbeiro fique justificado?

Solucao:

FEm uma hora: Duracao média entre chegadas ¢ 20 minutos. Chegam 3 clientes por
hora. O tempo de servico do barbeiro é 15 minutos com cada cliente, logo ele atende em
média 4 clientes por hora. Entao:

Taxa de chegada: A = 3 clientes/h.

Taxa de servigo: u = 4 clientes/h.

(a) Para calcularmos a probabilidade de um cliente nao ter que esperar para ser servido
& necessario que o sistema esteja ocloso, assim

, A 3 4-3 1

[]=1__=1—'_= = — = (), 250u 25%

T, l l 1
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(b) O mimero esperado de clientes no salao do barbeiro ¢ dado por:

A 3
L= T = -3 = 3 clientes.
O niimero esperado de clientes na fila é dado por:
A? 3 9

= — = 2, 25 clientes

L= julpe=A) - 4(4=3) 4

(c) O tempo, em média, que um cliente permanece no saliao é calculado por:

W= - __1 = 1 hora

T (u=A) 4-=3

(d) O tempo, em média, que um cliente espera na fila é caleulado por:

A 3 3
W, = = = — = (), THh hora
T ooplp=Xx) 4(4-3) 4
(e) O objetivo do estudo do barbeiro leva em consideragao a contratacao de outro
barbeiro em sua barbearia, mas para isso, tomaremos o tempo de permanéncia médio de
cada cliente no salao de 1, 25 hora, ou seja, W = 1,25 h, consideraremos ainda que a taxa

de servigo p continua a mesma e devemos calcular o valor de A. Entao, como:

1 1 1 4
W= — temos1,2} = —— L= —— = =120 =1l=2 A= —— = A =1]2
TSy CIN0S ] =) = TSy = 3 ) = T on =

Portanto, para que o barbeiro coloque outro barbeiro no salao a taxa de chegada deve
aumentar em 3, 2 clientes /h.
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Modelo M/M /s

O modelo M/M/s possui seus processos de chegada e formas de atendimento dados por
distribuicao Exponencial, porém agora com s atendentes. Na Figura abaixo temos a
representacao do M/M/3:

ee s sssssssssssssEssssEsesseeAsssESSssESSAsssSSsssssSAssssSssssssssssasesnann.n

: L L 1 J — "
= O e OO [O] =
i Fila o :

Atendimento

P —— p——-

Tabela 2: Medidas de desempenho para o M/M/s

| Descricao | Expressao
Numero de clientes esperando no sistema L=1Lg+ %
Comprimento esperado da fila Lg = 138()'8\1,:)))2/3
Tempo de espera no sistema W = Wq + %
Tempo de espera na fila Wy = L—>\q
Existir n = 0 clientes no sistema Py = Zi_:%) p™/n! + sp® /[s!]

.. . . Pop™ /n! 1<n<s

Existir n > 0 clientes no sistema P, = Pgﬁnﬁ[sn_ss!] n _Z <
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Modelo M/M/1/K

O modelo M/M/1/K possui seus processos de chegada e formas de
atendimento dados por distribuicao Exponencial, com 1 atendente, mas
agora com capacidade limitada K.
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Modelo M /M /s/K

O modelo M/M/s/K possui seus processos de chegada e formas de
atendimento dados por distribuicao Exponencial, porém agora com s
atendentes e com capacidade limitada K.

Héliton R. Tavares Processos Estocasticos



Resultados ou Lei de Little

Desenvolvida por John Little no inicio dos anos 60, A Lei de Little
relaciona o nuimero de clientes no sistema com o tempo médio
despendido no sistema.

L=MW e L,=AW,

Exemplo

Numa sala de espera de um consultorio, ha 15 clientes em média e taxa
de chegada € de 1 cliente a cada 30 sequndos. Calcule o tempo médio
de espera dos clientes na sala. Os clientes sao atendidos na ordem de

chegada (FIFO).

Temos que:
L =15 e A = 2 clientes/minuto. Aplicando a equagao de Little na fila,
teremos que o tempo de espera na fila serda W = 15/2 = 7,5 minutos.
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