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Introducao

Neste capitulo trataremos de um processo estocastico a parametro continuo,
ao contrario da cadeia de markov que foi tratado a parametro discreto.
Muitos fenomenos sao modelados dessa forma, tais como: (a) a chegada de
uma mensagem em centro de computacao operando on-line, (b) uma chamada
de telefone em um centro de reservas de passagens, (¢) uma interrupgao do
final de uma fila, (d) a ocorréncia de uma falha de um hardware ou software
em um computador.

Duas distribuicoes sao muito utilizadas nestes fenomenos, que sao a
distribuicao Exponencial e a distribuicao de Poisson, que se relacionam no
Processo de Poisson.
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A distribuicao exponencial: definicao e propriedades

Definicao

A distribuicao exponencial € um tipo de distribuicao continua de
probabilidade, representada por um parametro A. Sua funcdo de densidade
pode ser erpressa por:

f(x) = Ae g o) (2).

Observacao

Alguns autores preferem usar outra parametrizacdo: f(x) = %e‘x/kl[o’oo] (z).

Para esta distribuicao temos as seguintes caracteristicas:
Q@ E(X)=1
Q Var(X) = %

Q@ Fx(z)=1—e 7"
Q@ P(X >s+tlX >s)=P(X >t) (Falta de Memoria)
@ Se X;,i=1,---,nsdo v.a.i.i.d. Exp()\), entdao > | X; ~ Gama(n,\).
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Processo de Contagem

Definicao

Um Processo Estocdstico {N(t),t > 0} ¢é dito ser um Processo de
Contagem (PC) se N(t) representa o numero total de eventos que
ocorreram até o tempo t. Portanto, um processo de contagem deve satisfazer:

N(t) =

i)

ii) N(t) € assume valores inteiros
i)
)

1

111

Se s < t, entdo N(s) < N(t)

iv) Para s <t, N(t) — N(s) € o nimero de eventos ocorridos no intervalo

(s,t].
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Evolucao de um Processo de Contagem (PC)
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Figura 1: Representacao Grafica de um PC.
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Incrementos Independentes e Estacionarios)

Definicao (Incrementos Independentes)

Um processo de contagem € dito possuir incrementos independentes se o
numero de eventos que ocorrem um intervalos de tempo disjuntos sao
independentes. Isso significa, por exemplo, que o numero de eventos que
ocorre no instante t (N(t)) deve ser independente do numero de eventos que
ocorre entre os instantest et +s (N(t+s) — N(t)).

Defini¢ao (Incrementos Estacionarios)

Um processo de contagem € dito ter incrementos estaciondrios se a
distribuicao do numero de eventos que ocorrem em qualquer intervalo de
tempo depende somente do comprimento do intervalo de tempo. Ou seja, o
processo tem incrementos estactondrios se numero de eventos no intervalo
(s,s+t) tem a mesma ditribui¢cdo para todo s.

Héliton R. Tavares Processos Estocasticos



Exemplo

Considerando N (t) o numero de pessoas que entram em uma loja até o
instante t, entao {N(t),t > 0} é um processo de contagem no qual um evento
corresponde a uma pessoa entrando na loja. Note que se N(t) é o numero de
pessoas dentro da loja no instante t, entao {N(t),t > 0} nao serd um processo
de contagem, pois nao hd garantias da condig¢ao (iii).

v
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Definicao 1 de PP

O exemplo mais importante de processo de contagem é o processo de Poisson,

e a distribuicao mais importante associada a esse fenomeno é a distribuicao de
Poisson.

Defini¢ao (PP1)

Um processo de contagem {N(t),t > 0} € dito ser um processo de Poisson
com taxa A\ > 0 se for verdade que:

i) N(0)=0
ii) O processo tem incrementos independentes

iii) O numero de eventos em qualquer intervalo de comprimento t €
distribuido como Poisson com media \t. Isto e, para todo s et > 0,

(A"

P[N(t+s)—N(t)=n] =e M -

) n:071a27°"
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Notemos de (7i7) que o processo de Poisson N(t) tem incrementos
estacionarios e que

BIN()] = A,

de forma que a condicao (i7) é bastante razodvel, assim como a
condicao (7). No entanto, a condigao (i) precisa ser mais explorada,
por isso uma definicao equivalente costuma ser bastante 1til. Antes
desta, definiremos uma fungao especial chamada de o(h) que indica a
taxa de convergéncia da funcao.

Definicao

A funcao f € dita ser o(h) se

lim @ = 0.
h—0 h

Por exemplo, f(h) = h? é um o(h), mas f(h) = h nao é um o(h).
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Definicao 2 de PP

Definigao (PP2)

Um processo de contagem {N(t),t > 0} € dito ser um processo de Poisson
com taxa A > 0 se for verdade que:

i) N(0)=0.
ii) O processo tem incrementos independentes e estaciondrios.

iii) A probabilidade de que exatamente um evento ocorra em qualquer
intervalo de tempo de comprimento h é Ah + o(h), isto €,

P(N(h)=1) = Ah + o(h)

iv) A probabilidade de que mais que um evento ocorra em qualquer intervalo
de tempo de comprimento h € o(h), isto €,
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Em suma, em um intervalo de tempo relativamente pequeno, a probabilidade
de uma ocorréncia do evento é proporcional ao tamanho do intervalo,
enquento a probabilidade de duas ou maus ocorréncias decresce rapidamente.
A probabilidade de nenhuma ocorréncia sera dada por

P(N(h) =0) =1 — M+ o(h)

Teorema (1)
As definicoes PP1 e PP2 sao equivalentes.

Portanto, se {IN(t),t > 0} é um processo de Poisson com taxa A, entao a
variavel aleatoria Y descrevendo o nuimero de eventos em qualquer intervalo
de tempo de comprimento ¢ > 0 tem distribuicao de Poisson com parametro
A, isto é,
e AN

kKl
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Assim, o nimero médio de eventos ocorrendo em qualquer intervalo de tempo
de comprimento ¢t é A\t. Esse teorema é surpreendente porque mostra como
trés condigoes fisicas simples e naturais em N(¢) podem caracterizar as
funcgoes de probabilidade das variaveis aleatorias. Além disso, é o tnico
parametro nao conhecido dessas funcoes de probabilidade. E importante
notar que de acordo com o Teorema 1, o nimero de eventos ocorrendo em
cada intervalo de tempo de comprimento ¢ tem uma distribuicao de Poisson
com valor médio A. Portanto, é o nimero médio de eventos ocorrendo por
unidade de tempo. A préxima secao caracteriza um outro atributo importante
de um processo de Poisson.
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Tempo entre chegadas e tempo de espera

Teorema

Seja {N(t),t > 0} um processo de Poisson com taxa \. Seja

0<t] <ty <tz <...ostempos sucessivos de ocorréncia dos eventos, e seja 0s
tempos entre chegadas (entre ocorréncias) definidos por

T =11, 79 =ty —t1,--- , 7 =t —tr_1,--- Entao o conjunto de tempos entre
chegadas sao varidveis aleatorias com distribuicao exponencial de parametro
A, independentes e identicamente distribuidas.

O inverso desse teorema também é verdade (admitimos ambos, o teorema e o
seu reverso sem provas). Quando ocorre algum evento, tal como a chegada de
uma mensagem em um sistema computacional, a chegada de clientes em um
banco, etc, eles podem ser descritos por um processo de Poisson. Entretanto o
processo de Poisson é um caso especial de um tipo de processo estocastico
mais geral, conhecido como processo de nascimento e morte. Com efeito, o
processo de Poisson é também conhecido como processo de nascimento puro e
a partir desse raciocinio é que estaremos aptos a generalizar esse processo e
chegar a importantes conclusoes sobre uma gama de aplicacoes desses
processo estocasticos de tempo continuo.
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Para darmos uma idéia da prova, condideremos X; o tempo até a primeira
ocorréncia e X,, o tempo entre a (n — 1)-ésima e n-ésima ocorréncias do processo. A
distribuicao de X é facilmente obtida observando-se que

0
Y (At) _ oAt

P(X1>1t)=P(N(t)=0) = 0!

Dai, Fi(t) = P(X; <t) =1—e *, de forma que X; tem distribuicdo exponencial
com parametro A\. Para os demais intervalos o calculo é similar, usando que o
processo tem incrementos independentes e estacionarios:

P(X; >t| X1 =s) = P(nenhum evento em (s,s + t]| X1 = s)
P(nenhum evento em (s, s + t])

P(

(N

nenhum evento em (0, t])
() =0)=e",

de onde concluimos que X2 também é exponencialmente distribuida com média 1/A
e, sobretudo, que X2 ¢é independente de X;. Repetindo o argumeto temos que todos
os intervalos entre chegadas tém distribuicao exponencial de mesmo parametro e sao
independentes.

= P
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Uma outra caracteristica de interesse é o tempo até a ocorréncia da n-ésimo evento:
n
i=1

Portanto, S, ~ Gama(n, ) com densidade

e ()™

fs, (t) = Xe m

Este tempo de espera também tem a seguinte propriedade: o tempo até a ocorréncia
do n-ésimo evento é inferior a t se e somente se no tempo ¢t temos pelo menos n
ocorréncias, ou seja,

{Sn <t} ={N(t) = n}

Dali,
P, () = P{Sa <t} = PIN(@) 20} = 3 %

que tomando a derivada (com relagdo a t) de ambos os lados nos dé o resultado.
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Fazendo as contas...

OFs, (t
fsn(t) = g;( )
= 3D [ )
= ot 4!
= f: -—)\6_>\t ()\t)J
j=n* J!
=S [ae ()]
j=nt J*
= i _—)\e_’\t (M)
j=nt J?
= )\e_M—()\t)n_l

(n—1)!"

|

+ e_Mj)\

!

(At)? _1]

’ i e ]
+ e éitin;! * jil {/\e_M 8 t—)jl_)l!]

pois a primeira e a terceira parcela se anulam.
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Processo de Poisson nao homogéneo

Em algumas situacoes nao é possivel que as taxas de ocorréncia do processo se
mantém constante ao longo do dia, més ou ano, por exemplo, de forma que nao
temos a propriedade de Estacionariedade. Exemplos desse caso sao chamadas
telefonicas ou entradas de clientes em um supermeercado. No geral, para pequenos
intervalos de tempo é possivel assumir a homogeneidade. Nesta secao trabalharemos
com a taxa A(t) sendo fungdo do tempo, o que generaliza o caso homogéneo, mas
muito da construcao do caso homogéneo se mantém. Enunciaremos basicamente a
definicao do processo.

Definicao

Um processo de contagem {N(t),t > 0} € dito ser um processo de Poisson nao
estaciondrio ou ndo homogéneo com funcgao de intensidade A(t) > 0 se:

i) N(0) = 0.

) {N(t),t > 0} tem incrementos independentes.
iii) P{N(t+h) — N(t) =1} = A(t)h + o(h)

) P(N(t+h)— N(t) >2)=o(h).
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Fazendo ,
m(t):/ A(s)ds,
0

pode ser mostrado que

P{N(t +5) — N(t) = n} = ¢~ tm@ts)—m@) [m(t +5) = m(®)]"

Y , n>0.

Ou seja, N(t 4+ s) — N(t) tem distribuigdo Poisson com média m(t + s) — m(t). Por
isso a fungdo m(t) é chamada fung¢do valor médio.

Héliton tem um carro de cachorro quente que abre as 8h. Das 8h as 11h clientes
chegam, em média, a uma tara crescente que comeca com 5 e termina com 20
pessoas por hora. Das 11h as 13h a taxa fica constante em 20 clientes por hora.
Depois a tazxa cai linearmente até as 17h, quando encerra, com 12 cliente por hora.
Assumindo que os clientes chegam de forma independente em intervalos disjuntos, o
modelo acima parece razodvel? Qual o niumero esperado de chegadas neste periodo?
Qual a probabilidade de que nenhum cliente chegque entre 8h30 e 9h307?
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O modelo de Poisson nao-homogéneo parece bom para a situacao apresentada, com
taxa:

5+ 5t, 0<t<3
A(t) = < 20, 3<t<5
20—2(t—5), 5<t<0.

Com isso, o nimero de chegadas entre 8h30 e 9h30 serd Poisson com média
m(2) —m(3). O ntmero esperado de chegadas nesse intervalo serd

3/2
/ (5 + 5t)dt = 10,
1/2

e este nimero serd zero com probabilidade

P {N (g) — N (%)} = exp {—/112(5 - 5t)dt} =e 0

Héliton R. Tavares Processos Estocasticos



Processo de Poisson Composto (PPC)

O processo de Poisson composto é usado quando cada ocorréncia do Processo
de Poisson esta relacionada a outra variavel. Por exemplo, em um
supermercado, cada cliente que entra gasta um valor Y;. Portanto, o processo
de poisson composto pode ser assim enunciado:

Definicao

Um processo de contagem {X (t),t > 0} € dito ser um processo de Poisson
composto se ele puder se representado, para cada t > 0, por

onde {N(t),t > 0} € um processo de Poisson e {Y;,i=1,2,---} € uma
familia de v.a. independentes e identicamente distribuidas com E(Y;) = uy e
Var(Y;) = 2. O processo {N(t),t > 0} e a sequéncia {Y;,i =1,2,---} sdo
assumidos serem independentes.

Héliton R. Tavares Processos Estocasticos



Esperanca de um PPC

Vamos calcular a esperanca e variancia deste processo. Para calcular E[X (t)], temos
que condicionar em N (t):

EX ()] = E(E[X ()N @)])-

Agora, considerando um n fixado,

[N (t) n
E[X(t)INt)=n] = E ZmN(t) =n| =F ZmN(t) :n]

SR SPEA
Li=1 i=1
Portanto, como a expressao acima vale para todo n, podemos escrever,
EIX(@)IN(@)] = N(@)p -
E, consequentemente,

EX ()] = EEX@)|N®)]) = EIN{)mw] = EIN@)]|m = M
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Variancia de um PPC

Para o célculo da variancia de N(t), procedemos de forma similar, obtendo:
Var[X(t)|N(t)] = N(t)Var(Y1)
e, portnto,
Var[X(t)] = E[N@)Var(Y1)]+ Var[N(t)E(Y1)]
AVar(Y1) + (E(Y1))*Var[N(t)]
MVar(Y1) + (E(Y1))? Xt

= A[Var(Y1) + (E(Y1))?]
= MEY?).

e o desvio-padrao é
DP(X(t)) = \/ME(Y?)
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Suponha que familias migrem para uma drea de acordo com um
processo de Poisson de taxa A = 2 por semana. Se o niumero de pessoas
em cada familia € independente e toma valores valores 1,2,3 ou 4 com
probabilidades %, %, %, %, respectivamente, entao qual o numero de
individuos migrando para aquela drea durante 5 semanas?

Seja Y; o numero de pessoas na i-ésima familia. Temos que

5 43
E(Yl):5 e E(Yf):?

Seja X (5) o nunero de imigrantes durante as 5 semanas. Entao,

5
EIX(5)] = 2x5x - =23
4 21

Var[X(t)] = 2 x5 x 33 _ 75
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