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Definicao

Sejam E um experimento e S um espaco amostral associado a E.
Sejam X = X(s) e Y =Y (s) duas funcoes, cada uma associada a um
numero real a cada resultado s € S. Denominaremos (X,Y) uma
varidvel aleatoria bidimensional (ou vetor aleatorio).

Retira-se uma amostra de 20 alunos do curso de estatistica da UFPA e
anota-se a idade (X ) e ano de ingresso no curso (Y ). O vetor (X,Y)
serd bidimensional. QOutras varidveis poderiam ser medidas.
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V.A. Discretas e Continuas

Definicao
O vetor (X,Y) serd uma varidvel aleatoria Discreta Bidimensional se
o conjunto dos valores possiveis de (X,Y) for finito ou infinito
enumerdvel. Isto €, os valores possoveis de (X,Y) possam ser
representados por (z;,y;), t=1,2,...; j=1,2,...

Definicao

O vetor (X,Y) serd uma varidvel aleatoria Continua Bidimensional
se (X,Y) puder tomar todos os valores em algum conjunto
nao-enumerdvel do plano auclidiano.
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Distribuicoes Bivariadas
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Variaveis Aleatorias Discretas

Definicao

Seja (X,Y) uma varidvel aleatoria discreta bidimensioal. A cada
resultado possivel (x;,y;) associaremos um valor p(x;,y;) representando
P(X =x;,Y = y;) e satisfazendo as sequinte condi¢oes:

Q p(xi,y;) > 0,V(x,y).
@ > 7> ip(@iy) =1

A funcao p definida para todo (z;,y;) € Rxy é denominada a Fungao
de Probabilidade Conjunta de (X,Y) . O conjunto

lzi,y5, plzi,y;)], ¢ j=1,2,... ¢, algumas vezes, denominado
Distribuicao de Probabilidade Conjunta de (X,Y) .

OBS: No caso bidimensional, Rxy serd um subconjunto do plano
euclidiano IR?.
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Lancam-se dois dados perfeitos. X indica o n° obtido no primeiro

dado, e Y o maior ou o n° comum nos dois dados. Encontre a

distribuicdo de probabilidade conjunta de (X,Y) .
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Tabela 1: Resultados do lancamento de dois dados

Y\X]| 1 2 3 4 5 6 | Total
1 [1/36] 0 0 0 0 0 | 1/36
2 11/36[2/36| 0 0 0 0 | 3/36
3 |1/36|1/36|3/36| 0 0 0 | 5/36
4 | 1/36[1/36|1/36|4/36| 0 0 | 7/36
5 [1/36|1/36|1/36|1/36|5/36| 0 | 9/36
6 |1/36|1/36|1/36|1/36|1/36 | 6/36 | 11/36

Total | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 1
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Lancam-se dois dados perfeitos. X indica o n° obtido no primeiro
dado, e Y a soma dos dois dados. Encontre a distribuicao de
probabilidade conjunta de (X,Y) .

Lancam-se dois dados perfeitos. X indica o mdximo dos dois
resultados e Y a soma dos dois dados. Encontre a distribuicao de
probabilidade conjunta de (X,Y) .

Exemplo

Uma moeda perfeita € lancada 3 vezes. Sejam

X : n° de caras obtidas nos dois primeiros lancamentos.
Y : n° de caras obtidas no ultimo lancamento.
Z: n° Total de caras.

Encontrar a Distribuicao Conjunta de (X,Y, 7).
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Tabela 2: Espaco amostral

Resultados | Probab | X | Y | Z
ccc 1/8 2 113

cce 1/8 210 2

ccc 1/8 1|12

ccc 1/8 1101

ccc 1/8 1|12

cce 1/8 11011

ccc 1/8 0111

cce 1/8 0|0 O
Total 1 8 | 4|12
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Tabela 3: Distribuigdo Conjunta de (X,Y, Z)

(z,y,2) | Probabilidade
(2,1,3) 1/8
(2,0,2) 1/8
(1,1,2) 2/8
(1,0,1) 2/8
(0,1,1) 1/8
(0,0,0) 1/8
Total 1
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Variaveis Aleatorias Continuas

Definicao

Seja (X,Y) uma varidvel aleatoria bidimensional continua tomando
todos os valores em alguma regiao Rxy do plano auclidiano. Uma
funcao f que satisfaca as sequintes condicoes:

i) f(z,y) 20 ¥(z,y) € Rxy
i) [[ f(z,y)dzdy =1

Rxy
¢ denominada Funcao Densidade de Probabilidade Conjunta de

(X,Y) .

OBS: No caso bidimensional, Rxy serd um subconjunto do plano
euclidiano IR?.
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Obseervacoes

Observacao

Q@ f(z,y) nao representa propriamente a probabilidade de coisa
alguma. Esse valor pode, inclusive, ser maior que 1. Contudo,
para Ax e Ay positivos e suficientemente pequenos, f(x,y)AxAy
¢ aprorimadamente iqual
Plr—Az < X <z+Azx,y— Ay <Y < y+ Ay)

@ Assim como no caso unidimensional, adotaremos a convecao de
que f(x,y) =0 se (z,y) ¢ Rxy, de forma que

+0o0 +o0
l/ f(z,y)dzdy =1
— 00 — OO
@ Se B for um evento no contradominio de (X,Y) , teremos:

P(B)=) Y plxiy;)
B
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Suponha que a varidvel aleatoria (X,Y) tenha f.d.p conjunta dada por:

f(xvy) —

a) Calcule P(0 < X < 1,

b) Desenhe a regiao B =

c) Calcule P(X >Y)

{e(“y) x>0,y >0

0, c.c.

1<Y <2)
{(X>Y}={(z,y) : 2 >y}

Solugao de a):

PO<X<1,1<Y <2)

2 1
— [ [ faydeay
1 Jo
2 1 2 L
= / / e_(x"'y)d;cdy:/ e Y [—e_w}ody
1 Jo 1
2

— / eV [—el4+1ldy=(1—-e1) [—e_y]i
1

= (Q—-—eYH[—e?+e ) ~0,147

Héliton R. Tavares

Processos Estocasticos



Solugao de b):

P(X>Y) = /0+oo /y+oo F(z,y)dady
/

—+ o0 too —+ o0
= / e Y [—e_"""}y dy = / e Y0+ e Y)dy
0 0

—+o0 _ 2y +o0 1 1
= / e_2ydy:l © i| =04+ - = —.
0 2

Héliton R. Tavares Processos Estocasticos



Aproximacao Numérica: macro em VBA e R

Sub Expbi ()
n=10 " 6
For i =1 Ton

x = Rnd(): y = Rnd() + 1 ‘x in (0,1) e y in (1,2)°
f = Exp(-(x + y))
Z = Rnd(Q)
If Z < £ Then conta = conta + 1
Next

Prob = conta / n
MsgBox "Probabilidade aproximada: " & Prob
End Sub

n=10000

X=runif (n,0,1)

Y=runif(n,1,2)

f=exp (- (X+Y))

Z=runif(n,0,1)

S=1x(Z<f)

cat ("Probabilidade aproximada: ",mean(S),"\n")
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Suponha que a varidvel aleatoria (X,Y) tenha f.d.p conjunta dada por:

4+ % 0<zr<1,0<y<2
f(fc,y)Z{ k
0, c.c.

a) Verifique que integra 1
b) Desenhe a regiao B={X +Y > 1}
c) Calcule P(X +Y > 1)
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Caso discreto

Exemplo (Caso discreto)

No exemplo dos dois dados:

5
P(X21Y=3)=

Héliton R. Tavares Processos Estocasticos



funcao de distribuicao acumulada (f.d.a)

Definicao

Seja (X,Y) uma varidvel aleatoria bidimensional. A funcao de
distribuicdo acumulada (f.d.a) F de (X,Y) é definida por

F(z,y) = P(X <2,Y <y)
Se F for a fda de uma v.a bidimensional continua com fdp f, entao:

O?F(z,y)
T@y = f(z,y)

sempre que F' for derivavel.
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Suponha que a v.a (X,Y) tenha fdp dada por
flz,y) =e @Y 2 >0,y > 0. Encontre F(x,y).

Flx,y) = PX<z,Y<y) = //futdudt

= // ~(H) Judt = /( e T dt
= /0[ e~ @) e dt = e~ (@) _ o7ty

e~ @) eV e 4

Portanto,

O?F(z,y) 0

g = gl T e = e = fa)
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Distribuicao de Probabilidade Marginal

Seja (X,Y) uma varidvel aleatéria bidimensional. Desejamos obter a
Distribuicao (Marginal) de Probabilidade de X e de Y.

Da Teoria de Conjuntos temos que se A é um subconjunto de S e
B;,i=1,--- ,n, formam uma particao disjunta (mutuamente exclusiva)

de S, ou seja, S = |J;_, Bi, entdao C; = A B; sdo disjuntos. E, ainda,
n

A=ANS=AaNUB) =B

1= 1=1

Com isso,

n

P(A) ZP(U C) ZZP(Q’) ZZP(AﬂBz‘)-

Assim, se A={X =z} e B; ={Y = y;} entao

P(X =) :ZP(X::L',YZ%). (1)
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Um dado perfeito € lancado 2 vezes. Sejam

X : n? obtido no primeiro dado
Y:Y o maior ou o n° comum nos dois dados

Tabela 4: Resultados do lancamento de dois dados

Y\X | 1 2 3 4 5 6 | Total
1 [1/36] 0 0 0 0 0 | 1/36
2 [1/36]2/36| 0 0 0 0 | 3/36
3 |1/36|1/36|3/36| 0 0 0 | 5/36
4 |1/36|1/36|1/36 | 4/36| 0 0 | 7/36
5 | 1/36|1/36|1/36|1/36|5/36| 0 | 9/36
6 |1/36|1/36|1/36|1/36|1/36 | 6/36 | 11/36

Total | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 1
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Distribuicoes Marginais de X e Y

LY =1)+P(X=1Y=2)+...+P(X=1,Y =6)

|
CD'I — I

Distribuicao Marginal de X
| 2 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | Total |
| p(x;) | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 6/36 | 1 |

Distrbuicao Marginal de Y
v | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | Total |
| p(y;) | 1/36 | 3/36 | 5/36 | 7/36 | 9/36 | 11/36 | 1 |
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a) Caso Discreto:

plx;) = P(X:xi):P(X:a:i,Y:yl ouX=z;, Y=y o0u ...

= Y P(X=u,,Y =y Zpa:@yg
j=1

qyi) = PY =y;)= ZP(%%)

A funcao p, definida para x1,xo, ..., representa a distribuicao de
probabilidade marginal de X, e a funcao ¢, representa distribuicao de
probabilidade marginal de Y.
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b) Caso Continuo:

+0o0
g(x) = / f(x,y)dy f.d.p marginal de X

+00
h(y) = / f(x,y)dx f.d.p marginal de Y

Plc<X<d) = Pl<X<d,—-o0o<Y < +00)

= //+OO xydyd:z:—/ g(x)dx
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Dois caracteristicos do desempenho do motor de um foquete sao o
empuzro X e a taxa de mistura Y. Suponha que (X,Y) seja uma
vartavel aleatoria com f.d.p conjunta dada por:

flx,y) =2(x+y—22y), 0<zx<10<y<l1

Encontrar as f.d.p’s marginais de X e Y.

+o00 1 Y2 -
g(z) = / f(x,y)dy = / 2(x +y — 2ay)dy = 2(xy + - — 2y7)lo
— 00 0
2(x + = ) =1
= x+ - —x)=1.
2
Portanto, g(x) =1, 0<xz<1,= X tem distribuicao U(0,1).

“+ oo 1 2
hw) = [ fwde= [ 2oty - 2ep)de =27 +yo - 2Pyl
—o0 0

1
= 2(§+y—y)=1.

Portanto, h(y) =1, 0<y<1,= Y tem distribui¢ao U(0,1).
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Distribuicao Uniforme no Plano

Definicao

Dizemos que a varidvel aleatoria continua bidimensional é

uniformemente distribuida sobre a regiao R do plano euclidiano
quando:

f(z,y) z{ T (Y ER

0 c.C.
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Suponha que a varidvel aleatoria (X,Y) seja uniformemente distribuida
sobre a regiao R definida por R = {(z,y) : 0 <z < 1,0 <y < 2}.
Encontre a fdp conjunta de (X,Y) e as fdp’s marginais de X e Y.

1
Area(R

Area ( / / dxdy = 2

Logo: f(x,y) = 5 O<z<l, 0O0<y<?2

flz,y) =

400 21
g(x):/ f(az,y)dy:/ idyzl, 0<z<l
0

— 00

400 11 1
h(y):/ f(as,y)das:/ §d:13:§, D<y <2
0
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Suponha que a varidvel aleatoria (X,Y) seja uniformemente distribuida
sobre a regido R definida por R = {(z,y): 0 < x < 1,22 <y < z}.
Encontre a f.d.p conjunta de (X,Y) e as fdp’s marginais de X eY .

1

1 px 1 2 371
1 1 1
Area(R):/ / dydx:/(x—xz)dx:[x__x_} - - _ ="z
0 Ja2 0 2 31l 2 3 6
Logo: f(x,y)=6 , 0<z<1 |, 2 <y<ux

o) = [ fady = [ 6ty =6z o)

+o0 VY
h(y) = / [z, y)dr = /  bda = 6(vy —y)
e y

g(z) =6(x—=z?) ; 0
h(y)=6(vy—y) ; 0<y<1
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Probabilidades Condicionais: Caso Discreto:

Funcao de probabilidade condicional de X dado Y = y;.

p(xi|ly)) =P(X =z; | Y =y;) = P(XP:(Y%:};; vi) _ P({i;jy)j) se q(y;) > 0.

Funcao de probabilidade condicional de Y dado X = z;.

P(X ==z Y =y;) _ plxi yj)
P(X = ;) p(i)

qyj lzs) =PY =y, | X =x;) = se  p(x;) > 0.

OBS: Para um dado j, p(x; | y;) satisfaz todas as condigoes de uma distribuicao de
probabilidade:

i) p(zi|y;) >0

i) 3252 pas | yy) = g2y Bt = A 502 p(en ) = qiyaluy) = 1
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Probabilidades Condicionais: Caso continuo

Seja (X, Y) uma varidvel aleatdria continua bidimensional com f.d.p

marginais de X e Y representadas por h(x) e g(y), respectivamente.
e A f.d.p condicional de X, dado Y = y, é definida por:

ole | =Tt

e A f.d.p condicional de Y, dado X = =z, é definida por:

f(z,y)
g9(x)

h(y) >0

h(y | z) = , g(x)>0

Observacao

v
e

As f.d.p’s condicionais satisfazem todas as condicoes para uma f.d.p unidimensional. Para
Y fixado, temos:

i) g(xz|y) =20

ii) f+oo g(z | y)dx = f+§: fh( ))da: = ﬁ f_"_;f f(z,y)dz = ﬁh(y) =1
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Considerando a densidade conjunta abaixo, obter as densidades
marqginais € condicionais.

flz,y) =6 , 0<z<l, z*<y<cz )
g(z) = 6(z—2%) ; 0<z<1
hy) = 6(yVy—y) ; 0<y<l1
_ Sy 61
) = NGy Teview ey YTV
flz, 6 1
hy |z) = ;a(;?;):6(x_x2)—x_x2 L rP<y<z, O0<z<l1

Héliton R. Tavares Processos Estocasticos




Exercicio

Considerando a densidade conjunta abaixo, obter as densidades
marginais e condicionais.

24+ 0<zr<1,0<y<?2

fz,y) = ST T T

0, c.c.
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Retiram-se duas cartas de um baralho. Sejam X = n° de azes obtidos e
Y =n? de damas obtidas.

a) Distribuigao Conjunta de (X,Y)

Y/X

0

1

Total

0
1
2

0,714
0,133
0,004

0,133
0,012
0

0,004

0,851
0,145
0,004

Total

0,851

0,145

0,004

1,00
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b) Distribuigao Marginal de X

Ly

0

Total

p(x;)

0,851

0,145

0,004

1,00

c) Distribuicao Marginal de Y

Yi

0

Total

p(yi)

0,851

0,145

0,004

1,00
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y=0 =plx|y=0)=7

Plz=0]y=0)= p;(()é())) - 8:;;1 = 0,839
P(X=1|y=0)= pété(;) - 01,’83531 = 0,156
P(X=2|y=0)= p((jé)())) - 8:22? = 0,005
Distribuicao Condicional de X, dado Y = O:
p(x|y=0) 0 1 2 Total

p(z |y =0) 0,839 [ 0,156 | 0,005 | 1,00
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Distribuicao Condicional de X, dado Y = 1:

Z; 0 1 Total
plx; |y=1) 0,917 | 0,083 | 1,00

Distribuicao Condicional de X, dado Y = 2:

P X=0|Y=2)=1
Distribuicao condicional de Y, dado X = O:

Yi 0 1 2 Total
q(y; | 0) | 0,839 | 0,156 | 0,005 | 1,00
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Distribuicao condicional de Y, dado X = 1:

Yi 0 1 Total
q(y; | 1) | 0,917 | 0,083 | 1,00

Distribuicao condicional de Y, dado X = 2:

4
0,00 _1q

P(Y=0]|X=2)="
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Independencia

Definigao (Variaveis aleatorias independentes)

a) Seja (X,Y) uma v.a discreta bidimensional. Diremos que X eY
sao v.a’s independentes se, e somente se, P(xi,y;) = p(xi)q(y;) para
quaisquer iej. Isto é, P(X = x;,Y =y;) = P(X = 2;)P(Y =vy;)
para todo 1ej.

b) Seja (X,Y) uma v.a continua bidimensional. Diremos que X eY
sao v.a’s independentes se, e somente se, f(x,y) = g(x)h(y) para
todo (z,y), onde f é a f.d.p conjunta, e geh sdo as f.d.p marginais
de X eY, respectivamente.

v

Observacao

Efrequente denotarmos: X eY sao v.a.i., também X LY, ou ainda
X LY. No caso contrario, usamos X LY ou X LY

Héliton R. Tavares Processos Estocasticos




1. Suponha que uma mdquina seja utilizada para determinada tarefa durante a manha e
para uma tarefa diferente durante a tarde. Sejam X eY, respectivamente, o n® de vezes
que a maquina para por defeito de manha e a tarde. A tabela a sequir dd a distribuicdo de
probabilidade conjunta de (X,Y). Verifigue se X eY sdo independentes.

Y\X 0 1 2 Total
0 01 02 02 | 05
1 | 004 008 008]| 02
2 | 006 012 012 03

Total | 0,20 0,40 0,40 | 1,00

p(0,0) =0,1=0,2x0,5=p(0) x ¢g(0)
p(0,1) = 0,04 = 0,2 x 0,2 = p(0) x ¢(1)
p(0,2) =0,06 =0,2 x 0,3 = p(0) x q(2)
p(1,0) =0,2=0,4 x 0,5 =p(1) x q(0)
p(1,1) = 0,08 =0,4 x 0,2 =p(1) x q(1)
p(1,2) = 0,12 = 0,4 x 0,3 = p(1) x ¢(2)

Logo, p(x;,y;) = p(x;) X q(y;),V(i,j) = X eY sdo independentes
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Sejam X e Y a duracao da vida de dois dispositivos eletronicos. Suponha-se que sua f.d.p
conjunta seja dada pela funcao abaixo. Verifique se Xe Y sao independentes.

flz,y)=e TY) . z>0, y>o0.

+o0 + o0
g(x) = / e~ (@Y gy = e_x/ e Ydy=e" [—e_y
0 0

Lglx)y=€e" ;>0

Da mesma forma,

+oo
h(y) = /0 e (T gy = Y

Logo,

flz,y) = em(THY) — 7T o7V = g(x)h(y) = X eY sao independentes (X L Y).
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Definicao alternativa de independencia

Teorema (Defini¢ao alternativa de independéncia)

a) Seja (X,Y) uma varidvel aleatoria discreta bidimensional. Nesse
caso, X e Y serdo independentes se, e somente se, p(x;|y;) = p(x;)
para todo i e j [ou, o que € equivalente se, e somente se,
q(yj|zi) = q(y;) para todo i e j .

b) Seja (X,Y) uma varidvel aleatéria continua bidimensional. Nesse
caso, X e Y serao independentes se, e somente se, g(z|y) = g(x),
ou equivalente, se e somente se, h(y|x) = h(y), para todo (x,y)
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Teorema

Seja (X,Y) uma varidvel aleatoria bidimensional. Sejam A e B
eventos cuja ocorréncia (ou nao ocorréncia) dependa apenas de X e 'Y,
respectivamente. Entao, se X e Y forem varidveis aleatorias

independentes, teremos P(AN B) = P(A)P(B).

Sejam X eY duas v.a. independentes. Serao independentes, por
exemplo,

i) A={X >a} e B={Y < b}, onde a, b sio constantes;
i) A={X € (—00,a)} e B={Y € (a,)}.
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Teorema

Sejam X e Y duas v.a. independentes (v.a.i.). Quaisquer funcoes
1soladas de X e'Y também serao independentes. Ou seja, sendo
Z=g(X) eW=hn(Y), entao Z e W serao independentes.

Sejam X eY duas v.a. independentes. Serao independentes, por
exemplo,

1) Z=X*eW = (Y —b)/c, onde a, b e c sGao constantes;

i) Z = el X o W = et2¥ , onde t; ety sao constantes.

Observacao

Este teorema € extremamente importante e pode ser generalizado para um nimero maior
de varidveis aleatorias. Por exemplo, se temos varidveis X1, Xo, -+, Xp, entao funcoes de
subconjuntos disjuntos de X1, Xa,- -+, Xy serao independentes, tais como Y1 = g(X1, X2)
(& Y2 = h(Xg,H- ,Xn), n Z 3.
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Independencia Condicional

Uma outra propriedade importante é a Independéncia Condicional
(também chama da de Independéncia Local), necessaria em varias
situagoes para fins de desenvolvimento de métodos de estimacao.

Definigao (Variaveis aleatorias condicionalmente independentes)

a) Seja (X,Y) uma v.a. discreta e Z uma v.a. Diremos que X e Y sdo v.a.’s
condicionlmente independentes em Z se, e somente se, P(x;,y;|zx) = p(xilzk)q(y;l2k)
para quaisquer iej, e cada k. Isto €,

P(X = .:Ci,Y = yj,Z = Zk) = P(X = :ci,Z = Zk)P(Y = yj,Z = Zk)

b) Seja (X,Y) uma v.a continua bidimensional. Diremos que X eY sdo v.a’s
condicionlmente independentes se, e somente se, f(x,y|z) = g(x|2)h(y|z) para todo
(z,y), e cada z.

c) A defini¢ao é similar para o caso em que X e Y sao v.a.’s discretas e Z € uma v.a.
continua: P(x;,y;|z) = p(xi|2)q(y;|z).

d) A generaliza¢do € natural para um numero maior de v.a.’s:

n
P(x1,z2, - ,xnlz) = HP(m,|z)
=1
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Algumas funcoes de variaveis aleatoérias

Seja (X,Y) uma v.a. e Z = H(X,Y) uma funcao de IR*> — IR.
Desejamos obter a distribuicao de probabilidade de Z. Primeiro temos
que observar que Z é uma v.a.

Exemplos de funcoes de v.a.
Z — X —|— Y’ Z — X i Y,
X
Y Y Y
Z = min(X,Y), Z=max(X,Y).
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Duas linhas de producdo fabricam um certo tipo de peca. Suponha que a capacidade (em
qualquer dia) seja 5 pecas na linha I e 3 pegas na linha II. Admita que o numero de pegas
realmente produzidas em qualquer linha seja uma variavel aleatdria, e que (X,Y)
represente a varidvel aleatdria bidimensional que fornece o numero de pecas produzidas
pela linha I e a linha II, respectivamente.

A tabela a seguir d4 a distribui¢do de probabilidade conjunta de (X,Y).

Y\X 0 1 2 3 4 5 Total
0 0 0,01 0,03 0,05 0,07 0,09 0,25

1 0,01 0,02 0,04 0,05 0,06 0,08| | 0,26
2 0,0l 0,03 0,05 0,05 0,05 0,06 | 0,25

3 001 0,02 |004] 006 [006| [005]|]| 024
Total | 0,03 0,08 0,16 021 024 0,28 | 1,00

Assim, p(2,3) = P(X =2,Y = 3) = 0,04 etc. Definindo B= {Mais pecas sdo produzidas
pela linha I que pela linha 11} encontraremos que
P(B)=P(X >Y)=|0,014 0,03+ 0,05+ 0,074 0,09 |+ | 0,044 0,05+ 0,06+ 0,08 |+

0,05+ 0,05+ 0,06 |+ 0,06+ 0,05 |=|0,75 |
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Encontre a distribuicao de probabilidade das seguintes v.a’s:

U = min (X,Y) = menor n° de pegas produzidas pelas duas linhas.
V = max(X,Y) = maior n° de pegas produziadas pelas duas linhas.
W =X +Y = n° total de pecas produzidas pelas duas linhas.

DISTRIB. DE U = Min(X,Y)

U; 0 1 2 3 Total
p(u;) | 0,28 0,30 0,25 0,17 | 1,00

DISTRIB. DE'V = Mdx(X,Y)

Vi 1 2 3 4 5 Total
p(v;) | 0,04 0,16 0,28 0,24 0,28 | 1,00

DISTRIB. DEW =X +Y

w; 1 2 3 4 5 6 7 8 Total
P(w;) | 0,02 0,06 0,13 0,19 0,24 0,19 0,12 0,05 | 1,00
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Soma de Variaveis Aleatorias

Observagao

A soma de varidveis € um dos casos mais importantes para a
Estatistica, pois dela decorrerao as principais propriedades da média
amostral (que € a soma dividida pelo tamanho da amostra), variancia
amostral e muitos outros estimadores. Por simplicidade, tratemos
separadamente os casos discretos e continuo.

Seja (X,Y) uma v.a discreta. Para obtermos a distribuicao da varidvel
Z =X +Y devemos considerar todas as possibilidades para X e Y :

P(Z=2)=Y P(X=kY=z2-k) "2 Y P(X=k)P(Y =2z—k).
k k

Os wvalores k que entrarao na soma sempre dependerao das
distribuicoes de X e de Y.
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Soma de Binomiais Independentes

Sejam X e Y wv.a.i. com distribuicoes Bin(ni,p) e Bin(na,p),
respectivamente. Determinar a distribuicao de Z = X + Y.

Temos que obter P(Z = z). Vale notar que z é um valor inteiro e que a v.a. X sé pode

assumir valores de 0 a ny. Assim, para z =0,1,2,--- ,n1 + n2, temos
ni
P(Z=2) = Y P(X=kPY =2z2-k), comz—k>0=k<z
k=0
z
= S ("Opra-pmEx ([ )prha - pyram o
k z—k
k=0
z mni n9
- e ()
p*(1—p) > )L
k=0
_ (nl ‘:n2>pz(1 o p)n1+n2—z.

Portanto, Z = X + Y ~ Bin(ni1 + na,p). Esse fato é bastente intuitivo, mas por qué?
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Soma, de Poissons Independentes

Sejam X e Y wv.a.i. com distribuicoes Poisson(A\1) e Poisson(As),
respectivamente. Determinar a distribuicao de Z = X +Y.

Temos que obter P(Z = z). Inicialmente devemos notar que z é um valor inteiro e que a

v.a. X s6 pode assumir valores de 0 a z. Assim, para k =0,1,2,--- , 2z, temos
o0
P(Z=2z) = Y P(X=kP{Y =z2-k), comz—k>0=k<z

k=0

B i e MAT e~ 23k

o ] — )
=k (z — k)

z 1

_ —(A1+A2) A2k

e
Z:O kl(n — k)" 172

e—(A1+A2) e_(>‘1+>‘2)()\1 + A2)?

- X (- -

Portanto, a soma de v.a. Poissons também é Poisson, com parametro igual a soma dos
parametros. Esse fato também é bastente intuitivo, mas por qué?
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Soma de Variaveis Aleatorias Continuas

Observacao

De forma similar ao caso de varidveis discretas, a soma de v.a.
continuas pode ser obtida “somando-se”(que neste caso é a integral)
para todos os valores x de X, ou para os valores y de Y .

Resultado

Seja (X,Y) uma v.a continua com f.d.p conjunta fxy e marginais fx
e fy. Para obtermos a distribuicao da varidvel Z = X +Y wusaremos:

o) = [ rov@r-ndet [ @i o

— [ roGownd "t [ - ni e
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Soma de Exponenciais Independentes

Sejam X ~ Exp(A1) e Y ~ Exp(A2), independentes, qual a distribui¢do
de Z=X+Y7?
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Soma de Normais-Padrao [N(0,1)] Independentes

Sejam X ~ N(0,1) eY ~ N(0,1), independentes, qual a distribui¢do
de Z=X+Y7?
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Sejam X ~ N(ui,0?) e Y ~ N(uz,03), independentes, qual a
distribuicao de Z = X +Y ¥
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Procedimento mais geral

No geral, se (X,Y) for uma v.a continua e se Z = H;(X,Y) for uma
fungao continua de (X,Y), entdo Z serd uma v.a continua. Qual a f.d.p
de Z?7 Em alguns casos (soma, diferenga, por exemplo) podemos obté-la
diretamente pelas expressoes apresentadas, mas em outros tem que
haver um procedimento mais geral, que também vale nos casos citados.

Observacao

A solucao € a versao bidimensional da transformacao de varidveis do
caso unidimensional, em que temos uma v.a. X com fdp f(x) e uma
transformada Y = H(X). Entdo, a fdp g de'Y € dada por

g(y) = f(2) |G

dy

@ Se X ~U(0,1), qual a distribuicdo de ¥ =1 — X7
@ Se X ~ U(0,1), qual a distribuicdo de Y = — < In(1 — X)?
@ Se X ~ N(0,1), qual a distribuigdo de Y = —X7?
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Procedimento para obter a fdp de Z = H;(X,Y)

1°) Introduzir uma segunda v.a: W = Hy(X,Y);

2°) Obter a f.d.p conjunta de Z e W (vamos denominar esta conjunta

de K(z,w))
3°) Integra-se a f.d.p conjunta K(z,w) com relacao a W e obtém-se a
f.d.p de Z:
+o0
g9(z) = K(z,w)dw

@ Como escolher a v.a W apropriada?

@ Como encontrar K (z,w) ?

- Deve-se fazer a escolha mais simples para W.

- O Teorema a seguir indica como encontrar K (z,w).
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O Jacobiano da Transformacao

Teorema

Suponha que (X,Y) seja uma varidvel aleatdria continua bidimensional com
f-d.p conjunta f. Sejam Z = H1(X,Y) e W = Ho(X,Y), e admitamos que as
funcoes Hy e Hy satisfacam as sequintes condigoes:

a) As equagoes z = Hi(x,y) e w = Ha(x,y) podem ser univocamente
resolvidas para x e y, em termos de z e w, isto é, x = G1(z,w) e

y = Go (27 w)

b) As derivadas parciais Ox/0z, Ox /0w, 0y/0z e Oy/Ow existem e sdo
continuas.
Nessas circunstancias, a f.d.p conjunta de (Z, W), isto €, k(z,w) € dada
pela sequinte expressao: k(z,w) = f(x,y) |J(z,w)| , onde J(z,w) € o
determinante 2 X 2 :

J(z,w) = ‘

SRR
F
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Caso particular: Funcao SOMA Z =X +Y

Para o caso da funcao soma, Z = X + Y, geralmente escolhemos
W = X. Neste caso teremos

Z = X+4Y N r= w r= Gi(z,w)
W= X y= z—w y= Ga(z,w)
2 L= 0 1
Portanto, J= ‘ gz qu ‘ = ‘ 1 1 ‘ = -1
9z  Ow -

K(va) :f(Gl(zaw)aG2(Z’w)) X ’J| :f(w7 Z_w) X|_1‘ :f(w7 Z_w)

Com isso, a densidade de Z ¢é dada por

+oo “+oo

g9(z) = K(z,w)dw = / f(x,z — x)dz.

— 00 — o0

que é a mesma expressao ja apresentada.
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Soma 2 de Uniformes: distribuicao triangular

Sejam X eY wv.a’s independentes, cada uma tendo distribuicao
Uniforme no intervalo (0,1). Seja Z = X +Y. Encontre a f.d.p de Z.

X~U0,1) = fx(@)=Ipn(x); Y~U®O1) = fry)=Io1(y)

X1y = f(z,y) = fx(@) = IL1)(x) X L0,1)(y)

Z = X+Y r= w I R I R N
{W: X - {y: r—w J“% §_5|_ ‘1 —1|__1
K(z,w) = f(z,y) x|[J|=f(w, z—w) x| =1|=Ig1)(w)lo1)(z —w)

= I,y (W) 14w)(2), pois 0<z-—w<leowlz<1l+w

Precisamos agora integrar com relacdo a w, lembrando que z € (0, 2)

+o0 JEK(z,w)dw ; 0<z<1

— — 0 ’ ’ - B

g(z) = /_oo K(z,w)dw—{ le_lK(z,w)dw; 1<z<2
B Jodw 5 0<z2<1 [ 2 . 0<2<1 1.1
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Aproximacao Numérica: R (LGN /TCL)

# SOMA DE 2 V.A. U(0,1)
n=10"5

X=runif(n); Y=runif(n)

Z=X+Y

z=seq(0,2,.1); z
H=hist(Z,breaks=z,plot=F); H
plot (H$mids,H$density)
fz=1-abs(z-1)

# fz=z*x(z<1)+(2-2)*x(z>1)
lines(z,fz)

# SOMA DE K V.A. U(0,1)

n=10"5; K=3 # Numero de U(0,1) somadas

X=runif (n*K); dim(X)=c(n,K)

Z=rowSums (X)

z=seq(0,K,.1); z

H=hist(Z,breaks=z,plot=F); H

plot (H$mids,H$density)

if (K==2) {fz=1-abs(z-1); lines(z,fz)}
fn=dnorm(z,mean=K/2, sd=sqrt(K/12)); lines(z,fn)
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Suponha-se que estejamos fazendo mira em um alvo circular, de raio unitdrio, que tenha
stdo colocado de modo que seu centro se situe na origem de um sistema de coordenadas
requlares conforme a figura. Admita-se que as coordenadas (X,Y) do ponto de impacto
estejam uniformemente distribuidas sobre o circulo. Isto é, f(x,y) = 1/m, se (x,y) estiver
dentro (ou na circunferéncia) do circulo, f(x,y) =0, se em qualquer outra parte. Obter a
densidade da varidvel aledtoria R, que representa a distancia da origem, ou seja,

R= VX2 1Y

Saida por Cordenadas Polares. Temos que

flz,y) = %IA(w,y), A={(z,y):2®+y* <1}

Devemos encontrar a f.d.p conjunta de ¢ e R.
{R: VvVX24Y? :>{ %Ztgcb :>{33: T COS @

® = arctg(Y/X) z? 4 y? = r? y= rsene = J=r

K((b,’l“) = f(ar;,y)|7“| = f(’I“COS¢, rsen ¢) T = % T = % = K(¢7 T) = %I(O,l) (T)I(O,Qﬂ')(¢)

+o0 27
gy = [ K(¢r)dg = / Tag = Lg
0 s s

— o0

0 T

g(r) =21l 1)(r)
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ALVO CIRCULAR: R=+vX?+Y?

# FUNGAO GENERICA: ALVO CIRCULAR
n=10"5

X=runif(n); Y=runif(n)

R=sqrt (X"2+Y"2) ; MAT=cbind(X,Y,R) ;
A=R<1 # Linhas de (X,Y) com R<1
MAT=MAT[A,]; plot(MAT[,1],MAT[,2])
z=seq(0,1,.1); =z

H=hist (R[A] ,breaks=z,plot=F); H
plot (H$mids,H$density)

fn=2%*z

lines(z,fn)
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Produto de Variaveis Aleatérias Independentes

Teorema

Seja (X,Y) uma v.a continua bidimensional com X eY independentes. Seja
V = XY . Neste caso, a f.d.p de V', digamos p, é dada por:

e v 1
p(v):/_oo g(w)h<a) ‘E| dw.
Demonstracao:
_ _ oz oz
EREEa T P

@ Os valores de v para os quais p(v) > 0 dependem dos (x,y) para os quais f(x,y) > 0.

@ Podemos subdividir a equagao em duas parcelas:
1

/_+°Og<w)h (=)=

oo

0

dw:/OJroog(w)h(%)-édw—/_wg(w)h<§)-édw
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Suponha que temos um circuito no qual tanto a corrente I como a resisténcia
R variem de algum modo aleatorio. Particularmente, suponhamos que I e R
sejam varidveis aleatorias continuas independentes com as com as fdp’s
abairo. Obter a distribuicao de E =1 X R.

2

9(i) = 2ilo1 (@), h(r) = 5Los) (")

p@ = [ awn(E) L= [Tawn ()

— 00 — o0

1 1 2 1
—_dz‘:/ %< . di
7 e

Notando inicialmente que £ = I X R € (0, 3), temos que I(g 3;)(€) = I(c/3,1)(%)

p(e) /e—dz —2[—%1]:%-{—14—2}:%(3—6)

(=2
3

sp(e) = % (3 —e)l(,3)(e)
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PRODUTO DE DUAS V.A.

# PRODUTO DE DUAS V.A.

n=10"6

Ul=runif(n); I=sqrt(U1) # Método da Inversa
U2=runif(n); R=3%U2"(1/3) # Método da Inversa
E=I*R; hist(E)

quantile(E,probs=seq(0,1,.1))

e=seq(0,3,.1); z

H=hist (E,plot=F); H

plot (H$mids,H$density)

fn=2*xe/9%(3-e)

lines(e,fn)
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Uma forma mais geral de geracao de variaveis aleatorias é através de
sua Funcao de Distribuicao Fx(z) = P(X < z) € [0, 1], chamado
Método da Transformacdo Inversa. Gerando Y ~ U(0, 1), e resolvendo
Y = F(X), chegamos a X = F~1(Y) com a distribuicdo desejada.

|

o
Vo)

> y”U(O/,j‘L)//

/
/

o
[0 e}

>
~

o
>

®
(€]

o)
w

o
No

\

N

—

-3 -2 -1 0 1 2 3

[en]

Figura 1: Transformagao Inversa
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Considerando X ~ U (a,b), temos que Fx(x) = (x —a)/(b—a).
Resolvendo y = (x — a)/(b — a) obtemos x = (b — a)y + a. Basta agora
gerar' Y ~ U(0,1) e fazer a transformagao.

Considerando X ~ Exp(\), temos que Fx(z) =1 — e . Resolvendo
y=1—e" obtemos * = —3 In(1 — y). Basta agora gerar Y ~ U(0,1)
e fazer a transformacao. Podemos notar que x € (0,00).

Considerando X com f(x) = 2zl 1y(z) temos que F(x) = x°.

Resolvendo y = z* para x € (0,1), obtemos x = VY-

Considerando X com f(x) = 96_92](073) (x) temos que F(x) = 23/27.
1/3

Resolvendo y = x3/27 para x € (0,3), obtemos x = 3y

Héliton R. Tavares Processos Estocasticos



Quociente de Variaveis Aleatorias Independentes

Teorema

Seja (X,Y) uma varidvel aleatoria bidimensional continua e suponhamos que
X eY sejam independentes. [Portanto, a fdp de (X,Y) pode ser escrita como
f(x,y) = g(x)h(y)/. Seja Z = % Deste modo, a fdp de Z, digamos q, serd
dada por

+ oo

a(z) = / g(vz)h(v)[v]dv

— O

Demonstracao:
Sejam z = x/y e v =y. Portanto, x = vz e y =wv. O jacobiano é

=7

vz

/= 0 1

Dai a fdp conjunta de Z = X/Y e V =Y ser igual a
t(z,v) = g(vz)h(v)|v|

Integrando esta fdp conjunta em relacao a v obtém-se a fdp marginal de Z
procurada.
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Exemplo

Admita-se que X e Y representem a duracdao da vida de duas lampadas
fabricadas por processos diferentes. Suponha-se que X e Y sejam varidveis
aleatdrias independentes, com fdp’s f e g dadas a sequir. Obter a fdp de X/Y .

f@)=e"Io0) (@) e g(y)=2"I000)(y)

Temos que X ~ Fxp(l) e Y ~ Exp(2),com X 1L Y, e Z=X/Y >0.

q(2) :/ e V% 2e Wy dv = 2/ ve?2F2) gy
0 0

Integrando por partes, obtemos:

2
(z+2)?
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QUOCIENTE DE DUAS EXPONENCIAIS

# QUOCIENTE DE DUAS EXPONENCIAIS

n=10"6

X=rexp(n, rate=1)

Y=rexp(n, rate=2)

Z=X/Y; hist(Z) # Vai prozudir valores muito elevados
quantile(Z,probs=seq(0,1,.1)) # avaliando os decis da distribuic&o
nt=round(n*.95); # Vou abandonar os 5% maiores
Z=sort(Z); # Ordenando o vetor

Z=Z[1:nt]; # mantendo os 95% menores
zt=trunc(max(Z)) # Valor maximo truncado
z=seq(0,zt,1); =z

H=hist(Z,plot=F); H

plot (H$mids,H$density)

fn=2/(2+z) "2

lines(z,fn)
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Distribuicao do Minimo e do Maximo

Observagao

Em algumas situacoes prdticas temos interesse em estudar um sistema
formado por vdrios componentes, em série ou paralelo. Se estiverem em série,
o sistema falhard quando o primeiro falhar (minimo), mas se estiver em
paralelo, falhard quando o ultimo falhar (mdximo). Estas distribuicoes sdo
muitas vezes denominadas de Estatisticas de Ordem.

Resultado

Sejam X e Y wv.a’s independentes, com f.d.p’s dadas, respectivamente, por
fi(x) e fa(y), e FD dadas por Fy e Fy. A distribuicdo de M = max(X,Y),
digamos g(m), serd dada por:

| A\

g(m) = fi(m)Fa(m) + fa(m)Fi(m)

Devemos inicialmente observar que se o0 maximo entre um conjunto de niimeros é menor que
m, entao todos os nimeros serao menores que m. Estes argumentos levam ao uso da
Funcao de Distribuicao, e posteriormente a funcao de probabilidade ou densidade.

v
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Demonstracao

Gim) = PM<m)=PMax(X,Y)<m)=P(X<mY <m)

Logo a f.d.p de M serd obtida derivando-se G(m) com relacao a m:

olm) = P9 ) s () + B (m)ESm) = Fu(m) Eom) + o) Fy(m)

g(m) = fi(m)Fa(m) + fo(m)Fi(m)

Observacao

Se X eY, além de independentes tiverama amesma distribuicao de probabilidade, a f.d.p
de M tornam-se:

g(m) = 2f(m)F(m),
onde f(m) = fi(m) = fa(m) e F(m) = F1(m) = Fz2(m).
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Resultado

Sejam X e Y v.a’s independentes, com f.d.p’s dadas, respectivamente, por
fi(x) e fa(y), e F.D. dadas por Fy e Fy. A distribui¢ao de M = min(X,Y),
digamos h(z), serd dada por:

g(m) = f1(2)[1 — F2(2)] + f2(2)[1 — F1(2)]

Devemos inicialmente observar que se o minimo entre um conjunto de nimeros é maior que
z, entao todos os niimeros serao maiores que z. Com base nisso, a F.D. de Z sera:

H(z) = P(Z<z)=PMin(X,Y)<z)=1-—P(Min(X,Y) > 2)
= 1—-PX>2Y>2)=1-P(X>2)P(Y >2)=1—[1— Fi1(2)][1 — F2(2)]
= 1- [1 — FQ(Z) — Fl(z) + Fl(z)Fg(Z)] = Fl(z) + FQ(Z) — Fl(Z)FQ(Z)

v

Derivando, obtemos a densidade,

re) = P S ) b ) - )R () + ()R )
=BG+ BB - AERE - BEAE)

= N[0 = Fa(2)] + f2(2)[1 = Fi(2)]

Observacao

Se X eY twerem a mesma distribuicao de probabilidade, entao:

h(z) = 2f(2)[1 — F(2)], onde f(2) = f1(2) = fa(2) e F(2) = Fi(2) = Fa(2).
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Distribuicoes condicionais

Observacao

Em certas situacoes desejamos obter a distribuicao de uma funcao de
variaveis, dada uma determinada condicao, ou no condicionamento
pode estar uma funcao. Vejamos alguns casos:

@ Dado que um evento ocorreu em determinado tempo ¢, qual a
distribuicao do tempo de ocorréncia?

@ Dado que 50 pessoas entraram em um supermercado, qual a
probabilidade de terem sido 10 homens e 40 mulheres?
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Distribuicoes condicionais: caso Binomial

Exemplo

Sejam X ~ Bin(n,p) e Y ~ Bin(n,p), independentes. Entdo a distribuicdo de X, dado
que X +Y = m é Hipergeométrica, com

() s
)

P(X =kl X+Y =m) =

Ja vimos que X + Y ~ Bin(2n,p). Portanto, para 0 < k < min(n,n) = n,

P(X=k,X+Y=m) PX=kY=m-k)

P(X=k|X+Y =m) =

P(X+Y =n) P(X+Y =m)
P(X =k)P(Y =m — k)
P(X+Y =m)

(MpE( —p)m=F x (" )pm k(1 = p)n—(m=F)
(%)pm(l _p)Qn—m

(&) ()
G
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Distribuicoes condicionais: caso Poisson

Sejam X ~ Poisson(A1) e Y ~ Poisson(As2), independentes. Entdo a

distribuicao de X, dado que X +Y =n € Bin(n, )\1>4‘_1>\2).

J& vimos que X + Y ~ Poisson(A1 + A2). Portanto,

P(IX=kX+Y = PIX=kY=n—-k
PX kX +Y =n) = X X+Y=n) P Y =n—k)

P(X +Y =n) P(X +Y =n)
 P(X=K)PY =n—k) e MN/klxe 2N /(n—k)!
B P(X+Y =n) e a2 (Ag + Ag)m/nl

06 )
N k7 \ A1+ A2 A1+ A2

Sejam X ~ Poisson(\) e Y|(X = z) ~ Bin(x,p). Entado,
a) A distribuicao de Y € Poisson(Ap).
b) A distribuicdo condicional de X|(Y =vy) é Poisson(A(1 —p)).
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Variaveis Aleatdrias n-dimensionais

Observagao

Praticamente todos os conceitos introduzidos para o caso bidimensional
podem ser facilmente estendidos para o caso em que temos vdrias
varidveis em estudo, por i1sso faremos um breve resumo sobre este caso.
Consideremos a varidvel n-dimensional (X1, Xo, -+, Xy)

Definicao

v
8
\
\
\
Q

Seja (X1, Xa, -, Xy) wma varidvel aleatoria n-dimensional continua
tomando todos os valores em alguma regiao IR" do espaco auclidiano.
Uma fungdo f que satisfaca as sequintes condicoes:

) >0 Yz, x) € R

1 .CU1
ii) / /f X1, ,Tp)dry - dry, =1

¢ denominada Funcao Densidade de Probabilidade Conjunta de
(X17X27 e 7Xn)
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Definicao

Sendo C' € IR™, a probabilidade associada a C' € dada por

P(Xy, X, ,Xn)EC):/--~/f(sc1,--- , Tp)dxy - - dTy,.
C

As distribuicoes marginais ou de um subconjunto das varidveis em
(X1, Xo,- -+, X},) podem ser obtidas integrando-se com rela¢do as
demais. Por exemplo, para dimensao n = 3, a marginal de X1 e a
conjunta de Xo e X3 sao dadas por

fuley) = / / F(21, w2, 23)dwadas

fas3(z2, z3) Z/f(fb1,332,333)d331
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Método do jacobiano para o caso n-dimensional

Teorema

Suponha que X = (X1, Xs, -+, X,,) seja uma varidvel aleatdria continua
n-dimensional com f.d.p conjunta f. Sejam Z; = H;(X), e admitamos que as
funcoes H; satisfacam as sequintes condicoes:

a) As equagoes z = H;(x) podem ser univocamente resolvidas para x em
termos de z, isto €, x; = G;(z)
b) As derivadas parciais 0x;/0z;, eristem e sao continuas.

Nessas circunstancias, a f.d.p conjunta de Z, isto €, k(z) € dada pela
sequinte expressao: k(z) = f(x) |J(z)| , onde J(.) € o determinante n xn :

ox; ... Oz
0z1 ow
% . g_y
Jz)=| T . v
9y 9y
0z ow
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Eisperanca Condicional

Em muitas situagdes estamos interessados em determinadas caracteristicas (distribuigao,
média etc.) de uma varidvel, sujeita a determinada condi¢do. Neste caso passamos a
trabalhar com distribuicoes condicionais, fixada uma outra variavel.

Definicao

|

a) Se (X,Y) for uma varidvel aleatoria continua bidimensional, definiremos
o valor esperado condictonal de X, dado Y =1y, como

+o00 e
E(Xy) = / rg(ely)dz,  E(Y]z) = / yh(yle)dy

— o0 — o0

b) Se (X,Y) for uma v.a discreta bidimensional, definiremos o valor
esperado condicional de X, dado Y = y;, como

E(X|y;) me waly;),  E(Y|w) = yp(y;lz:)

Observacgao:
@ E(X|Y) é uma fungao de Y, logo é uma v.a. E(X|Y) = H1(Y)
© E(Y|X) é uma fungao de X, logo é uma v.a. E(Y|X) = Ha(X)
© Como E(X|Y) e E(Y|X) sao v.a’s, terd sentido falarmos em seu valor esperado.
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Esperanca de H{(Y) e Ho(X)

Teorema

Seja (X,Y) for uma varidvel aleatoria uma varidvel aleatoria qualquer.
Temos que

E(E(X]Y)) = E(X)
E(E(Y|X)) = E(Y) ]
Demostracao: (p/ caso continuo)
+ 00 +oo T +OO
E(Xly) :/_ wg(xly)dwz/_ :vf,i(y)y) y)/ (z,y)d

Portanto,

o) = [ B [ B> | et is] nwdy

o o0
—+ o0 “+ o0 —+ o0 —+ o0
= / / zf(z,y)dzdy :/ / zf(z,y)dydr =
— OO oo — 0 — 0
oo

[ ] e [ saie =
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Variancia Condicional

Teorema

Var(X) = E[Var(X|Y)]+ Var[E(X|Y)]
Var(Y) = E[Var(Y|X)]+ Var[E(Y|X)]

Exemplo

Adimata que um inseto ponha ovos sequndo uma distribuicao de Poisson de
parametro 4 e que a probabilidade de que um ovo dé origem a um movo inseto
seja 0,6. Admitimos que os ovos produzam novos insetos de maneira
independente, encontre o numero esperado de novos insetos.

X = n° de ovos produzidos pelo inseto: X ~ P(4). Logo: E(X) = Var(X) =4
Y = n° de novos insetos gerados: E(Y) =7
Y[(X =x) ~ Bin(z;0,6) = EY|z)=0,6c = FEY|X)=0,6X
— E(Y)=FEEY|X)) =FE0,6X)=0,6x E(X)=0,6x4=24.

— Var(Y) = E(0,24X) + Var(0,6X) = 0,96 + 1,44 = 2, 4.
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CODIGO R

# ESPERANGCA E VARIANCIA CONDICIONAIS
n=10"6

X=rpois(n,4)

Y.X=rep(0,n)

for (i in 1:n) Y.X[il=rbinom(1,X[i], .6)
mean(Y.X)

var(Y.X)
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Suponha-se que a varidvel aleatoria bidimensional (X,Y) seja

uniformemente distribuida sobre a regiao triangular a sequir. Obter
E(X|Y) e E(Y|X)

T={(z,y)|0 <z <y<1}.

Temos que
f(xay) — QIT('CC?y)
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Coeficientes de Covariancia e Correlacao

Observacao

A principal medida de o quanto duas varidveis estao relacionadas € o coeficiente de
covariancia. No entanto, sua ordem de grandeza depende da unidade de medida das
varidveis. Para contornar este problema, costuma-se adotar o coeficiente de correlacao que
é a normalizagao da covaridncia, restringindo-se ao intervalo [-1,1].

Definicao

Seja (X,Y) wma v.a. bidimensional com médias px e py, respectivamente. Definiremos o
Coeficiente de Covaridincia Cov(X,Y) entre X eY (as vezes representado por oxy ) por

Cou(X,Y) = B[(X — ux)(Y — py) = B(XY) — B(X)B(Y)]

Demostracgao:

Cou(X,Y) = E{[X - EX)]Y - EY)]}
= E[XY - XE(Y)-YEX) - EX)EY)]
= E(XY)- EX)E(Y) - E(Y)E(X)+ E(X)E(Y)
= E(XY) - EX)E(Y).
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@ Temos que Cov(X,X) = Var(X)
@ E que Cov(X,Y) = Couv(Y, X).

Definicao

Seja (X,Y) uma v.a. bidimensional com médias px e py e desvios-padréo ox e oy,
respectivamente. Definiremos o Coeficiente de Correlacao (Linear) entre X e Y, por

_ Cov(X,Y)

OXO0y

Y

@ Se X e Y forem independentes, entao pxy = 0.
@ A reciproca nao é verdadeira, i.é., pxy = 0 nao implica em independéncia.
© o = 0 significa que X e Y sdo nao correlacionadas, linearmente.

@ Quando nao houver confusao, podemos representé-lo apenas por p.
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Distribuicao Multinomial

Definicao
Suponha que existam k resultados possiveis para um experimento: A1, Aa,..., Ar. Seja
pi = P(A;), i=1,--- k. Assim, devemos ter Zlepi = 1. Suponha que repetimos o
experimentos n vezes independentemente. Seja X; o n° de vezes que ocorre o resultado
A;,1=1,2,--- k. Entao, a f.p. conjunta das v.a’s X1,---, X € dada por:
n' 1, L2 L
P(X1=z1, Xo=x2, -, X =x1) = R I
xllle 0 C -:Bk!
_ k _
comx; =0,1,...,n, i—1 Ti = M.

| A

Observacao

@ Cada v.a. X; tem distribuicdo binomial, ou seja, X; ~ Binomial(n,p;)
@ E(X;)=np;, e Var(X;)=np;(1—p;), i=1,...,k.

DiP;
® Cou(X;, X;) = —npip; € pij = _\/(1 0 =57)
7 J

@ As X;’s nao sao independentes.
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Propriedades

Se X LY entao:
o BE(XY)=FEX)E(Y

)
o E(hi(X)ha(Y)) = E(h1(X))E(h2(Y)).
Exemplo, E(X?Y?) = E(X?)E(Y?)

o Var(XY) =Var(X)Var(Y) + o5 uy + obpx + pips — px iy

v

e Se ux = py = 0 teremos que Var(XY) = Var(X)V(Y)
e Se ux # 0 e/ou puy # 0 teremos Var(XY) # Var(X)Var(Y)
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Propriedades

# PROPRIDADES: ESPERANCA E VARIANCIA
n=10"6

X=rnorm(n,mean=0, sd=1); mean(X); sd(X)
Y=rnorm(n,mean=0, sd=2); mean(Y); sd(Y)
Z=XxY

mean (Z) ; sd(Z)

X=rnorm(n,mean=1, sd=1); mean(X); sd(X)
Y=rnorm(n,mean=2, sd=2); mean(Y); sd(Y)
Z=XxY

mean(Z); sd(Z)

X=rnorm(n,mean=0, sd=1); mean(X); sd(X)
Y=rnorm(n,mean=1, sd=2); mean(Y); sd(Y)
Z=X*Y

mean(Z); sd(Z)
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Distribuicao Normal Bidimensional

Definicao

Seja (X,Y) uma varidvel aleatéria continua, bidimensional, tomando todos os valores no
plano euclidiano. Diremos que (X)Y) tem uma distribuicdo normal bidimensional se sua

fdp conjunta for dada pela sequinte espressao

flzy)= expd — . e\ g, Bt Yt | (Yt
2mox 0y / 1—p2 2(1—p?) Ox Ox Oy ey
—ocKx<oo ,  —Oooy<o0
_4
Normal bivariada
/ ’// y /4
W
Ifl:;‘ II_:L:; 8 | //
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Teorema

Suponha-se que (X,Y) tenha fdp como a dada pela equacao acima. Entdo, nesse caso:

a) As distribuicées marginais de X e Y sdo N(ux,02) e N(uy,02), respectivamente.
b) O parametro p € o coeficiente de correlagdo entre X e Y.

c) As distribuigcoes condicionais de X (dado que Y =y) e de Y (dado que X = x)
serao, respectivamente:

Ox
Nt pZ=m) o o2a-p)|.
. 2 2
N|:.U’Y+p0__(x_:u’i’) ) Uy(l_p )]

Observacao

@ A reciproca de a) no Teorema ndo vale.

@ Se p=0, entdo X e Y sdo independentes. Isto sé vale na distribuicdo Normal
bidimensional.
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Distribuicao Normal n-dimensional

Definicao

Seja X = (X1, Xo, -+, X,) uma varidvel aleatoria continua, n-dimensional,
tomando todos os valores no espaco euclidiano. Diremos que X tem uma
distribuicao normal n-dimensional ou multivariada se sua fdp conjunta for
dada pela sequinte espressao

1 1 Is—1
xT) = e —— (e — )X (x— , x € IR"™,
@) = G e | 3@ W= e - )|
onde p = (p1,- -+ , 1) € 0 vetor das médias das X;, i =1,--- ,n.

o} o012 013 - Ol
021 0% 023 - O2n

> = ,
P
Onl1 On2 0On3 o,

onde 02 = Var(X;) e oij ¢ a Cov(X;, X;) = pijo;0;. Ainda, |X| representa o
determinante de X e X! é a inversa de 3.
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Teorema

Suponha-se que X tenha fdp como a dada pela equacao acima. Entao,

a) A distribuicio marginal de X;, i = 1,--- ,n, é N(u;,02).

b) O parametro p;; € o coeficiente de correlagdo entre X; e X;.
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Exercicios

Exercicio
Uma variavel aleatoria X seque uma distribuicao uniforme no intervalo
[0,1]. A distribuicdao condicional Y |(X = x) seque uma distribuicao

binomial com parametros n =6 e p = x. Obtenha o valor esperado e a

variancia de Y . )

Sejam X1, Xo, X3 varidveis aleatorias independentes, todas com média
500 e variancia 100. Obtenha o valor esperado e a variancia de
Z = (X1 —2X9 + X3)/4.
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Exercicios

Exercicio

Sejam X e Y duas varidveis aleatorias independentes, correspondendo
as medicoes realizadas por dois diferentes operadores. Essas varidveis
aleatorias possuem a mesma média , mas as variancias sao diferentes,
ag( e 032/, respectivamente. Deseja-se calcular uma média ponderada
dessas duas medicoes, ou seja, Z = kX + (1 — k)Y . Qual o valor de
k € (0,1) que torna minima a variancia de Z?

Sejam X eY wv.a. independentes com distribuicao Exponencial de
parametro comum X. Obtenha a funcao de probabilidade de
Z =2X+Y.
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Exercicios

Exercicio

Sejam X1 e X9 v.a.’s independentes, cada uma tendo distribuicao
exponencial com parametros aq e o, respectivamente.
a) Mostre que a v.a. M = min(Xy, Xa) tem distribuicao exponencial

com parametro aq + as.
b) Calcule P(X; < X32).

Exercicio

Sejam X eY a duracao da vida de dois dispositivos eletronicos.
Suponha-se que sua f.d.p conjunta seja dada pela funcao abaizo.
Verifigue se Xe Y sao independentes.

1
f(l',y) — _6_(2$+y) ; X 2 07 Yy Z 0.
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Exercicios

Determine a distribuicdo da Varidvel Z = min(X,Y) quando X e Y
sao v.a. independentes, ambas com distribuicao Geométrica de
parametro p.

Exercicio

Suponha que a varidvel aleatoria (X,Y) tenha f.d.p conjunta dada por:

4e—(22+2Y) 4> 0.9y > 0
flz,y) = {
0, c.c.

a) Calcule PO< X <2, 0<Y <3)
b) Desenhe a regiago B ={X >2Y} = {(z,y) : x > 2y}
c) Calcule P(X > 2Y)
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