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O problema dos aniversarios

Se vocé selecionar 23 pessoas ao
acaso,a “probabi | idde” deque
pelo menos duas delas facam
aniversario na mesma data ja é
superior a 50%; com 30 pessoas
é cerca de 70%; com 40, 90%;
com 50, 97% e com 60, 99%.

Ver também...
Problema dos encontros
Problema das 3 portas

Tamanho da amostra

Em uma grande populacao,
para estimar um determinado
percentual P, o resultado
obtido de wuma amostra
aleatéria de cerca de 400
observacbes deve diferir de P
por até 5% [*]; com 800, 3,5%;
com 1100, 3%; com 1500,
2,5%; e com 2400, 2%. [*] Em
apenas 5% das pesquisa a
diferenca deve ser superior a
citada.

Teorema Central do
Limite

Se tomarmos  amostras
aleatérias de tamanho n de
uma variavel “qualquer” com
média u e desvio-padrdo o,
entao para valores grandes de
n teremos que distribuicao da
média amostral se aproxima
de uma distribuicdo normal
com média p e desvio padrao
%‘/\/%' Ou seja, cada vez mais
concentrada em torno de .
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Preécio

A ickia de escrever um texto introdubrio sobre a Teoria da Probabilidade com aspectos com-
putacionais surgiu da necessidade de criar uma proximidadmaior dos alunos de graduacao com
rotinas de programeacao, usando processos de simulacgara entender \arios conceitoss de Proba-
bilidade e Estatstica.

Embora a vontade seja de comecar com linguagens mais avaedas, como em Ox, R, SPSS,
SAS, por exemplo, nada mais natural do que usar algo que pratamente todos os computadores
com sistema windows a t8m instalado, o Excel, e sua lingugem subjacente, o Visual Basic for
Applications (VBA). Assim trabalhamos o uso da Planilha e a Programecao conjuntamente.

A maior preocupacao foi a de escrever um texto que pudesserautilizado nao 9 pelos estatsticos,
mas tamkem por interessados de outrasareas. Por conta dso o materiale realmente introdubrio,
de forma que ha muitos outros materiais disponveis com maor formalismo matenatico. Procu-
ramos detalhar apenas os pontos que achamos mais interestsmpara um texto introdubrio e
fornecer o maior rumero possvel de referéncias bibliog cas que cobrissem o0s outros pontos.

De forma a suprir de material necessario para o desenvolviento da teoria e exerccios, 0 primeiro
captulo apresenta diversos resultados de matenatica lasica. Sugestoees e reclamacoees serao sempre
bem-vindas de forma a melhorar continuamente estas notas daula. Este material, bem como
as macros desenvolvidas, estao disponibilizados emww.helitontavares.com Sua atualizacao esta
sendo contnua, e ainda esh em fase inicial de preparaae, certamente com muitas imperfecoees. E
gue que registrada a colaboracao de \arios alunos de Grduacao e Pos-Graduacao.

Julho 2018

Heliton Ribeiro Tavares
Maria Regina Madruga Tavares
Paulo Cerqueira dos Santos duinior
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Captulo 1

Introdwcao

1.1 A hisbria da Probabilidade
1.2 A relacao com a Matenatica e Computacao
1.3 A base para a Estatstica

1.4 Interconexees com outrasareas






Captulo 1

Matenatica Bsica

Neste captulo sao apresentadas algumas expressees quederao ser usadas nos captulos subse-
guentes. Talvez alguns ainda nao sejam de domnio de estadtes em incio de graduacao, mas sao
de relativa facilidade, de forma que podem ser rapidamentelbsorvdos. O captulo tem por objetivo
ser de consulta apida, podendo ser dispensado em uma prinra leitura, mas sugere-se um passar
de olhos para um breve conhecimento do seu conteudo.

1.1 Constantes importantes

Abaixo as principais constantes usadas aarea de Estatsta.

3;14159265358979323846264338327950288419716939937 (1.1)

n

. 1
e = 2,;718281828459045235360287% rI]|'r1n 1+ o (1.2)
= 0,;577215664901532860606512= Constante de Euler (1.3)
. 1 1 1
= rI]|!r1n 1+§+§+'"+ﬁ Inn (1.4)
— 1
P > = 1,772453850905516027298167onde e a furcao gama) (1.5)

1.2 Fracao e poténcias
(@) a"*™m = a"am

(b) (am)™ = a™

(c)a "=1=a"

R

d) a"= "a

1.3 Furcao Exponencial (  exp)

(@) x = X =n(e)
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(b) (€)= €, onde ce uma constante.
(c) e**b= e ¢€P ondea ebsao constantes quaisquer.

(d) e P= 2—2 onde a e b sao constantes quaisquer.
1.4 Furcao Logaritmo ( In ou log)

a) log(x®) = clogx 6 (log x)°¢
b)logy =loga logb
c)log(a b)=log a+log b6 log(a+ b

1.5 Somabvrios

Frequentemente precisamos representar eries e sequése em uma notecao mais sinetica. Por

exemplo, considerandox;;i = 1; ;n; os termos de uma, progressao aritmetica ou geonetrica,
entao a soma destes termos sem representada pelo smiwol , em que o primeiro eultimo termos

serao colocados abaixo e acima do smbolo, resultando em:

X1+ Xo+ + Xp = Xj:

Costuma-se adotar as letrasi;j;k e | nos somabrios, mas outras letras tamtem podem ser
encontradas com menor frequéncia. Ainda, quando temos umsoma dupla (emi ej, p,}erexempIo)

costuma-sepoupar notecao adotando-se apenas um smbolo de somabrio, owseja, XiXj =
P o
XiXj .
N P
Obs: sefxnhgn 1€ uma sequéncia, entao a soma innitax; + Xp + + Xp + = i1=1 Xj e

chamada de&rie .
Propriedades: sejac uma constante qualquer
P _ P
(@ c = nc. Caso especialn = 1.
i=1 i=1
P

P
(b) CXj = C  Xj
i=1 i=1

P P
(©  (c+Xx)=nc+ X
i=1 i=1
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P P
(d) . Xi+yi)=  Xi+

i i=1 i=1

P
Xj
(e) i=1 — X1+ Xo+ +Xp
P " 7 yitys+ +yn
Yi
i=1

(f) p&:ﬂ+&+ + Xn
Yi Y1 Y2 Yn

(@  Xi¥i = Xay1+ X2Y2+  + Xn¥n

(hy — xi yi =(Xa+xe+  +Xn) (Ya+y2+

1.6 Produbrios

De forma similar ao :isma'orio, 0 produto dos termos de uma sguéncia x1; X2;

sentada pelo smbolo ", resultando em

Y
X1 X2 Xn = Xi:
i=1
Propriedades:
(@) @ c=c"
i=1
(b) @ cxp=c" 7 X
i=1 i=1
C
© Sxe= %x
i=1 =1
Q _
d) ~(xi+ty)=(x1+y1) (X2+Yy2) (Xn + Yn)
i=1
Q Q
e ~xi+ "yi=(x1 X2 Xn)+(y1 VY2 Yn)
i=1 i=1
Q i 0
O % = s 3

Yi i=1

1

» Xn Ser repre-

Introdwcaoa Probabilidade 2018
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1.7 Miscelénea

i)

Pn
(@ - ei=er e ek = g [ X

)

P
(b) gCXi = € X

1
=

LE]

P
() ~ cei=cle =X

1
ey

]

P
(d) gotXi = ght + L Xi

1
fuy

P P
(e) Q etityi = g o Xit (g i
i=1
0  clogix)= & ¥ logix) = log(x?)
i=1 i=1 i=1
P
(9) log Xi = log(xi)
i=1 i=1
IS
Exerccio 1.7.1. Escreva a soma aj com os smbolos invertidos, primeiro o e depois o
i=1 j=i
i (note que sej i, entao na nova ordem teremos

1.8 Contagem

Sejan 2 N . De ne-se ofatorial de n por

I) Permutacao: o umero de maneiras de ordenarn objetos distintose n!.

I1) Arranjo: o rumero de maneiras de escolherk objetos distintos dentre n possveis, importando-

se a ordem,eA(n;k) = .

[I1) Combinacao de n, k ak: Chi = Wlk)' e representa-se por .

IV) Formula Binomial para n Positivo Inteiro: Estae a chamada Formula Binomial. Ela p ode ser

estendida para outros valores den sendo, entao, uma <rie in nita.

Introdwc-aoa Probabilidade
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1.8 Contagem

(X+ y)n = Xn + an 1y+ %Xn 2y2+ Wnn 3y3+ s yn

Que tamkem pode ser escrita da seguinte forma:

(x+y)"=x"+ ]

n 1 n yn 2,2 ngyn 3,3 .- n ,,n
1X y+2x y+3x y+...+ny

onde os coe cientes, chamados coe cientes binomiais, s@ados por

E — n(n 1)(n lf!):::(n k+1) — k!(nn!k)! — nnk o k 0 naturais
Propriedades:
(@ 0'=1
) §=7=5=1
() Chk =0sen<k
(d) Chk = Can k, Ouseja, p = ",
© ¢+ = R
0 5+ 7+ 5 +ume =2
(g) 2+ nJrrll + n;Z + ot n;k — n;l:irl
(h) r(;+ nzl + n;Z + ot nEk - n+||:+1
() 5+ 1%+ 5w me 102 0
G 3o T+ 5 +m+( DD =0
kK1 7 +2 5 +3 5 +m+n p=n 201
M1 7 2 5 +3 FJ+um+( D™ np =0
my g+ 5+ 5 +m=17+ 0+ 1 +m=2n1
() B h e TNy e 0=
Formula Multinomial
P . n
(B) (xa+ Xz + 4 Xp)" = G X7t x52 Xp®

ondeny;ny;:::; Ny SAO inteiros nao negativos tais quai + N+ i+ Np=nea
0Ss N;

(6) (a+ b+ c)2=a’+ b+ c?+2ab+2ac+2bc

e sobre todos
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1.9 Triangulo de Pascal

a P wWwNEFEO
= O 0O PO WO NO RO O
SO WN R O
R R R RPRR
- o] w o e

+
) B
H

B NS R N A
I
JEICIEE

= N O AN WY N

WO W
[

A expressao recursiva kasica para montagem do triangulole Pascale dada por

n n _ n+l1

kK 7 ok+1 T k+1 (1.6)
1.10 Furcees Polinomiais
As expressoes abaixo, do tipox(+ y)", podem ser genericamente escritas como
X
(x+y= Ky (1.7)

k=0
Alguns casos patrticulares sao:

i) (x+y)? = x?+2xy + y?

i) (x y)2=x2 2xy+y?

i) (x+y)3=x3+3x2%y+3xy2+ys

iv) (x y)®=x3 3x%y+3xy? 3

V) (x+ y)4 = x4 +4x3y +6x%y% +4xy3 + y4

vi) (x  y)*=x* 4x3y+6x%y?%  Axy3+ yt
Alguns casos especiais sao:

i) X2 y*=(x y)(x+y)

i) x> y3=(x y)(x*+xy+y?)

i) X3+ y3=(x+y)(x* xy+y?)

iv) x* yt=(x y)(x+ y)(x*+ y?)

v) x> yS=(x y)(x*+ X3y + x%y?2+ xy3+ yd)

Introdwc-aoa Probabilidade 2018 Notas de aulas



1.11 Tecnicas de Demonstraao 11

Generalizacees destas expressees sao dadas por:

i) X2y = (X y) (X y) (X" xT L xM 2y xM 3y24 o (x Ly + x 3y2 o)
=(x y)(x+y) x2 2xycos-+y? x2 2xycosZ +y? i x2 2xy cos" L+ y2
i) x2"+ y2" = x2+2xy cosy + Y2 x2+2xy cosa + y? i X2+ 23Xy COS(2n 1) 2
i) X2y = (x y) (kX2 ly X2 224 e y2n) = (X y) X2 2Xy COS2p + Y2

2

2 4 2 e 2
XS 2XY COSypp + Y° I X° 22Xy c052n+1 y

iv) X211 4 y20+l = (x4 y)(x21 x20 ly+ x20 2y2 idy2n) = (X+Y) X2+ 2XY COSyep + Y2

X2 42Xy COSyr + Y2 11 X2 +2Xy COS2An- + Y2

Multinomial

Uma generalizecao da expressao (1.7)e dada por

n _ X n! niyn2 Np.
(Xe+ X2+  +Xp)' = — X1 X2 Xp";
. nh1ino! Np:
nin2; Np
- Py
ondens; ny; ;Np sAo inteiros nao negativos tais que {_; nj = n. Para n = 2, temos
s
xP X xP ) XX
Xji = XiXj = X{+2 XiXj (1.8)
i=1 i i=1 i=1 i<j

1.11 Tecnicas de Demonstraao

Um teoremae uma proposcao do tipo: "SeH, entao T", a qual prova-se ser verdadeira sempre,
ou seja, que: 'H implica T". As proposcees H' e 'T' sao denominadaHiptese e Tese, respecti-
vamente.

E usual denominar corolrio a um teorema que e uma consequéncia quase direta de um outro
f demonstrado (ou seja, cuja provae trivial ou imediata) . Adicionalmente, um teorema auxiliar
gue possui um resultado importante para a prova de um outro eusualmente denominadolema.
Teoremas sao fundamentais em Matenatica, Estatstica,dentre outras. Por exemplo, um teorema
permite veri car se uma determinada a rmacaoe correta. Sob este ponto de vista, um teorema pode
ser visto como um algortmo que, prova-se, sempre funcionaAntes de iniciar uma demonstracao,
e fundamental identi car claramente a hiptese H e a teseT. Por exemplo, considere o seguinte
teorema: Oe ounico elemento neutro da adcao no conjunb dos rumeros naturais. Uma reescrita,
identi cando claramente a hiptese e a tese,e como seguese Oe elemento neutro da adcao no
conjunto dos rumeros naturais, entao 0 e o unico elemenb neutro da adcao no conjunto dos
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rumeros naturais. E importante observar que, na demonstracao de que, de fatoH implica T, a
hipptese e suposta verdadeira. Consequéntemente, a hippese nao deve ser demonstrada. De fato,
todas as teorias possuem um conjunto de premissas (hiptes) que sao supostas verdadeiras e sobre
as guais todo o raciocnioe construdo. A teoria dos conjuntose baseada em uma premissa quee a
nacao de elemento, a quale simplesmente suposta. A popa Estatsticae construda sobre \arias
premissas, a partir das quais demonstra-se todos os resuttas adotados na patica.

1.11.1 Demonstracao Exaustiva

A conjectura pode ser provada veri cando-se que elae verdadeira para todos os elementos da
colecao. Para provar a falsidade da conjectura, basta a@r um contra-exemplo.

Exemplo 3: Prove a conjectura: Para todo inteiro positivon; n!  n2. Solwao: A conjecturae
falsa pois naoe verdade para todm:e falsa para n = 4.

1.11.2 Demontracao Direta

A demontrecao direta de uma sentercaH =) T funciona da seguinte forma: assuma que o ante-
cedenteH e verdade e deduza a conclusao (ou consequente).

1.11.3 Demonstracao por Contrapostao

A senterca condicionalH =) T pode ser provada mostrando-se que a sua contrapositivae wéa-
deira: T =) H . Em suma, seH implica T, entao 'NaoT' implica 'Nao H'.

1.11.4 Demonstracao por Absurdo

Para demonstrar T, assumimosT e mostramos que isso leva a uma contradcao. Combl\ !F e
verdadeira, concluimos queH e falsa e portanto que pe verdadeira. De outra forma, para povar
H =) T , basta mostrar ..., pois (g!'F)!(p'g)e uma tautologia.

1.11.5 Demonstraao por Indwcao (Finita)

Tamlkem conhecida por Inducao Matematica ou princpio da Indwcao, essae uma ecnica largamente

aplicada. Por exemplo, algumas vezes nos defrontamos comranacees envolvendo 0s rumeros
naturais e a questao que surgee: sel tal a rmacao verddeira sempre, ou seja, vale para qualquer
rumero natural n=1;2;3; ? Exemplos de a rmacees sao validades de brmulas, taisomo:

i) A soma dosn primeiros rumeros naturaise n(n + 1) =2, ou seja:

nn+1)

1+2+3+ +n=
2

i) A soma dos n primeiros rumeros mparese n?:

1+3+5+ +(2n 1)=n?
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1.11 Tecnicas de Demonstraao 13

jii) O trinébmio P(n) = n?+ n + 41, produz como resultado um rumero primo.

E claro que para responderas questees colocadas pelos plemas nao basta \testar'a veraci-
dade das \brmulas"substituindo valores espec cos para n. Por mais que as igualdades ganhem
credibilidade, nunca poderemos garantir sua validade paralgum valor de n que nao tenha sido
testado!

Quando uma propostcaoe enunciada em termos de rumeros aturais, 0 Princpio de indwcao
nita constitui um e ciente instrumento para demonstrar a p roposcao no caso geral. Na patica,
o netodo pode ser entendido por um artifcio muito simples. Vamos supor gue temos uma srie de
pecas do domiro colocados em la, que comeca por um deles prossegue inde nidamente. Nosso
objetivoe: empurrando apenas uma peca do domirp, garanir que todas caiam. Como derrubar
todas as pecas?

Para isso, basta nos assegurarmos de que: 1) A primeira petai; 2) As pecas estao dispostas de
tal modo que qualquer uma delas, toda vez que cai, automaticaente, empurra a peca seguinte e a
faz cair tamkem. Assim, mesmo que a la se estenda inde nidanente, podemos a rmar que todas
as pecas cairao.

O sucesso desse netodo depende da demonstracao de duaspeats:

Etapa 1 ) A propostcaoe \alida para o primeiro termo ( n = 1).

Etapa 2 ) Se a proposcaoe \alida para o nesimo termo (n = k), entao ela tamkeme \alida para o
caso seguinte it = k +1).

Se ambas as partes forem verdadeiras, podemos armar que aguoscao e \alida para todo
inteiro positivo n.

Exemplo 1.1. Provar que seS, =1+3+5+ ::+(2n 1), entao, Sy = n2.

Etapa 1 : A brmula vale para n = 1. De fato, S; =12 = 1.
Etapa 2 : Como Sp4+1 = a1+ ax + + an+1 = Sp + an+1, temos que

Sps1 = N?+[2(n+1) 1]=n?+2n+1=(n+1)%

Exerccio 1.11.1.  Vericar a validades das proposcees:

P
) Sn= Qg k=MD
P

i) S

n k2 — n(n+1)(2 n+1)
k=1 - 6

i
i) S, = nney) - ?

|
™2
-
=~
w
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iv) Sp=
V) an =

vi) Ina"

=]

vii) (a+ "= |

P
viii) S, =

ix) (1+r)"

Exerccio 1.11.2.

Py K4 = n(n+1)(2 n+1)( n? )
k=1 - 30

gqn+l 1 . .
3 € Inteiro e mpar.

= nlnaparatodoa>0en2N

n n —
k=0 4" =

1 qn+1

1q

n ke k
k=t g &b

1+rn; 8> 0O:

i) 2+4+6+ +2n

i) 3+8+13+ +(5Bn 2)

1.12 Trigonometria

Encontrar a expressacsS, para as seguintes somas:

De ncao de Furcees Trigononetricas para um tridangulo ret

sinA = a- 7Ia_do 0posto (2.9)
¢ hipotenusa
b lado adj t
CosA = - = 0 afjacene (1.10)
c hipotenusa
a lado oposto
tanA = - = ———— 1.11
an ¢ lado adacente ( )
b _ lado adjcent
COtgA = -—= chene (1_12)
a lado oposto
c hipotenusa
= ‘. bbbl 1.1
Sech b lado adjacente (1.13)
hi
cose@d ¢ _ hipotenusa (1.14)
a lado oposto
A
V4
4
Z
4
b z zC
z
Z
‘7
-
C a B
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Relaoes entre as Furcees Trigononetricas

i) tan A = ShA

COsSA
i — 1 _ cosA
”) COtgA ~ tanA T SinA
iii ) secA = Lo

iv) cosed = ;&
v) sin?A +cos?A =1
vi) seA tan?A=1

vii) coseéA cotg?A =1

Furcees de Angulos Negativos

i) sec( A)= sin(A)
i) cos( A)=cos(A)
i) tan( A)= tan(A)
iv) cosec( A)= cosech)
v) sec( A)=sec(A)

vi) cotg( A)= cotg(A)

Formulas de Adcao

i) sin(A B)=sin AcosB cosAsinB
i) cos(A B)=cosAcosB sinAsinB

iii ) tan(A B)= fanA_tanB

rmulas de  Angulos Duplos
i) sin 2A =2 sinA cosA
i) cos A =cos’?A serPA=1 2 siPA=2 cofA

iii ) tan 2A = ;ZE0AL

Introdwcaoa Probabilidade 2018

Notas de aulas



16

Matematica Basica

Soma, Difererca e Produto de Furcees Trigononetricas

i) sihA+sinB =2sin 3(A+ B)cos3(A B)

i) sihA sinB =2cos3(A+ B)sin3(A B)

iii ) cosA +cosB =2cos3(A+ B)cos3(A B)

iv) cosA cosB =2sin (A+ B)sin3(B A)

V) sin A sinB

i[cosda B) cos@A+ B)]

vi) cosAcosB = Z[cos(A B)+cos(A+ B)]

vii) sin A cosB

s[sin(A  B)+sin (A + B)]

1.13 Limites

1.14 Derivadas

Regras Gerais de Diferenciaao

Nas expressoes seguintes, v, w sao furcees de; a, ¢, n sao constantes.

i) L0 =0

i) d(ex)=c

i ) &(cx") = nex" 1

iv) $u v w =

d — dv du
V) &(uv) = Ug + Vg

Vi) %(%): v(du=dx) u(dv=dx)

v2

vii) ") = nu g
viii ) -4 (senu) = cosudv
dx - dx

Introdwc-aoa Probabilidade
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ix) d(cosy= senuds

x) S(tgu)= seCudy

1du

&y d _
Xi) &Inu— 3

xi) a¥=a'lnad!
xii ) et =elgd

Derivadas Superiores

A segunda, terceira e as derivadas superiores sao de nidds seguinte forma:

i) Segunda Derivada = %37 = 32732’ = fOQx) = y00

. . . _ dd¥y _ d®y _ ¢o0 — ,,000
ii) Terceira Derivada = 3% = ¥ = %)=y

iii ) Eresima Derivada = dign Y = 323’ = f(M(x) = yM

Exemplo: Dadoy = 2x3 temos:

dy — ,,0— 2
¥ =y0=6x

d?y _ _
o = y%=12x
By _
&y =y 12
d*y _ ,,000Q
g = Y20

Derivadas de Furcees Compostas (\arias Varaveis)
Sejaf (x;y;z) uma furcao tal que:

x = fq(r;t)
y = fao(r;t)
z = f3(t)

De modo, que via indireta,f e uma furcao der et.

: t
XXXXZX .

t

@ XXXZXr
@

f

@
Rz -t
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1.15 Integrais

Regras Gerais de Integracao

Nas expressees seguintes, v, w sao furcees de; a, n sao constantes.

R
1) adx= ax

R R
2) af(x)dx=a f(x)

R R R
3) (u v w dx= udx v dx w dx

Py

Py

R
4) udv=uv v du

Py

5) f(x)dx= 1 Rf (u)du

a

R R R
— d N ()
6) Ff(x)dx= F(u)$du= f(;’) du

R n+l
7) u'du= ‘'Y n6 1
Ry
8 ¢ =Inu
R
9) e€'du= e
R R u ina u
10) a'du= ¥ Madu= —em'a = &5
R
11) sinudu= cosu
R
12) cosudu=sin u
R

du _— 1 u

13) zraz = 3 arctan g
R

du _— 1 u a

14) uZz aZ = 2a In u+a

1 u
5 arc cotgh 3

15) M, =L In 2t

1 u
aZ u au EarCtghE

R
du — iU
16) P—z 5z = arcsin 3

R -
17) et =in(u e @)

R
18) el =in(u+ ' @ @)

R
du -1 iU
19) TPz = 3 arcsecjy]

R R
20) F(ax+ b dx=2% F(u)du

a

[Integrecao por partes]

ondeu = f (x)

[Para n = -1, ver poximo item]

[para u>0 ou u< 0]

a>0 a6l

u2>a?

u?<a?

ondeu=ax+ Db
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1.15 Integrais 19
R p— >R p—
21) F( ax+bdx=Z uF(u)du ondeu= ax+b
R p__— R p_—
22) F("ax+bdx=2 u" 'F(u)du ondeu= "ax+ b
R - R
23) F(p a2 x2)dx=a F(a cosu)cosudu ondex = a sinu
R - R
24) F(p x2+ a?)dx = a F(a seaw) secudu ondex = atanu
R S R
25) F(p x2 a?)dx=a F(atanu) secu tanu du ondex = a seau
R 1 Re
26) F(e*)dx=3; —~d ondeu = e*
R R
27) F(nx)dx= F(u)e'du ondeu =1In x
R ax
28) e dx= &~
29 R ax dx = e 1
) Rxe X=X 3
30) x%e™dx= - x2 Z4+ 5
R N ax R
31) x"e™dx= X 0 x" le dx
=& xn w21y ?xn 2o ;)nn”! , sen = rumero positivo inteiro.
R gax
32) ReT dx=In X+ 12+ P+ 4
33) Srdx= miart i1 e OX
Integrais De nidas
Integral de nida de f (x) em [a, b]e:
I
f(x) dx = lim f(a+ti x) X (1.15)
a n!l i=0
e esse limite existia sef (x) for contnua ponto a ponto.
Teorema Fundamental do Gilculo Integral:
O a@lculo da integral anterior pode ser feito pela regra
Zy
f(x) dx = g(x)ja = 9(b) g9(a) (1.16)

a
quando a condcaog{x) = f (x) for satisfeita;
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Propriedades das Integrais De nidas
Ry, Ry Ry, Ry,

1) Jf(x) 9(x) h(x) mdx= Jf(x)dx _g(x)dx _h(x)dx
Ry, Ry,

2) cf(x)dx=c _f(x)dx onde ce qualquer constante
Ra

3 ,f(x)dx=0
Rb Ra

4) f(x)dx= p T (xX)dx

Ry R Ry
5 f(x)dx= _Jf(x)dx+ _f(x)dx

1.16 Furcao Gamma ( )
De ncao da Furcao Gama (n) para n>0
z 1

(n)= t" le Udt n>o0
0

Formula de Recorréncia
1) (n+1)= n(n)

2) (n+1)= n! se n=0:;1;2;:;::onde 0! =1

1.17 Furcao Beta
De ntao da Furcao Beta B (m;n)

Zl
B(m;n)= tM @ o" ldt m> 0;n> 0
0

Relaao Entre a Furcao Beta e a Furcao Gamma

(m)(n)

B(m;n) = (m+n)

(1.17)

(1.18)
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Obs: B(m;n) = B(n;m)

1.18 PA, PG e Sries

De ncao: Sejamn = rumero natural e a, = f (n) uma furcao que associa o0 rumeraa, a cadan.
Assim, a, = f (n)e de nido como uma seqséncia a, de constantes.

A soma dos termos de uma P.A.e uma "Serie Aritretica”

+
ata+azt+ i+t a, = w (2.19)

A riee harmoénica (S.H.) quando for constituda por te rmos recprocos aos termos de uma P.A.

1 1 1 1 1
ai;ag;az;ia, e PA. | H. (1.20)

Casosuteis (P.A. e P.G))

i) 1+2+3+ i+ n= %

i) 1+3+5+ :+(2n 1)=n?

i) 2+4+6+8+ ::+(2n)= n(n+1)
iv)1 2 3 4 @ n=n!

V1357 (2n 1)=&

vi)2 4 6 8 :: (2n)=2" n!

vii) atar+ar?+ = & se jri< L

Soma de Poténcias de Nimeros Inteiros Positivos
i) 124224324 -4 n2= n(n+1)éz n+1)

it 3 3 3, .. 3 _ n?n+1)?
i) 1°+2°+3°+ i+ n°= —

4 4 4, ... 4 _ n(n+1)2 n+1)(3 n2+3n 1)
i) 1°+2%+3%+ i+ n* = %0
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Sries Envolvendo Recprocas de poténcias de numeros posit iVvOos inteiros
- 1,1 1,1 .._
i)l 5+3 z+& =In2
o 1,1 1,1 -
i)l 3+5 7+5 =g

1.19 Series de Taylor

Srie de Taylor para furcees de uma varavel

0, 2 n 1 n 1
F)=f(a)+ fqa)x a)+ T@G DT,y (@00 Ry

Sries Binomiais

i) (@a+ x)" = a"+ na" Ix+ M0 Dgn 2,24 00 VM A gn 3,34 . (a>x)
=a'+ [ a" x+ Ja" 2%+ Ja" 3%3+:: (quandon 2 N)

i) (a+ x)%= a?+2ax+ x?

i) (a+ x)3= a%+3a’x +3ax?+ x3

iv) (a+ x)*= a*+4ax +6a’x?+4ax3+ x*

V) 1+x) 1=1 x+x2 x%+x* 1<x< 1

vi) 1+ x) 2=1 2x+3x%2 4x3+5x* 1<x< 1

Sries para Furcees Exponenciais e Logartmicas

. 2 3
1) e =1+ x+ %5+ 5+ i 1 <x< 1

i) ax=eMma=1+ x Ina+ & 'Q!a)z + & 'g!a)a 4o 1 <x< 1
Sries para Furcees Trigononetricas

3

. . 5 7
1) sinx=x X+ % I+ 1 <x<1
. 2 4 6
i) cosx =1 X+ % Jo+u 1 <x< 1
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Convergéncia

p 3
S= an e convergente quando sua soma tende a um rumero nito e bem d nido.
n=0
3
Nota: Quando janj e convergente, a ®rie  a, e absolutamente convergente
n=0

1.20 Alfabeto Grego

Smbolos Gregos

Smbolos Gregos

Nome Grego Mirusculas Malusculas Nome Grego Mirusculas Malusculas
Alfa A Nu
Beta B Csi
Gama Omicron
Delta Pi
Epsilon E Ro
Zeta Z Sigma
Eta H Tau
Teta Upsilon
lota I Fi
Capa K Chi
Lambda Psi
Mu M Omega
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Captulo 2

Informatica Basica

Neste captulo sela apresentado um breve resumo de progmaacao, com enfase nd/isual Basil for
Applications atrawes do Excel, disponvel em www.helitontavares.comdesenvolvendo macros lasicas
para gerecao de rumeros aleabrios, solicao de prol#mas de probabilidades e outras necessidades
inerentesaarea. Um breve bpico sobre o a linguagem e amiente R fechaa o captulo com seus
principais comandos.

2.1 Uso de furcees na planilha do Mocrosoft Excel

Nas @lulas da planilha podem ser usadas diversas furcsedigitando-se diretamente a furcao em
gualquer elula com o smbolo de igualdade na frente. A segir apresetamos algumas furcees kasicas.

Furcao Descrcao

=2*3 Produto de dois rumeros

=2"3 Esponenciacao 3

=In(x) Logaritmo de x na base neperiana
= exp(x) et

= aleatorio() Um rumero no intervalo [0,1)
=aleatorio() b Um rumero no intervalo [0,b)

=(b a) aleatorio()+ a Um rumero real no intervalo [a,b)

As planilhas trabalham com a Referéncia (linha, coluna), @ tipo Al, indicando quee a ®lula da
inteseacao da colunaA e linha 1. Frequentemente usamos o0 smbolo $ para xar a linta ou coluna,
ou ambas, tal como $A$1. A teclaF 4 tamkem tem esse papel, pressionando \arias vezes. Abaix
algumas furcees que usam referéncias.

Algumas furcees fazem uso de uma estrutura especial chamia MATRIZ . O determinante de
uma matriz quadradae um escalar, mas a inversa, assim comoroduto de duas matrizes, tamkem
e matriz. Para exempli car, digite os rumeros 1, 2, 3 e 4 nas®lulas Al, B1, A2 e B2, respecti-
vamente. Digite =MATRIZ.INVERSO(A1:B2) na elula D1, est a contea a matriz inversa, mas
veremos seu primeiro elemento (-2). Para vermos os demais,amgjue as @lulas D1:E2 (dimensao
da matriz inversa), depois pressione a tecla F2, e depois CTTRSHIFT+ENTER. O mesmo pro-
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Furcao Descrcao

=soma(Al1l:A10) Soma de uma sequéncia de valores no interval
=media(A1:A10) Media dos valores no intervalo
=desvpad(Al:A10) Desvio-padrao dos valores no intervalo
=somaquad(A1l:A10) Soma dos quadrados
=somarproduto(A1:A10;B1:B10)

=med(A1:A10)

=matriz.determ(A1:C3)

cedimento vale para quando fazemos o produto de duas matrige atraves do comando =MA-
TRIZ.MULT(A1:B2;D1:E2), por exemplo. Preencha os intervalos citados e faca o teste.

2.2 Suplementos no Excel

Uma parcela do Excel nao e instala inicialmente, mas apersa quando o usuwario solicita. Estes
sao chamados desuplementose servem, por exemplo, para montar um Histograma, para fazer
uma Aralise de Regessao, achar maximos e mnimos, ou raes, de furcees. A forma de instalecao
depende da versao do Excel, procur®@poees do Excele depoisSuplementos e sea apresentado um
quadro de suplementos. Clique entr, e sea apresentada uma caixa para vocé marcar o suplememt
desejado. Por exemplo, clique enferramentas de Aralise e depois emOk e a instalacao sea
realizada. Pronto, agora vocé p pode testar \arias ferramentas deste suplemento. \a na ab&ados
e cliqgue emAralise de Dados para ver as opcees de aralise (Figura 2.2). Para exemplicar, baixe
o arquivo denominadoDados1.xIsx do site www.helitontavares.com/probabilidade Para montar o
histograma de um conjunto de dados na planilhaExemplol, que conem n = 1000 observacoees
na coluna A (A1:A1000) e os intervalos de classe (bloco) pargue sejam contadas as frequencias
(B1:B10). Preencha as informeacees nas caixas conforme ddura 2.2.

2 Rstudio DER
o e vy

Figura 2.1 Opcees de Aralise de Dados

Introdwc-aoa Probabilidade 2018 Notas de aulas



2.3 Programaao em VBA 27

L B 1 L Dadost - Micosoft Excel == i
= ik b Layweal 2u Fugima Foericay Caddca Rirituic Tiikipla Canprachador Tipd o Ey — XK

[ L iy A de Durtas

1'_-... Sy
e Dwdon |
ERIEI NS
Carwdin Cazittzes s Folize Farreminehes o § Casdad Erindionn s Tepeoa Arakd i
i = e =

-____.}___ T [ [ i & W i i K ! ki "'-i
1 {LAB9EEE) ot B Fraqudacks - 3 n
EREE R .1 T Histagr s

§onTim ! ol o3 = jsn | Enreds e

i :||.'.::-,:|:H:-:i na i1 iWr 'E po || Eervale g grovada: MR s

ko4 ) F C - Canei

Ll -‘-""-'-: o b4 T B oo | Emeve e e EART Ea "5 T

!u :||.1:-v|.~=||i 04 fs --r. _E o | s dnrda

PRETET LT R na iy

B .I'E;_'!-_I::'i na nr FU O e e Laicy

Uroamih! on na o W) e e aitha: 051 “a

) ;|:|.1::':n:|si I n3 112 | Apcegs iard A

11 Pnaasaz ! 1 111 i Merva saris Se ekl

N i

1z:m 3 i I =] T

12} D3 | Mals [ Zmrts dstagrams caseicada)

15} 0476003 | g [ TR

L4 DETRAER [ meaitnds do srabon

LGt u4aET |

I ;n_-;qqn'.g: - T s 21 Y I
Hido kb Evarnplod < ULL0EGY BDCEY W1 54) S cStedent(Sy FES) - Bt GamaS i) ophermalii i) < j 1 l=
sacats | ] o ) 1] o i TP

Figura 2.2 Passos para montagem de um histograma

Exemplo 2.1. No arquivo Dados1.xlsx , monte o histograma para as demais planilhas. A brmula
gue geram 0s dados esh apenas na @lula Al, mas vocé pee copa-las at a @lula A1000.

Instale tamkem o suplemento Solver para trabalhar com furcees e oAralise de Dados - VBA
para a constricao de rotinas (tamkem chamadas de @digs, scripts ou macros) de programacao.

2.3 Programaao em VBA

2.3.1 Orientacoes gerais

Em muitas situaceese mais conveniente elaborar macrosmambiente do Visual Basic for Applicati-
ons (VBA), dentro do Excel. Pra abrir o ambiente deve-se initalmente pressionar simultaneamente
as teclasALT e F11 (esta acaoe geralmente representada poALT+F11 ). Com o ambiente
aberto, simplemente aperteF7 para iniciar o ambiente de digitacao, ou clique sobre umaslas pla-
nilhas (Planl, por exemplo) e escolha a opcao \exibir mdgo”. A Figura 2.3.1 apresenta o layout
do editor em que voceé digitaa sua macro.

A macro g pode ser digitada, comecando sempre conmSub NomeMacro() (onde NomeMacree
0 nome da macro, a crierio) e terminando com End Sub Para execut-la, digite F5 (se quiser
executar passo a passo, pressione F8 repetidamente).
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I —
ﬁ Microsoft Visual Basic for Applications - Pastal - [Planl (Codigol] ¥ = ‘ &

| Arquive Editar Exibir [Inserir Formatar Depurar Executar Ferramentas Suplementos Janela Ajuda - & X
i - B 9 pou @B B W 5 @ Lnzcal
Projeto - VEAProject x|
EE 3

]

|tGaraI] Ll ]NomeMacm _vj

a

] Sub NomeMacro ()
-8 VBAProject (FUNCRES »
£-8% vBAProject (Pasta1)
E1-£2§ Microsoft Excel Objel
L& EstaPasta_de_tr
B Plan1 (Flant)  |=
@ Plan2 (Plan2}

LB Plan3 (Plan?y
< m

End. Sub

Propriedades - Planl x|
Plan1 Worksheet -
Alfabético | Categorizads |

DisplayPageBreak False
DisplayRightToLef False
EnableAutoFilter False
EnableCalculation True
EnableFormatCon True
EnableCutiining  False
EnablePivotTable False
EnableSelection |0 - xiNoRestricth
Mame Planl
ScrollArea

StandardWidth 8,43 b

Visible -1 - ¥iSheetVisib ifg F »

Figura 2.3 Editor de VBA

Ha muitas furcees prontas para serem includas nas macos. Uma relacao bem ampla pode ser
encontrada no arquivoApostila_Excel_VBA.pdf no site www.helitontavares.com/prog No material
gque segue, vamos evitar inicialmente o uso de furcees pras, de forma a entender como constru-
las.

Voce pode preferir, pode con gurar o Excel para apresentapns cones do VBA em uma de suas
abas. No Excel 2007 basta clicar no cone redondo doffice , depois emOmgees do Excel > Personalizar
e marcar a caixaMostrar guia Desenvolvedor na Faixa de Omees . No Excel 2010 basta cli-

car emArquivos > Omoees > Personalizar Faixa de Omgoes , e marcar a caixaDesenvolvedor
nas guias do lado direito.

Observaao 2.1. Algumas sugestees ou cuidados na elaboracao de uma maswmo:

(a) Quando quisermos colocar observacees na macro, deves usar aspas simples (') no incio da
observecao.

(b) Normalmente devemos de nir o tipo de varavel antes de hiciar, mas vamos deixar esta etapa
para quando necesaario.

(c) E frequente em probabilidade a repetcao de um experimentn vezes, por isso 0 uso deoops
e corriqueiro, particularmente do For ... Next

(d) Estruturas alternativas de loops sadwhile ... Wend e Do ... Loop .
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(e) Tamkeme frequente a veri cacao de uma condcao, com o uso delF ... Then A estrutura IF
... Then ... Else&e um pouco mais complexa, necessitando ser concluda comm End If

(f) Toda vez que formos acumular ou contar valores em uma vanel, esta deve ser zerada antes
de iniciar a operacao. Por exemplo, com o comandd&oma = 0 ou Cont = 0.

(g) Para solicitar a digitacao de uma informacao, use C= InputBox("Digite um caracter")
onde Ce a varavel que recebea o contaudo digitado.

(h) Para apresentarmos na tela \arias parcelas, o smbolo& deve sepaa-los.

(i) Podemos gerar valores dentro das ®lulas da planilha Ecel. Para isso, podemos usar a referéncia
[Al]=2, por exemplo, ou usamos o comandecells(i,j) , ondei e | sao, respectivamente a
linha e a coluna da planilha. Por exemploB3 equivale acells(3,2) (ver Figura2.3.1).

() Se quisermos obter ou colocar um contaudo em uma elulada planilha Planl, basta usarmos
Sheets("Plan1").Cells(i,j)

(k) Se desejar colocar \arios comandos na mesma linha, baatsepaga-los por dois pontos (:). Por
exemplooba=1:b=5:c¢c=10

E,w o 9~ = Jid Pastal - Microsoft Excel L i
3) o
- Inicig Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisaa Exibicdo Desenvalvedor Suplementos w - 7 X
15y Do Access 3 5 n  |Lb] Conexdes g ¥, Limpa = E4 8 |2 validacso de Dados = | & Agrupar -~ = | FLanslise de Dados
i T T 2] 2 2l (42 |F e W % - S =
_; Da Web — — Propriedads t3 4w Reaplica - & Consolidar ~ Desagrupar = = ?3 Salver
= De Qutras | Conexdes | Atualizar %l Classificar | Filtre 7, Texto para  Remaver g o o
(HDeTexto  fontes~ | Ewstentes | tudo= = Editar Ll pavancado || colunas Duplicatas = Teste de Hipéteses = | ] subtotal
Obter Dadas Externos Canexdes Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Estrutura de Topicos ™ Analise
T . &l &
a B = D E F G H | J K L M N (8] P a 'i
1 1y (1,2} (1.3}
: ey e e ]
3 (3 (3,2) (3.3} I
a
5
&6
7
M <+ v Plani ~Pln2 _ Pn3 o3 [ i 1
Pronta | ||ﬁ O 1%..,6) o @ gt

Figura 2.4 Visual matricial da planilha do Excel

A seguir serao apresentados alguns exemplos de macros.tBwmos colocar acentos nas palavras,
pois ao copiarmos uma macro de um arquivo pdf, os caracteresentuados (ou oc) podem dar ori-

gem a outros caracteres. No entanto, todas estarao dispameis emwww.helitontavares.com/probabilidade/
MacrosVBA.txt .

Exemplo 2.2. Elabore uma macro para solicitar um rumero e imprimir na tela uma mensagem.

Sub Informacao()

C = InputBox("Digite um caracter")
MsgBox "Voce digitou o caracter " & C
End Sub
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Exemplo 2.3. Elabore uma macro para solicitar um rumero e veri car se elee igual a 1, impri-
mindo na tela uma mensagem.

Sub Testel()

C = InputBox("Digite um numero")

If C = 1 Then MsgBox "Voce digitou o caracter 1!!!"
End Sub

Nesta macro nenhuma mensagem seml apresentada se for digito um rumero diferente de 1.
Podemos altea-la para apresentar uma mensagem em gualqueaso.

Sub Teste2()
C = InputBox("Digite um numero")
If C = 1 Then
MsgBox "Voce digitou o caracter 11"
Else
MsgBox "Voce nao digitou o caracter 11" & " Voce digitou o " & C
End If
End Sub

Exemplo 2.4. Elabore uma macro para solicitar dois numeros e indicar qua o menor deles.

Sub Menorl()
Dim X, y As Integer

X = InputBox("Digite o primeiro humero")
y = InputBox("Digite 0 segundo numero")
If x <y Then

MsgBox "O menor numero €' o0 " & X
Else

MsgBox "O menor numero €' o " & y
End If
End Sub

Vale ressaltar que em alguns casose importante declarar ago de varavel (Dim x, y As Integer ),
pois se 0 VBA identi car como texto (string), o resultado da condcao x < y pode se inverter.
llustraremos essa situacao quando necesaria.

Podemos alterar a macro anterior criando uma varavel parareceber o menor valor. Este proce-
dimentoe essencial quando temos mais de dois valores.

Sub Menor2()

Dim x, y As Integer

X = InputBox("Digite o primeiro numero")
y = InputBox("Digite 0 segundo numero")
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If x <y Then
Menor = x
Else
Menor =y
End If
MsgBox "O menor rumero €' o0 " & Menor
End Sub

Agora consideremos trés rumeros. Podemos ainda ter uma Bsao bem simples, fazendo uso do
AND .

Exemplo 2.5. Elabore uma macro para solicitar trés rumeros distintos eindicar quale o menor
deles.

Sub Menor3()

Dim x, y As Integer

X = InputBox("Digite o primeiro rumero")
y = InputBox("Digite 0 segundo rumero"”)
z = InputBox("Digite o terceiro rumero")

If x <y AND x < z Then Menor = x
If y < x AND y < z Then Menor =y
If z< x AND z <y Then Menor = z

MsgBox "O menor rumeroe o " & Menor
End Sub

Poderamos ter uma sada alternativa, considerando ox inicialmente como o menor, e testando
os demais com relecao . Sey p for menor que x, entao faremos a varavel "Menor'receber o valor
dey. Vejamos um exemplo, que pode ser estendido para um rumero aor de valores, substituindo
0s passos 2 e 3 abaixo por urhOOP .

Sub Menor4()

Dim x, y As Integer

X = InputBox("Digite 0 primeiro numero")
y = InputBox("Digite 0 segundo numero")
z = InputBox("Digite o terceiro numero")

Menor = X ' Passo 1
If y < Menor Then Menor ' Passo 2
If z < Menor Then Menor ' Passo 3

non
N <

MsgBox "O menor rumeroe o " & Menor
End Sub
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Em muitas situacees temos que ler nao apenas trés, mas uoonjunto bem maior de valores. O
Excel funciona como uma matriz denominadeaCELLS (elulas), em que podemos obter seus valores
sabendo-se a linha e coluna. Para uso do CELLS (ou cells), aslanas de referéncia f;B;C; )
terao suas letras substituidas por umerosA 1;B  2; ). Por exemplo, o elementdB 3 equivale
a cells(3; 2). Para poucas ®lulas, podemos usar diretamente a referftia usual, tipo [B3]=10.

Exemplo 2.6. Elabore uma macro para ler as @lulasAl : A10 e indicar quale o menor deles.

Na execwcao do exemplo abaixo, e didatico acompanhar o esultado a cada loop. Teclg=8 para
executar uma linha de cada vez e coloque o cursor sobre a \@rel Menor para visualizar seu valor.

Sub Menor5()

Menor = Cells(1, 1) ' leu o elemento Al
Fori =2 To 10

If Cells(i, 1) < Menor Then Menor = Cells(i, 1) ' |6 mais um ele mento
Next

[A12]="Menor" : [B12]=Menor ' Colocar o menor na @lula B12
MsgBox "O menor numero €' o " & Menor
End Sub

Naturalmente esse programa pode ser facilmente adaptado paindicar quale o maximo de um
conjunto de dados.

Exemplo 2.7. Elabore uma macro para ler as @lulasAl : A10 e indicar quale o maior deles.

Sub Maior()
Maior = Cells(1, 1) ' leu o elemento Al
Fori =2 To 10
If Cells(i, 1) > Maior Then Maior = Cells(i, 1) ' & mais um ele mento
Next
MsgBox "O maior numero €' o " & Maior
End Sub

Ao ines de ler o elemento da @lula, vocé pode colocar o emento na @lula. Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.8. Elabore uma macro para colocar os rumeros 1 a 10 nas @lulasl a A10 da planilha.

Sub Geral0()

Fori =1 To 10
Cells(i, 1) =i

Next

End Sub

Tamkem podemos mesclar rumeros e string (texto), usando ooperador & para jung-los. Ve-
jamos um exemplo:
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Exemplo 2.9. Sub Geral0()
Fori =1 To 10
Cells(i, 1) = "Eu sou nota " & i
Next
End Sub

Uma outra situacao extremamente frequentee a obterc® desomas de varaveis, em geral atraves
de loops. Vale ressaltar que a varavel que sel usada paracumular tal soma sempre deve ser zerada
antes do incio do loop. Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.10. Sub Soma()

n=10 : Soma = 0

Fori=1To
Cells(i, 1)

Next

End Sub

I =

Soma + i

E frequente a situacao em que temos que pegar parte de um domto de rumeros e reorgania-
los de outra forma. Por exemplo, na regiao [A1:J10] temos ummatriz 10 10 e desejamos ler os
elementos da diagonal principal e colocar na coluna.

Exemplo 2.11. Elabore uma macro para ler os elementos da matriz em [A1:J10& colocar na
coluna L.

Sub Diagonal()

n =10

Fori=1Ton
Cells(i,12) = Cells(i, i)

Next

End Sub

A Tabela 2.1 apresenta algumas exemplos de furcees mataticas usadas no VBA. Vamos ilustrar
0 uso de algumas destas atrawes de ga cos de furcees. Remos tanto usar as poprias brmulas
do Excel como as furcees do VBA para esse m.

Exemplo 2.12. Construa uma macro para obterf (x) = x> 5x +6 para x 2 (0;4) com step 0,1,
colocando o par(x;f (x)) nas colunasA e B, respactivamente.

Um cuidado necessrioe criar um ndice de linhasi, incrementando-o a cada valor dex gerado.
Ams obtidos (x;f (x)) podemos usarInserir > Gaficos > Dispersao e escolha a opxao de
Dispersao com linhas suaves

Sub Graficol()
i=1
For x = 0 To 4 Step 0.1
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Furcao Descrcao

XNy Retorna o rumero X elevado ay

SQR(X) Retorna a raiz quadrada de x

x MOD vy Retorna o resto da divisao ex por y
LN(x) Retorna o log neperiano dex

LOG10(x) Retorna o log neperiano dex na base 10
LOG(x) Retorna o log neperiano dex em uma base especi cada
ABS(x) Retorna o valor absoluto de x

COS(x) Retorna o cosseno dex em radianos
SIN(X) Retorna o seno dex em radianos
COS(x*Application.Pi()/180) Retorna o cosseno dex em graus
SIN(x*Application.Pi()/180) Retorna o seno dex em graus

INT(X) Retorna a parte inteira de x

FACT(x) Retorna o fatorial de x

SGN(x) Retorna o sinal de x (-1 ou +1)

Tabela 2.1 Exemplos de furcees no Excel

Cells(i, 1) = x
Cells(i, 2) =x""2-5*x+6
i=i+1

Next

End Sub

Exerccio 2.3.1. Construa uma macro para obterf (x) = 912: exp x?=2 parax 2 ( 4;4) com step
0,1, colocando o par(x;f (x)) nas colunasA e B, respectivamente.

Exerccio 2.3.2.  Construa uma macro para obterf (x) = Q p*(L p" *parax 2f0;1;, ;59
inteiro e n =5, colocando o par(x;f (x)) nas colunasA e B, respectivamente.

Muitas outras furcees do Excel podem ser usadas no VBA, masom o nome da furcao em
ingles. Na tabela que segue sao apresentados os nomes ados na versao em portugués do Ex-
cel e a respectiva furcao em inglés do VBA. No entanto, algmas delas devem estar na forma
Application.NOME(parametros) ou Application.WorksheetFunction.NOME(parametros) , onde
NOMEo nome da furcao na tabela eparametros e 0 conjunto de parametros que a furcao exige.
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Furcao Descrcao
Abs Valor absoluto de um rumero.
Cbool Converte uma expressao de forma nunerica ou textual para um valor de tipo booleano.
Cdate Converte uma expressao de forma nunerica ou textual para um valor de tipo data.
Cint Converte uma expressao de forma nunerica ou textual par a um valor de tipo inteiro.
ClLng Converte uma expressao de forma nunerica ou textual para um valor de tipo Long.
CurDir Diretoria MS-DOS corrente.
Date Data do sistema.
Exit Do Interrompe a execwcao de uma ciclo Do - Loop
Exit For Interrompe a execwcao de um ciclo For - Next ou For Each - Next
Exit Function Provoca a interrupcao da execwcao de uma fun cao.
Exit Sub Provoca a interrupcao da execwcao de uma sub-roti na.
Fix Arredonda um rumero decimal positivo para baixo, e um neg ativo para cima.
Ex 3,9 $>3 e $-3,9 > -3
Int Arredonda para cima um rumero decimal positivo ou negat ivo.
Ex 39 >4 e -39 > 4
Is Array True se a expressaoe um array. False caso contario.
IsDate True se a expressaoe do tipo Date. False caso conterio.
ISEmpty True se nenhum valor foi atribudoa varavel.
ISError True se a expressao contiver um erro.
IsNull True se a expressao representar o valor NULL.
IsNumeric True se a expressao for nurrerica.
IsObject True se se tratar de um objeto.
Len Retorna a dimensao de uma String.
Now Retorna o valor da data e da hora atual.
Shell Roda um programa executvel.
Sqr Retorna a raiz quadrada de um rumero.
Str Retorna a representecao String de um rumero.
StrComp Realiza a comparecao de strings, produzindo True ou False conforme sejam ou nao iguais.
Time Produz a hora atual.
TypeName Retorna o tipo de dados de uma varavel.
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Furcao EXCEL Furcao VBA DESCRIC AO

CEL CELL Retorna informacees sobre formatacao, localizacao ou  contaido de uma @lula

CODIGO CODE Retorna um @digo nunerico para o primeiro caractere em um a seqséncia de texto

COL COLUMN Retorna o rumero da coluna de uma referéncia

COLS COLUMNS Retorna o rumero de colunas em uma referéncia

COMBIN COMBIN Retorna o rumero de combinacees de um determinado ru mero de objetos

COMPLEX COMPLEX Converte coe cientes reais e imagirarios e um rum ero complexo

CONCATENAR CONCATENATE  Agrupa \arios itens de texto em um item d e texto

CONT.N UM COUNT Calcula quantos rumeros ta na lista de argumentos

CONT.SE COUNTIF Calcula o umero de @lulas nao vazias em um int  ervalo que correspondem ao crierio especi cado
CONT.VALORES COUNTA Calcula quantos valores ta na lista de arg umentos

CONTAR.VAZIO COUNTBLANK Conta o umero de lulas vazias no in tervalo especi cado

CONVERT CONVERT Converte um rumero de um sistema de medida para out ro

CORREL CORREL Retorna o coe ciente de correlacao entre dois conjunto s de dados

CORRESP MATCH Procura valores em uma referéncia ou matriz

COos COS Retorna o cosseno de um rumero

COSH COSH Retorna o cosseno hiperlplico de um rumero

COUPDAYBS COUPDAYBS Retorna o rumero de dias do incio do perod 0 de cupom at a data de liquidacao
COUPDAYS COUPDAYS Retorna o rumero de dias no perodo de cupom g ue conem a data de quitecao
COUPDAYSNC COUPDAYSNC Retorna o rumero de dias da data de quit &ao ak a data do ppximo cupom

COUPNCD COUPNCD Retorna a poxima data de cupom ams a data de quitacao

COUPNUM COUPNUM Retorna o rumero de cupons pagveis entre as dat  as de quitacao e vencimento

COUPPCD COUPPCD Retorna a data de cupom anteriora data de quita  cao

COVAR COVAR Retorna a covariéncia, a media dos produtos dos desvi  0s pares

CRESCIMENTO GROWTH Retorna valores ao longo de uma tendéncia expo  nencial

CRIT.BINOM CRITBINOM Retorna o menor valor para o qual a distribui cao binomial cumulativae menor ou igual a um valor padrao
CUMIPMT CUMIPMT Retorna os juros acumulados pagos entre dois per  odos

CUMPRINC CUMPRINC Retorna o capital acumulado pago sobre um empr  estimo entre dois perodos

CURT KURT Retorna a curtose de um conjunto de dados

DATA DATE Retorna o rumero de ®rie de uma data espec ca

DATA.VALOR DATEVALUE Converte uma data na forma de texto para u m rumero de rie

DEC2BIN DEC2BIN Converte um rumero decimal em um birario

DEC2HEX DEC2HEX Converte um rumero decimal em um hexadecimal

DEC20CT DEC20CT Converte um rumero decimal em um octal

DEF.N UM.DEC FIXED Formata um rumero como texto com um rumero xo de decim ais

DELTA DELTA Testa se dois valores sao iguais

DESLOC OFFSET Retorna um deslocamento de referéncia com base em uma determi nada referéncia

DESV.M EDIO AVEDEV Retorna a nedia dos desvios absolutos dos pontos de da dos a partir de sua nedia

DESVPAD STDEV Estima o desvio padrao com base em uma amostra

DESVPADA STDEVA Estima o desvio padrao com base em uma amostra, inclu  sive rumeros, texto e valores bgicos
DESVPADP STDEVP Calcula o desvio padrao com base na populecao to tal

DESVPADPA STDEVPA Calcula o desvio padrao com base na populacao  total, inclusive rumeros, texto e valores bgicos
DESVQ DEVSQ Retorna a soma dos quadrados dos desvios

DIA DAY Converte um rumero de ®rie em um dia do més

DIA.DA.SEMANA WEEKDAY Converte um rumero de rie em um dia da sem ana

DIAS360 DAYS360 Calcula o umero de dias entre duas datas com base em um ano de 360 dias
DIATRABALHO WORKDAY Retorna o rumero de diasuteis inteiros entr e duas datas

DIATRABALHOTOTAL NETWORKDAYS Converte um rumero de frie em um rumero representando onde a semana cai numericamente em um ano
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Furcao EXCEL Furcao VBA DESCRIC AO

DIREITA RIGHT Retorna os caracteres maisa direita de um valor de tex to
DIST.BIN.NEG NEGBINOMDIST Retorna a distribucao binomial neg ativa
DIST.HIPERGEOM HYPGEOMDIST Retorna a distribucao hipergeom etrica

DIST.LOGNORMAL

DIST.NORM
DIST.NORMP
DIST.QUI
DISTBETA
DISTEXPON
DISTF
DISTGAMA
DISTORC AO
DISTRBINOM
DOLLARDE
DOLLARFR
DPD

DURAC AO
E
E.NAO.DISP
E.NAO.TEXTO
ECEL.VAZIA
EDATE
EERRO
EERROS
EFFECT
EIMPAR
ELOGICO
ENDEREQO
ENUM
EOMONTH
EPADYX
EPAR

EREF

ERF

ERFC
ESCOLHER
ESQUERDA
ETEXTO
EXATO

EXP
EXT.TEXTO
FACTDOUBLE
FATORIAL
FISHER
FISHERINV
FRAC AOANO

LOGNORMDIST
NORMDIST
NORMSDIST
CHIDIST
BETADIST
EXPONDIST
FDIST
GAMMADIST
SKEW
BINOMDIST
DOLLARDE
DOLLARFR
SLN
DURATION
AND
ISNA
ISNONTEXT
ISBLANK
EDATE
ISERR
ISERROR
EFFECT
ISODD
ISLOGICAL
ADDRESS
ISNUMBER
EOMONTH
STEYX
ISEVEN
ISREF
ERF
ERFC
CHOOSE
LEFT
ISTEXT
EXACT
EXP
MID
FACTDOUBLE
FACT
FISHER
FISHERINV
YEARFRAC

Retorna a distribucao lognorm al cumulativa
Retorna a distribucao cumulativa normal
Retorna a distribucao cumulativa norm
Retorna a probabilidade unicaudal da distrib
Retorna a furcao de densidade da probabilidad
Retorna a distribucao exponencial

Retorna a distribucao de probabilidade F

Retorna a distribucao gama

Retorna a distocao de uma distribucao
Retorna a probabilidade de distribucao
Converte um preco em formato de moeda, na forma fracioraria, em um preco na forma decimal
Converte um preco, apresentado na forma decimal, em um preco apresentado na forma fracioraria
Retorna a depreciecao em linha reta de um ativo durante um per odo
Retorna a duracao anual de um ttulo com pagamento s de juros perodicos
Retorna VERDADEIRO se todos os argumentos forem VERDADEIRO
Retorna VERDADEIRO se o valor for o valor de erro #N/D
Retorna VERDADEIRO se o valor for diferente d e texto
Retorna VERDADEIRO se o valor for vazio
Retorna o rumero de ®rie da data quee o rumero ind
Retorna VERDADEIRO se o valor for um valor de erro dif
Retorna VERDADEIRO se o valor for um valor de erro
Retorna a taxa de juros anual efetiva
Retorna VERDADEIRO se o rumero for mpar
Retorna VERDADEIRO se o valor for um valor bg ico
Retorna uma referéncia como texto para umaunica @lula em uma planilha
Retorna VERDADEIRO se o valor for um rumero
Retorna o rumero de srie doultimo dia do més
Retorna o erro padrao do valor y previsto para cada x d
Retorna VERDADEIRO se o rumero for par
Retorna VERDADEIRO se o valor for uma referéncia
Retorna a furcao de erro
Retorna a furcao de erro complementar
Escolhe um valor a partir de uma lista de valores
Retorna os caracteres maisa esquerda de um valor de text o
Retorna VERDADEIRO se o valor for texto
Veri ca se dois valores de texto sao idénticos
Retorna e elevadoa poténcia de um rumero especi cado
Retorna um rumero espec co de caracteres de uma seqgsénci
Retorna o fatorial duplo de um rumero
Retorna o fatorial de um rumero
Retorna a transformecao Fisher
Retorna o inverso da transformacao Fisher
Retorna a frecao do ano que representa o rumero de d

al padrao
ucao qui-quadrada
e beta cumulativa

binomial do termo individual

icado de meses antes ou depois da data inicial
erente de #N/D

antes ou depois de um rumero especi cado de meses
a regressao

ias entre data inicial e data nal

a de texto comecando na poscao especi cada
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Furcao EXCEL Furcao VBA DESCRIC AO w
=3,
FREQ UENCIA FREQUENCY Retorna uma distribucao de freqs#&ncia como um a matriz vertical o
FVSCHEDULE FVSCHEDULE Retorna o valor futuro de um capital ini cial aps a aplicecao de uma ®rie de taxas de juros compé%as
GCD GCD Retorna o maximo divisor comum %
GESTEP GESTEP Testa se um rumeroe maior do que um valor limite 8
GRAUS DEGREES Converte radianos em graus »
HEX2BIN HEX2BIN Converte um rumero hexadecimal em um birario o
HEX2DEC HEX2DEC Converte um rumero hexadecimal em um decimal @
HEX20CT HEX20CT Converte um rumero hexadecimal em um octal 3
HOJE TODAY Retorna o rumero de ®rie da data de hoje <
HORA HOUR Converte um rumero de rie em uma hora w
HYPERLINK HYPERLINK Cria um atalho ou um salto que abre um docum ento armazenado em um servidor de rede, em un%intranet
ou na Internet
IMABS IMABS Retorna o valor absoluto (modulo) de um rumero complex o]
IMAGINARY IMAGINARY Retorna o coe ciente imagirario de um rumer 0 complexo
IMARGUMENT IMARGUMENT Retorna o argumento theta, um angulo exp resso em radianos
IMCONJUGATE IMCONJUGATE Retorna o conjugado complexo de um rum ero complexo
IMCOS IMCOS Retorna o cosseno de um rumero complexo
IMDIV IMDIV Retorna o quociente de dois rumeros complexos
IMEXP IMEXP Retorna o exponencial de um rumero complexo
IMLN IMLN Retorna o logaritmo natural de um rumero complexo
IMLOG10 IMLOG10 Retorna o logaritmo de base 10 de um rumero compl  exo
IMLOG2 IMLOG2 Retorna o logaritmo de base 2 de um rumero complexo
IMPAR ODD Retorna o rumero arredondado para cima ae o inteiro mpar mais poximo
IMPOWER IMPOWER Retorna um rumero complexo elevado a uma poténcia i nteira
IMPRODUCT IMPRODUCT Retorna o produto de dois rumeros complexo S
IMREAL IMREAL Retorna o coe ciente real de um rumero complexo
IMSIN IMSIN Retorna o seno de um rumero complexo
IMSQRT IMSQRT Retorna a raiz quadrada de um rumero complexo
IMSUB IMSUB Retorna a difererca entre dois rumeros complexos
IMSUM IMSUM Retorna a soma de rumeros complexos
INCLINAC AO SLOPE Retorna a inclinacao da linha de regressao linear
INDICE INDEX Usa um ndice para escolher um valor de uma referéncia ou m  atriz
INDIRETO INDIRECT Retorna uma referéncia indicada por um valor de texto
INFODADOSTABELADIN  AMICA GETPIVOTDATA  Retorna os dados armazenados em uma tabela din &mica
INFORMAC AO INFO Retorna informacees sobre o ambiente operacional atual
INT INT Arredonda um rumero para baixo ae o0 inteiro mais pox imo
INT.CONFIANCA CONFIDENCE Retorna o intervalo de con arca par a uma nmedia da populacao
INTERCEPC AO INTERCEPT Retorna a intercepzao da linha de regressao linear
INTRATE INTRATE Retorna a taxa de juros de um ttulo totalment e investido
INV.NORM NORMINV Retorna o inverso da distribucao cumulativa n ormal
INV.NORMP NORMSINV Retorna o inverso da distribucao cumulativ a normal padrao
INV.QUI CHIINV Retorna o inverso da probabilidade unicaudal da d istribucao qui-quadrada
INVF FINV Retorna o inverso da distribucao de probabilidade F
INVGAMA GAMMAINV Retorna o inverso da distribucao cumulativa g ama
INVLOG LOGINV Retorna o inverso da distribucao lognormal w
INVT TINV Retorna o inverso da distribucao t de Student ©
IPGTO IPMT Retorna o pagamento de juros para um investimento em um det  erminado perodo
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Furcao EXCEL Furcao VBA DESCRIC RO ©
LCM LCM Retorna o mnimo nultiplo comum

LIN ROW Retorna o rumero da linha de uma referéncia

LINS ROWS Retorna o rumero de linhas em uma referéncia

LN LN Retorna o logaritmo natural de um rumero

LNGAMA GAMMALN Retorna o logaritmo natural da furcao gama, G x)

LOCALIZAR SEARCH Localiza um valor de texto dentro de outro (nao diferencia mausculas de mirusculas)

LOG LOG Retorna o logaritmo de um rumero de uma base especi cada

LOG10 LOG10 Retorna o logaritmo de base 10 de um rumero

MAIOR LARGE Retorna o maior valor kesimo de um conjunto de dados

MAI USCULA UPPER Converte o texto em mausculas

MATRIZ.DETERM MDETERM Retorna o determinante de uma matriz

MATRIZ.INVERSO MINVERSE Retorna a matriz inversa de uma matriz

MATRIZ.MULT MMULT Retorna o produto matricial de duas matrizes

MAXIMO MAX Retorna o valor maximo em uma lista de argumentos

MAXIMOA MAXA Retorna o maior valor em uma lista de argumentos, inclusi ve rumeros, texto e valores bgicos

MDURATION MDURATION Retorna a duracao de Macauley modi cada pa ra um ttulo com um valor de paridade equivalente a  R$ 100
MED MEDIAN Retorna a mediana dos rumeros indicados

MEDIA AVERAGE Retorna a nedia dos argumentos

MEDIA.GEOM ETRICA GEOMEAN Retorna a nmedia geonetrica

MEDIA.HARM ONICA HARMEAN Retorna a nmedia harmonica

MEDIA.INTERNA TRIMMEAN Retorna a nedia do interior de um conjunt 0 de dados

MEDIAA AVERAGEA Retorna a nedia dos argumentos, inclusive rumeros, texto e valores bgicos

MENOR SMALL Retorna o menor valor kesimo em um conjunto de dados

MES MONTH Converte um rumero de frie em um més

MINIMO MIN Retorna o valor mnimo na lista de argumentos

MINIMOA MINA Retorna o menor valor na lista de argumentos, inclusive n  umeros, texto e valores bgicos

MIN USCULA LOWER Converte texto para mirusculas

MINUTO MINUTE Converte um rumero de ®rie em um minuto

MODO MODE Retorna o valor mais comum em um conjunto de dados

MROUND MROUND Retorna um rumero arredondado ao multiplo desejad o}

MTIR MIRR Calcula a taxa interna de retorno em que uxos de caixa posi  tivos e negativos sao nanciados com diferentes |taxas
MUDAR REPLACE Muda os caracteres dentro do texto

MULT PRODUCT Multiplica os argumentos

MULTINOMIAL MULTINOMIAL  Retorna o multinomial de um conjunto de rumeros

N N Retorna o valor convertido em um rumero 5
NAO NOT Inverte o valor bgico do argumento o
NAO.DISP NA Retorna o valor de erro  #N/D =
NOMINAL NOMINAL Retorna a taxa de juros nominal anual é
NPER NPER Retorna o rumero de perodos de um investimento o
NUM.CARACT LEN Retorna o rumero de caracteres em uma seqg#encia de texto o
OCT2BIN OCT2BIN Converte um rumero octal em um birario B
OCT2DEC OCT2DEC Converte um rumero octal em um decimal @,
OCT2HEX OCT2HEX Converte um rumero octal em um hexadecimal 8
ODDFPRICE ODDFPRICE Retorna o preco por R$ 100de valor nominal de um ttulo com um primeiro perodo inde nido

ODDFYIELD ODDFYIELD Retorna o rendimento de um ttulo com um pri meiro perodo inde nido

ODDLPRICE ODDLPRICE Retorna o preco por R$ 100 de valor nominal de um ttulo com umultimo perodo de cupom in de nido
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ODDLYIELD ODDLYIELD Retorna o rendimento de um ttulo com umul timo perodo inde nido

ORDEM RANK Retorna a poscao de um rumero em uma lista de umeros

ORDEM.PORCENTUAL PERCENTRANK Retorna a ordem percentual de um va lor em um conjunto de dados

ou OR Retorna VERDADEIRO se um dos argumentos for VERDADEIRO

PADRONIZAR STANDARDIZE Retorna um valor normalizado

PAR EVEN Arredonda um rumero para cima ae o inteiro par mais pr oximo

PEARSON PEARSON Retorna o coe ciente de correlacao do momento do pro  duto Pearson

PERCENTIL PERCENTILE Retorna o kesimo percentil de valores em um in tervalo

PERMUT PERMUT Retorna o rumero de permutacees para um dado rum ero de objetos

PGTO PMT Retorna o pagamento perodico de uma anuidade

PHONETIC PROPER Extrai os caracteres foreticos (furigana) de uma seqeéncia de texto.

PI PI Retorna o valor de Pi

POISSON POISSON Retorna a distribucao Poisson

POT ENCIA POWER Retorna o resultado de um rumero elevado a uma poténcia

PPGTO PPMT Retorna o pagamento de capital para determinado perod o de investimento
PREVIS AO FORECAST Retorna um valor ao longo de uma linha reta

PRI.MAI USCULA PROPER Primeira letra de cada palavra em mauscula

PRICE PRICE Retorna a preco por R$ 100de valor nominal de um ttulo que paga juros perodicos
PRICEDISC PRICEDISC Retorna o preco por  R$ 100de valor nominal de um ttulo descontado

PRICEMAT PRICEMAT Retorna o preco por R$ 100de valor nominal de um ttulo que paga juros no vencimento
PROB PROB Retorna a probabilidade de valores em um intervalo estarem  entre dois limites
PROC LOOKUP Procura valores em um vetor ou em uma matriz

PROCH HLOOKUP Procura na linha superior de uma matriz e retorna o v alor da @lula especi cada
PROCURAR FIND Procura um valor de texto dentro de outro (diferencia mausculas de mirusculas)
PROCV VLOOKUP Procura na primeira coluna de uma matriz e move ao |  ongo da linha para retornar o valor de uma @lula
PROJ.LIN LINEST Retorna os par&metros de uma tendéncia linear

PROJ.LOG LOGEST Retorna os par&metros de uma tendéncia exponencia |

QUARTIL QUARTILE Retorna o quartil de um conjunto de dados

QUOTIENT QUOTIENT Retorna a parte inteira de uma divisao

RADIANOS RADIANS Converte graus em radianos

RAIZ SQRT Retorna uma raiz quadrada positiva

RANDBETWEEN RANDBETWEEN  Retorna um rumero aleabrio entre 0s n umeros especi cados

RECEIVED RECEIVED Retorna a quantia recebida no vencimento de um t tulo totalmente investido
REPT REPT Repete um texto um determinado rumero de vezes

ROMANO ROMAN Converte um numeral aabico em romanos, como texto

RQUAD RSQ Retorna o quadrado do coe ciente de correlecao do momento d o produto de Pearson
SDA SYD Retorna a depreciacao dos dgitos da soma dos anos de um at ivo para um perodo especi cado
SE IF Especi ca um teste bgico a ser executado

SEGUNDO SECOND Converte um rumero de £rie em um segundo

SEM SIN Retorna o seno de um &ngulo dado

SENH SINH Retorna o seno hiperiolico de um rumero

SERIESSUM SERIESSUM Retorna a soma de uma rie polinomial com b ase em uma brmula

SINAL SIGN Retorna o sinal de um rumero

SOMA SUM Adiciona os argumentos
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SOMAQUAD SUMSQ Retorna a soma dos quadrados dos argumentos

SOMARPRODUTO SUMPRODUCT Retorna a soma dos produtos de componen  tes correspondentes de matrizes

SOMASE SUMIF Adiciona as @lulas especi cadas por um determinado crit  erio

SOMAX2DY2 SUMX2MY2 Retorna a soma da difererca dos quadrados dos  valores correspondentes em duas matrizes

SOMAX2SY2 SUMX2PY2 Retorna a soma da soma dos quadrados dos valo res correspondentes em duas matrizes

SOMAXMY2 SUMXMY2 Retorna a soma dos quadrados das diferercas dos  valores correspondentes em duas matrizes

SQRTPI SQRTPI Retorna a raiz quadrada de (rumero * Pi)

SUBSTITUIR SUBSTITUTE Substituir um novo texto por um texto antig 0 em uma seqg#éencia de texto

SUBTOTAL SUBTOTAL Retorna um subtotal em uma lista ou em um banco de dad 0s

T T Converte os argumentos em texto

TAN TAN Retorna a tangente de um rumero

TANH TANH Retorna a tangente hipertolica de um rumero

TAXA RATE Retorna a taxa de juros por perodo de uma anuidade

TBILLEQ TBILLEQ Retorna o rendimento de um ttulo equivalente a uma obrigacao do Tesouro

TBILLPRICE TBILLPRICE Retorna o preco por R$ 100de valor nominal de uma obrigecao do Tesouro

TBILLYIELD TBILLYIELD Retorna o rendimento de uma obrigacao do T esouro

TEMPO TIME Retorna o umero de ®rie de um hoario espec co

TEND ENCIA TREND Retorna valores ao longo de uma tendéncia linear

TEST.QUI CHITEST Retorna o teste para independéncia

TESTEF FTEST Retorna o resultado de um teste F

TESTET TTEST Retorna a probabilidade associada ao teste t de Student

TESTEZ ZTEST Retorna o valor-P bicaudal do teste-z

TETO CEILING Arredonda um rumero para o inteiro mais ppximo o u para o nultiplo mais poximo de signi cancia

TEXTO TEXT Formata um rumero e o converte em texto

TIPO TYPE Retorna um rumero indicando o tipo de dados de um valor

TIPO.ERRO ERROR.TYPE Retorna um rumero correspondente a um tipo d e erro

TIR IRR Retorna a taxa interna de retorno de uma %rie de uxos de ca ixa

TIRAR CLEAN Remove todos os caracteres do texto que nao podem ser impresso s

TRANSPOR TRANSPOSE Retorna a tranpostao de uma matriz

TRUNCAR TRUNC Trunca um rumero para um inteiro

VALOR VALUE Converte um argumento de texto em um rumero

VALOR.TEMPO TIMEVALUE Converte um hoario na forma de texto p ara um rumero de ®rie

VAR VAR Estima a variancia com base em uma amostra

VARA VARA Estima a vari@ncia com base em uma amostra, inclusive rumer 0s, texto e valores bgicos

VARP VARP Calcula a varié@ncia com base na populacao total

VARPA VARPA Calcula a varié@ncia com base na populecao total, in clusive rumeros, texto e valores bgicos —

VF FV Retorna o valor futuro de um investimento =

VP PV Retorna o valor presente de um investimento )

VPL NPV Retorna o valor lquido atual de um investimento com base em u ma ®rie de uxos de caixa perodicos e em uma ta)@ de
desconto 5

WEIBULL WEIBULL Retorna a distribucao Weibull s

XIRR XIRR Fornece a taxa interna de retorno de um programa de uxos de caixa nao necessariamente perodico »

XNPV XNPV Retorna o valor presente Iquido de um programa de uxo s de caixa nao necessariamente perodico 0,

YIELD YIELD Retorna o rendimento de um ttulo que paga juros peri odicos Q

YIELDDISC YIELDDISC Retorna o rendimento anual de um ttulo desco ntado. Por exemplo, uma obrigecao do Tesouro o

YIELDMAT YIELDMAT Retorna o rendimento anual de um ttulo que p aga juros no vencimento

FALSO FALSO Retorna o valor bgico FALSO

VERDADEIRO VERDADEIRO Retorna o valor bgico VERDADEIRO




2.4 Exerccios 43

Exemplo 2.13. Elabore uma macro para ler as ®lulasAl : A100 e indicar quale o maior deles
usando uma furcao direta do VBA.

Sub CalculandoMaximo()
[B1] = Application.WorksheetFunction.Max([A1:A100])
End Sub

2.4 Exerccios

Exerccio 2.4.1. Elabore uma macro para solicitar um rumero n e construir as seguintes quanti-
dades:

X X X X
S1= k; S2= k% s3= k¥ s4= k%
k=1 k=1 k=1 k=1
lembrando que @' serve para exponenciacao no VBA, e apresentando as resfiz@s mensagens.
Veri que se as brmulas | e Il de PA e PG (mg. 22) estao corretas.

Exerccio 2.4.2.  Elabore uma macro para colocar nas elulas:
i) AL:A10: umeros 1 a 10
i) B1:B10: o dobro dos rumeros na coluna A
iif) C1:C10: o quadrado dos rumeros na coluna A
iv) D1:D10: valores da coluna A acumulados
v) E1:E10: valores da coluna C acumylados
vi) F1: soma dos valores da coluna A (5L, Xi; n=10)
vii) F2: soma dos valores da coluna C ( [, X2)

viii) F3: nedia dos valores da coluna A, por X = ° ™ X;

n
ix) F4: variancia dos valores da coluna A, porV ar(X) = % L Xi2 X2

X) F5: desvio-padrao dos valores da coluna A, pddP (X) = Var(X)

Observaao 2.2. E frequente usarmos o conceito dédMomentos Amostrais de Ordem k da
varavel X , de nidos por
Myx = = XK
Mo
Neste caso temos qUE (X) = Mx.;eVar(X)= Mx.2 M )%; 1: Algumaé vezes usa-se plomentos
Amostrais de Ordem k em torno de X, denido por M2, = 1" 1 (X X)k e neste caso
temos queVar(X) = MQ;Z: Se nao houver risco de confusao, a denominacao da vavel sea

retirada da notacao, cando My e MS respectivamente.

Exerccio 2.4.3.  Elabore uma macro para, com os valores quaisquer de A1:A10:
i) Obter o0 mnimo, colocar em D1
i) Obter o maximo, colocar em D2
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iii) Ordenar a coluna A em ordem crescente, colocar em B1:B10
iv) Ordenar a coluna A em ordem decrescente, colocar em C1:@1L

Exerccio 2.4.4. Elabore uma macro para, com os valores quaisquer de A1:A1000
i) Construir a Amplitude Total: X mnax lg(,mn .
ii) Construir o Desvio Medio: DM = 1 1L jX; pXi-
iii) Construir o Desvio Medio Absoluto: DM = & [L; jX; X].
iv) Construir o Primeiro Quartil ( Q3), ou seja, 25% estao abaixo dele.
v) Construir o Segundo Quartil (Q2), quee a Mediana (Md), com 50% abaixo dela.

vi) Construir o Terceiro Quartil ( Qs), ou seja, 75% estao abaixo dele.
Qs Qi

vii) Construir a Amplitude Semi-Interquartlica (ou Desv io-Quartlico): DQ = —

viii) Construir o Percentil de Ordem k =10;25;50;75;90 (Obs.: P2s = Q1; Pso= Q2; Py5=
Q3)

ix) Construir a Moda (valor mais frequente, se houver).

x) Construir o Coe ciente de Assimetria de Pearson: CAP = (X Md)=S

xi) Construir o Coe ciente de Assimetria de Bowley: CAB =(Q;+ Q3 2Md)=S
Qs O

2(Peo  P10)’ -
xiii) Construir o Coe ciente de Variacao (ou Dispersao R elativa): CV = S=X

xii) Construir o Coe ciente de Curtose: K =

Exerccio 2.4.5. Elabore uma macro para, comn = 10 valores quaisquer em A1:A10 e B1:B10,
representando duas varaveisX e Y, obter:

i) os primeiros Momentos Amostrais deX e Y, dados porMx.1 € My:1 (simplicando, Mx e
My), e os desvios-padrao dX e Y.

P
i) a soma dos produtos cruzadosSyy = XiVi
i=1

iii ) a media dos produtos: Mxy = Sxy =n
iv) o Coe ciente de Covariancia, dado porCov(X;Y )= Mxy MxMy

. Cov(X;Y
v) o Coe ciente de Correlecao, dado porCorr(X;Y ) = DP(OXV()DP()Y)

2.5 Geraao de umeros aleabrios

Na patica da Estatstica acredita-se que os dados vieramde alguma distribucao de probabilidade
(istoe, sao realizecoees de alguma varavel aleabria), e por isso ha necessidadede apresentar algu-
mas das principais distribucees de probabilidades, pa dados discretos e conthuos. Nosso objetivo
e conhecer algumas caractersticas importantes, tais cano o valor esperado (nedia), desvio-padrao
(ou a variancia), coe cientes de assimetria e curtose. Algns desses conceitos serao vistos detalha-
damente maisa frente, mas sea importante g antecipar alguns resultados de forma a obter valores
aproximados nesta secao.
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Furcao Notecao
1 =ALEAT ORIO() u(o;1)
2 =ALEAT ORIO()*5+10 U(5;10)
3 =INV.NORMP(ALEAT ORIO()) N (0;1)
4  =INV.NORM(ALEAT ORIO();10;5) N (10; 5°)
5 =INV.QUI(ALEAT ORIO();5) (5)
6 =INVT(ALEAT ORIO();5) t(5)
7 =INVF(ALEAT ORIO();3;5) F(3;5)
8 =INVGAMA(ALEAT ORIO();1;1) Exp(1)
9 =INVGAMA(ALEAT ORIO();5;1) Gama(5; 1)
10 =INVLOG(ALEAT ORIO();0;1) LN (0;1)

Tabela 2.2 Exemplos das principais furcees de geracao de dados noéel

Assim, nesta secao vamos apresentar algumas macros de o de valores de varaveis (ob-
servacees ou rumeros aleabrios), em geral partindo deuma varavel X com distribucao Uniforme
no intervalo (0,1) [frequentemente representada porX U(0;1)], ou seja, serao feitas furcees
ou transformacees de varaveis de forma a obter a varawel desejada. O procedimento geral sea
gerar n observacees e com estes construir alguma furcao, tipgoma media ou variancia, ou trans-
forma-las, ou ainda veri car se alguma condcao esh sdisfeita. O valor n, podeil, em alguns casos,
ser chamado de tamanho da amostra. Naarea de Estatstica &zemos que quando o tamanho da
amostra aumenta, o resultado da amostra (estimativa) convege para o verdadeiro valor (parametro
populacional), e boa parte dos exemplos a seguir sao exempldesse conceito.

No VBA a furcao RND() , ou simplesmenteRND , simula uma observacao de umaJ(0; 1), com
resultado restrito a [0,1), ou seja, ele pode at ser nulo, ms nunca ser igual a 1. Na planilha do
Excel a brmula equivalente ao RND()e o =ALEATORIO()Perceba que a cada chamada da furcao,
um novo rumero e gerado. No Excel, se executarmos qualquepperecao, ele recalculaa tudo e
geram outro rumero aleabrio (se a opcao de realcul o automatico estiver ativada, quee o padrao).
Alternativamente, podemos teclar F9 e ele gerarm novos valores.

A Tabela 2.2 apresenta um conjunto de furcees para gerar Vares das principais distribucees
usadas na Estatstica para modelagem de dados ou testes essticos.

Exemplo 2.14. Elabore uma macro para acumular (somar)n observecees de umaX  U(0;1) e
depois apresentar na tela o valor medio. Usen = 10000.

Sub MacroMedia()
n = 10000
Soma =0
Fori=1 Ton
X = Rnd()
Soma = Soma + X
Next
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MsgBox "Media = " & Soma / n
End Sub

Para a varavel U(0;1) temos que sua nedia teoricae 1/2, e representamos porE(X) = 1=2.
Voce poder perceber que quando aumentamos o o valor obtido sea cada vez mais poximo do
valor teorico. A vari@ncia teoricae Var(X)=1=12"' 0;0833.

Exemplo 2.15. Complemente a macro anterioerara calcular a Variancia dosvalores gerados,
usando a brmula p apresentada: Var(X) = % X2 X2 = M, M2, (Lembre-se que
Var(X)= E(X?) [E(X)]?)

Sub MacroMediaVar()
n = 1000000
Somal = 0
Soma2 = 0
Fori =1 Ton
x = Rnd()
Somal = Somal + X
Soma2 = Soma2 + x N 2
Next

Media = Somal / n
Variancia = Soma2/n - Media » 2

MsgBox "Media = " & Media
MsgBox "Variancia = " & Variancia

End Sub

Exemplo 2.16. Elabore uma macro para gerar observecoes de umd&  U(O; 1) e transforna-las

em Bernoullis Y de parametrop = 0:3, apresentando ao nal o valor nedio destas Bernoullis. Use
n = 10000.

Este procedimento consiste simplesmente em gerar varav@ X 2 [0;1] e usar a regra: s&X p,
entaoY = 1; se X > p, adotamos Y = 0. Dessa forma os eventodY = 1g e fX pg sao
equivalentes, e daP(Y =1)= P(X p) = p. Vale lembrar que seX U(a;b), entao Fx (x) =
(x a=b a), e no caso particulara = 0 e b = 1, temos que Fx (x) = P(X X) = X para
x 2 (0;1).

Sub Macrobernoulli()
n = 10000 : p = 0.3
Soma = 0

Fori =1 Ton
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If Rnd() < p Then

x=1
Else
x =0
End If
Soma = Soma + X
Next
MsgBox "Media = " & Soma / n
End Sub

Observacao 2.3. O comandoif foi usando para gerar bservacees da Bernoulli de paramet p. Al-
ternativamente, poderiamos usatM1l = (Rnd() > p) + 1ou -(Rnd() < p) ouainda abs((Rnd() < p)) .
A expressao(Rnd() < p) gera um Falso (0) ou Verdadeiro (-1), por isso devemos transirma-lo,
bastando colocar o sinal negativo ou Absa frente de(Rnd() < p) . A macro anterior seria reescrita

da seguinte forma:

Sub Macrobernoulli2()
n = 10000 : p = 0.3
Soma = 0
Fori =1 Ton
X = -(Rnd() < p)
Soma = Soma + X
Next
MsgBox "Media = " & Soma / n
End Sub

Exemplo 2.17. Elabore uma macro para gerar observacees de uma varaveX  U(O; 1), trans-

forma-laemuma Y U(a;b), comaehb, atraves da brmula Y = (b a)X + a e depois apresentar
na tela o valor nedio de Y. Use n = 1000, a= 10 e b= 30. [Lembre-se queE(Y) = (a+ b=2 e

Var(X)=(b a)?=12]

Sub MacroUab()
n = 10000
a=10:b =30
Soma = 0
Fori=1Ton
x = Rnd()
y=(b-a *x+a
Soma = Soma + y
Next
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MsgBox "Media = " & Soma / n
End Sub

Exemplo 2.18. Elabore uma macro para gerar observacees de uma varaveX  U(0; 1), trans-
forma-la em uma Exponencial com pardmetro atrawes da brmula Y = 1In(1 X) e depois
apresentar na tela o valor nedio deY. Usen=1000e =0:1

Sub Macro3()
n = 10000
lambda = 0.1
Soma = 0
Fori=1Ton
x = Rnd()
y = -1 / lambda * Log(1l - x)
Soma = Soma + y
Next
MsgBox "Media = " & Soma / n
End Sub

Para gerar observacees de uma distribucao normal o proessoe um pouco mais complicado. Um
procedimento e seguir um conhecido problema de probabilidde em que geramos aleatoriamente
duas Uniformes(0,1) e usamos uma transformacao, mostrada seguir.

Exemplo 2.19. Elabore uma macro para gerar,observacees d¢ U(0;1) e.Y U(0; 1), e trans-
forma-las em N (0; 1) atraves das brmulas Z = 2In(X)cos(2Y ) eW = 2In(X)sen(2Y ).
Apresente na tela os valores nmedios d& e W. Use n = 10000.

Sub SomaNormais()
n = 10000
Pi = 4 * Atn(1) ' Tamkem gera o valor de Pi = 3,141592654...
SomaZz = 0: SomawW=0
Fori=1Ton
Xx = Rnd() : y = Rnd()
Z = Sqr(-2 * Log(x)) * Cos(2 * Pi *vy)
w = Sqr(-2 * Log(x)) * Sin(2 * Pi *y)
SomaZ = SomaZ + Z
SomaW = SomawW + W
Next
MsgBox "Media de Z =" & SomaZ / n & "; Media de W =" & SomaW / n
End Sub

2.5.1 Categorizando ou discretizando varaveis

Um procedimento muito frequentee pegar um rumero e asso@r a uma determinada categoria ou
intervalo. Na patica estamos discretizando essa varawl. Vejamos abaixo.

Introdwc-aoa Probabilidade 2018 Notas de aulas



2.5 Geracao de nimeros aleabrios 49

Exemplo 2.20. Elabore uma macro para gerar uma observecao de umdé  U(O; 1) e transforma-
las em um Uniforme discreta emf1;2; ;10g. Em suma, estamos discretizando uma varavel.

A furcao int(x) trunca (arredonda pra baixo) o valor x. Com isso, 10 x transformaa inicialmente
os valores dau(0; 1) em U(0; 10), e a furcaoint(10 x) transformaa em 0; 1; ; 9, de forma que
precisamos somar 1 a estes rumeros para obter;2;  ;10.

Sub Discretiza()

X = Rnd()

y = Int(10 * x) + 1

MsgBox "Valores gerados e transformados: " & x & " " & vy
End Sub

Outras situacees podem ser apresentadas, mas tudo se rese a construir uma furcao geral,
envolvendo a furcaoint(x). Na Estatsticae muito frequente categorizar uma vari avel X que obser-
vamos, tal como o peso, criando uma outra varavelY que representa o centro ou nal dos intervalos
desejados, ou simplesmente adotando os valores inteiro21, . Por exemplo, crie 20 observacoes
de umaN (250; 50? no Excel com o comando=INV.NORM(ALESRIO();250;50) ; na @lula ao lado
coloque a furcao =Int (C1=10) 10, expanda para as outras 19 @lulas e vocé vea que 0s vaks
dao pulos de 10 em 10, e sao o limite inferior do intervalo.eS/océ adotar = INT (C1=10) 10+10/2,
voce tem novos valores, que sao 0s centros dos intervaoTroque o 10 por 20 e veja que os intervalos
agora sao de 20 em 20.

Exerccio 2.5.1. Elabore uma macro para gerar uma observacees de umx U(0;1000) e
transforma-las em um Uniforme discreta em f10;11; 12; ; 30g.

Exerccio 2.5.2.  Elabore uma macro para gerar observacees de umé&  U(50; 100) e transforrma-
las em um Uniforme discreta emf 10;13;16;  ;31g.

Muitos outros problemas tpicos em probabilidade podem se simulados computacionalmente,
dando respostas muito poximas das verdadeiras. No geralgueremos obter a probabilidade de
ocorréncia de um evento. Para isso, repetimos 0 experimamium rumero grande de vezesif) e, ao
nal, veri camos a propoicao de vezes que 0 evento ocorremas n repetcoees. Este procedimento
serm melhor descrito posteriormente, mas antecipamos alins exemplos preliminares.

Exerccio 2.5.3. Elabore uma macro para respondera seguinte pergunta: se Eeionarmosr =23
pessoas ao acaso, qual a probabilidade de pelo menos duaerEm aniversario no mesmo dia do
ano? Considere que ha 365 dias. Us& = 10000.

Esta situacao consiste apenas em gerar o nhascimento de umdivduo, ou seja, um rumero
aleavrio inteiro representando os dias do ano: 12; ;365. Da mesma forma gere o nascimento
dos outros 22 indivduos. Agora veri que se algum rumero s repetiu (coincidéncia). Para estimar
a probabilidade, esse processo deve ser repetido um rumegrande de vezesr(), e veri cando a
propoicao de ocorréncias de coincidécias.
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Sub Aniversarios()
Dim F(365) As Integer

n = 10000
dias = 365
r =23
cC=0
Fori=1ton
Coincidiu = 0
For k =1tor
x = Rnd()
y = Int(dias * x) + 1 'Gera um rumero inteiro entre 1 e 365 (dias )
Fly) = Fy) + 1 '‘Gera a frequéncia ao dia
Next

For y = 1 to dias
If F(y) >= 2 Then Coincidiu = 1
F(y) =0

Next

If Coincidiu =1 Then C =C + 1
Next
MsgBox "Probabilidade aproximada: " & C / n
End Sub

Exerccio 2.5.4. Complemente o exerccio anterior de forma a termos o resutido para valores de
r =10;11;, ;60. Plot um ga co da probabilidade (y) como furcao der (x).

Exemplo 2.21. Um bandidoe preso em uma cela que conem 3 portas. A prime#t porta o leva a
um tinel que o conduza propria cela depois de 2 dias de viage A segunda porta leva-o a um tinel
gue o conduza popria cela depois de 4 dias de viagem. A tegira porta o conduza liberdade depois
de um dia de viagem. Se assumimos que o bandido seleciona adg®l, 2 e 3 com probabilidades
0.5, 0.3 e 0.2 respectivamente, qual o rumero esperado deali para que alcance a liberdade?

Sub Prisioneiro()
n = 100000: pl = 0.5: p2 = 0.3: dias = 0
Fori=1Ton
saida = 0: 'Inicio do jogo
While saida = 0
x = Rnd()
If x < pl Then dias = dias + 2 '‘porta = 1
If x > pl And x < pl + p2 Then dias = dias + 4 '‘porta = 2
If x > pl + p2 Then dias = dias + 1. saida = 1 '‘porta = 3
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Wend
Next MsgBox "Estimativa do tempo medio para sada: " & dias /n

End Sub

Exemplo 2.22. Joao e Joe disputam um jogo com uma moeda equilibrada. Cadogador larca a
moeda duas vezes e vence 0 jogo aquele que obtiver dois ragdol iguais. Joao comeca jogando e, se
nao vencer, passa a moeda para Jo® e, continuam assim, athando as jogadas, at alglem vencer.
A namorada de Jo® descon a da honestidade do jogo e reclamgue Joao tem mais probabilidade
de vibria por iniciar o jogo. Por outro lado, a namorada de Joao diz que issoe besteira pois, como
0 rumero de jogadas pode ser in nito, tanto faz quem comecgogando. Quem sea que tem razao?

Sub JoaoJose()
n = 1000000: p = 0.5: Joao = 0
Fori=1Ton
pare = 0: conta = O 'Inicio do jogo
While pare = 0
conta = conta + 1
M1 = Abs(Rnd() < p) 'Moeda 1
M2 = Abs(Rnd() < p) 'Moeda 2
If (M1 + M2 <> 1) Then pare = 1 'Rara se der 0 ou 2

Wend

If conta Mod 2 = 1 Then Joao = Joao + 1 'Verifica se e impar
Next
MsgBox "Estimativa da Probabilidade: " & Joao / n
End Sub

Exerccio 2.5.5.  No circuito abaixo a probabilidade de que cada um dos quatretrs esteja fechado
e p. Se todos funcionares independentemente, qual sea a prabilidade de que a energia passe da
esquerda (L) para a direita (R)?

| | ||
| I
L 1 2 R

—f—

Denotemos esta probabilidade por (p). Com um alculo simples podemos obter (p) =2p?> p*.
Este casoe extremamente simples, em sistemas complexosnes furcees extremamente complexas.
Vamos tentar con rmar a furcao (p) via programa. Para isso, vamos criarBernoullis (p) para
cada rek jndicando se esh aberto ou fechado. Para que haj energia entreL e R devemos ter
fR1=1g fR2=1g, que equivale af R1 R2 = 1g. Da mesma forma, podemos tef R3 R4 =1g,
ou ambas. Podemos sintetizar dizendo que que $ R sefR1 R2+ R3 R4 1g. E esta condcao

gue dever ser veri cada no programa.

Sub circuito()
n =1000000 : p=02: conta=0
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Fori=1Ton

R1 = Abs(Rnd() < p)

R2 = Abs(Rnd() < p)

R3 = Abs(Rnd() < p)

R4 = Abs(Rnd() < p)

If (R1 * R2 + R3 * R4 >= 1) Then conta = conta + 1
Next

MsgBox "Estimativa da Probabilidade: " & conta / n
End Sub

Observacao 2.4. Perceba que outras constricees ou condcees podem sed@tadas. Por exemplo,
fR1+ R2+ R3+ R4 3gtamlem poderia ser usada para indicar 0 uxo de corrente ente L e R.

Exerccio 2.5.6. Complemente o exerccio anterior de forma a termos o resukhido para valores de
p 2 (0;1) com incremento (step) p=0:01 Faca um ga co da probabilidade (y) como furcao dep

().

Exerccio 2.5.7.  Nos circuito abaixos a probabilidade de que cada um dos rekesteja fechadoep.
Considerando que todos funcionam independentemente, obtea a probabilidade de que a energia
passe da esquerda (L) para a direita (R). Construa um programagpara estimar essas furcees de

probabilidade.
1\/\,2 1 2
L _J_. & R L R
3 4
/\/\"’

Os exerccios anteriores podem ser vistos da seguinte formmdividimos o intervalo (0,1) em \arios
intervalos de mesmo tamanho, onde cada um est associado aruotulo, tipo 1,2,3, ,10. Depois
geramos umaU(0; 1) e vericamos em que intervalo caiu, mostrando seu otula Mas podemos
pensar em intervalos de tamanhos (probabilidades) diferaes. Com apenas dois intervalos estaremos
gerando Bernoullis, e com mais interrvalos estaremos gerdo Multinomiais.

Especi camente, para gerar a varavel Y  Multinomial (p1; p2; p3) podemos aproveitar a ideia
apresentada no Exemplo 2.16, dividindo o intervalo [0,1) entrés partes, de comprimentosps, p2 € ps,
respectivamente. Assim, teremos os subintervalol; = [0;p1), 12 =[p1;p1+ p2) elz3=[p1 + p2; 1).
Notemos que o comprimento del;e pi, o deloe p, e 0 delze p3. Geramos uma observacao
X U(0; 1) e se esta estiver ent; adotamosY =1, se estiver eml, adotamosY = 2 e se estiver
em |3 adotamosY = 3. No fundo, estamos usando uma de ncao deVaravel Indicadora .
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Exemplo 2.23. Elabore uma macro para gerar uma observacao de uma Multimoial, assumindo
o valor 1 com probabilidade 0,5, o valor 2 com probabilidade,® e o valor 2 com probabilidade 0.2.

Sub MacroMult()

n = 10000

pl = 0.5: p2 = 0.3: p3 = 0.2
Contl = 0: Cont2 = 0: Cont3 = 0

Fori=1Ton

p = Rnd()
If p < pl Then
x=1

Contl = Contl + 1
Elself p < p1 + p2 Then

X =2
Cont2 = Cont2 + 1
Else
X =3
Cont3 = Cont3 + 1
End If
Next
MsgBox "Medial = " & Contl / n & ", Media2 = " & Cont2 / n
End Sub

Alternativamente, podemos estender a ecnica apresentaa na Observecao 2.3 e usar furcees do
tipo Abs(RND < p)ou Abs(RND > p)ou Abs(RND > p And RND < pgara construir umaunica
furcao que substitua os If-Then-Else usados na macro acia Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.24. Elabore uma macro para gerar observecoey Multinomial (pz1;p2; p3), com
p1=0;5 p2=0;3 e p3 =0;2, colocando-as na colunaA da planilha.

Sub Multinomial()

n = 1000

pl = 0.5: p2 = 0.3 ' por difererca, temos p3 = 0.2
Fori=1Ton

X = Rnd()
y =1* Abs(x < pl) + 2 * Abs(x > pl And X < pl + p2) + 3 * Abs(x > pl + p2)
Cells(i , 1) =y

Next

End Sub

Execute esta macro e vocé vea que a proporcao de 1's, dés2e de 3's devem estar ben poximos
de pa1, p2 e ps.
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O poximo passoe tentar identi car a distribucao de um conjunto de dados. Como a vimos,
o Excel g tem algumas ferramentas para isso situado enfralise de Dados no Menu Dados caso
este suplemento tenha sido instalado (ver Secao 2.2).

Alternativamente, poderamos mandar o Excel contar quantas observacees estao abaixo de um
determinado valor com a furcaoCONT.SE , ou ainda CONT.SES . Ams isso, podemos gerar o0
ga co manualmente. Bastaria usar uma das furcees abaix para cada intervalo:

=CONT.SE(A1:A20;"<0.1") ou =CONT.SES(A1:A20;">0";A1:A20;"<.1")

No entanto, se o objetivoe gerar observecees sem a necéasde de colo@-las na planilha, o que
pode ser extremamenteutil, temos que montar macros para gar valores e logo identi car em que
intervalo o valor se encontra, incrementando a frequénciaesse intervalo (ou seja, somando 1). Esse
se|l 0 poximo conteudo.

2.5.2 Montando uma distribucao de frequéncias

Exemplo 2.25. Elabore uma macro para geram observacees de um&X  U(0;1), de nir K =10
intervalos (por exemplo [0;0,1], (0,1; 0,2], ..., (0,9;1]) e contar quantas observecees caem em cada
intervalo. Em suma, elaborar uma Tabela de Frequéncia dX . Use n = 1000.

Uma forma de elaborar esta macroe discretizando as obsemmaes no intervalof 1; 2; ; 10g, que
sao ndices do vetorF.

Sub Freq()
Dim F(10) As Integer
n = 1000
Fori=1Ton
x = Rnd()
y = Int(10 * x) + 1
Fiy) = F(y) + 1
Next
For i =1 To 10
MsgBox "Frequencia na classe " & i & " " & F(i)
Next
End Sub

Exemplo 2.26. Elaborar uma macro para construir uma distribucao de frequéncia criando uma
matriz que conterm os limites superiores dos intervalos, euse X U( 2;2). Leia os limites de
uma planilha (B2:BK onde Ke o rumero de classes) e coloque as frequéncias relativasbtidas na
mesma planilha com o comandaells(linha,coluna)

Sub Freqint()
Dim F(10, 2) As Single
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K = InputBox("Introduza o Numero de classes:")
n = 10000
For j =1 To K
F(j, 1) = Cells(j + 1, 2)
Next
Fori=1Ton
y=Rnd() *4 -2
For j =1 To K
If (y < F(, 1)) Then F(, 2) = F(, 2) + 1
Next
Next
For j =1 To K
Cellsj + 1, 3) =F(@, 2/ n
Next
MsgBox "Concludo!"
End Sub

Exemplo 2.27. Elaborar uma macro para distribucao de frequéncia crismdo uma matriz que con-
tem tamkem os limites dos intervalos, e useX N (0;1). Leia os limites de uma planilha e coloque
as frequéncias relativas obtidas na mesma planilha com o m@ndo cells(linha,coluna) e plotar o
um ge co de dispersao com as frequéncias obtidas.

Sub Freqint()
Dim F(20, 2) As Single

K =20
n = 10000
Pi = 4 * Atn(1)

For j=1 To K
F(j, 1) = Cells(j + 1, 2)
Next

Fori=1Ton
R1 = Rnd()
R2 = Rnd()
y = Sin(2 * Pi * R1) * Sgr(-2 * Log(R2)) 'Gerando N(0,1)

For j =1 To K
If (y < F(, 1)) Then F(, 2) = F(, 2) + 1
Next
Next
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For j =1 To K
Cells + 1, 3) =(F(, 2) -F(G-1,2)/n
Next

" Gerxao de Gafico
ActiveSheet.Shapes.AddChart.Select
ActiveChart.ChartType = xIXYScatter
ActiveChart.SetSourceData Source:=Range('B2:C21")
ActiveChart.SeriesCollection(1).Select

End Sub

Observaao 2.5. Vale notar que o VBA tem uma furcao popria para gerar obsavacees N(0,1):

y = Application.NormSInv(Rnd()) , assim como o valor de , Application.Pi() . Aem disso, la

outras formas de gerar observacoes normais. As linhas aba foram escritas em outra linguagem,
mas mostra um algoritmo e ciente para geracao de normais pdrao.

float x1, x2, w, yl, y2;

do {
x1 = 2.0 * ranf() - 1.0;
x2 = 2.0 * ranf() - 1.0;
w =x1%*x1+ x2 * x2;
} while (w >= 1.0 );

w =sgrt( (20 *In(w ) )/ w);
yl = x1 * w;
y2 = X2 * w;

2.5.3 Gerando distribucees amostrais

Na etapa anterior geramos observecees de algumas distriibees em particular, atribuindo valores
aos parametros dessas distribucees. Tamtem calculaos a media amostral e a variancia amostral,
veri cando que quando on (tamanho da amostra) cresce, o valor produzido por estas quaidades
amostrais se aproximam dos valores teoricos. A Estatstica funciona assim, ou seja, alguma dis-
tribucao, com um determinado parametro (ou mais de um) gerou os dados, e um dos principais
objetivose usar esses dados para tentar \descobrir"(owestimar) esse parametro que gerou os dados.
As brmulas adotadas, tal como anedia amostral ou variancia amostral, serao chamados desti-
madores e 0s valores nunericos gerados por eles para cada amostraae chamados desstimativas.
E poderemos ter \arios estimadores para um mesmo para um mes parametro. Naturalmente,
se tivermos amostras diferentes (ainda que de mesmo tamanhn) poderemos ter estimativas dife-
rentes, de forma que esses tais estimadores sao tamtem &seis aleatrias, e, portanto, ttm que
ter uma distribucao associada. Para que tenhamos algumanformacao sobre a distribucao dos
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estimadores, geraremos muitas dessas estimativas e estueimos suas caractersticas (histograma,
media, variancia etc.). Esse sela o procedimento geral as poximas etapas.

Exemplo 2.28. Elaborar uma macro para gerar amostras de tamanha = 5 de umaU(0;1) e

salvar na planilha a media amostral e a vari@ncia amostral A macro devega repetir esse processo
r = 10:000 vezes, colocando em linhas distintas essas estimativas. Aoal, apresente a distri-

bucao de frequéncia dessas estimativas. As estimatiganedias estao poximas das populacionais
(teoricos)?

Vamos inicialmente obter as estimativas nedias:

Sub EstimativasU01()
n=>5
r = 10000

For k =1 Tor
Soma = 0: Soma2 =0
Fori=1 Ton
X = Rnd()
Soma = Soma + X
Soma2 = Soma2 + x N 2
Next

M1 = Soma / n ' Momento Amostral de ordem 1
M2 = Soma2 / n ' Momento Amostral de ordem 2
Cells(k, 1) = M1
Cells(k, 2) = M2 - M1 ~ 2

Next

End Sub

Note que a estimativa nedia deve estar bem pioxima do verdaleiro valor (teorico) E(X) = %
No entanto, a estimativa nedia para a vari@ncia deve estarum tanto abaixo do valor teorico
Var(X) = % Multipliqgue o valor obtido por n=(n 1) e vocé tea uma proximidade bem melhor,
sem ves. Isso ocorreu porque na brmula da variancia adtada dividimos por n, e para construir
um estimador melhor devemos dividir porn 1. Neste caso dizemos que o estimadoreao viesado
(ou nao viciado). Naturalmente, para valores grandes da nao faa difererca relevante dividir por
nou porn 1, porisso nesse caso a varincia amostral viesada (divicio-se porn) devel ser um
bom estimador da verdadeira vari&ncia populacional.

Agora faca a distribucao de frequéncia e veja o comporamento (distribucao) dos dois estima-
dores: nedia amostral e variancia amostral nao-viesadadados pelas brmuas abaixo:

X0 _
Xi e §= 1 Xi X)%
n
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2.5.4 Organizando macros em sub-macros ou furcees

A subdivisao de uma macro em \arias menores pode facilitan compreensao da mesma, embora
exija maiores cuidados. Se o resultado da submacro for um val podemos chana-la defurcao,
com algumas particularidades. Uma furcao recebe um ou maiargumentos e calcula um valor.
Vamos refazer a macro anterior usando uma sub-macro que serepetida para cada eplica dentro
da macro mae.

Sub Amostra(k)

n=>5
Somal = 0: Soma2 =0
Fori =1 Ton

X = Rnd()

Somal = Somal + X
Soma2 = Soma2 + x N 2

Next
M1 = Somal / n ' Momento Amostral de ordem 1
M2 = Soma2 / n ' Momento Amostral de ordem 2

Cells(k, 1) = M1
Cells(k, 2) = M2 - M1 ~ 2
End Sub

Sub EstimativasU01()

r = 10000

For k =1 Tor
Amostra(k)

Next

End Sub

Um cuidado muito importantee com o escopoda varavel. A varavel r de nida na rotina principal
recebe o valorr = 10000 nesta rotina, mas na rotinaAmostra a varavel r estaa sem valor algum.

Exemplo 2.29. Construir uma rotina com o uso de furcees para calcularC(n; k) = n!=(k!(n k)!)

Function Fatorial(k)
Fatorial = 1
Fori =1 To k

Fatorial = Fatorial * i
Next
End Function

Function combinacao(nl, k1)
combinacao = Fatorial(nl) /(Fatorial(kl) * Fatorial(nl - k 1))
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End Function

Sub calculacomb()

n = InputBox("Insira um rumero n")

k = InputBox("Insira um rumero k")

MsgBox "C(" & n & "," & k & ") = " & combinacao(n, k)
End Sub

Em diversas situacees na Estatstica la necessidade daleatorizar um conjunto de n rumeros, ou
seja, obter uma permutacao aleabria destes. Essa operaoe frequentemente denominada deshu e .
Um bom algoritmo pode ser obtido emhttp://en.wikipedia.org/wiki/Fisher-Yates_shuffle
Basicamente, as operacees se dao com os ndices do vetpre conem osn rumeros, mas trocando
0s contaudos desse vetor. Basta realizan 1 operacees, pois 0 rumero restante e colocado ao
nal da permutecao. A tabela a seguir ilustra o funcionamento do algoritmo com n = 5 rumeros,
digamos a;; a; ; a5, colocados no vetora. A permutacao ser representada pelo vetora . Na
Etapa 1 temos 5 opcees para escolher o ndice da que sea o primeiro dea , por isso sorteamos
um rumero aleabrio entre 1 e 5. Selecionado o 4, permutams a; com a4 de a. Na Etapa 2
sorteamos um rumerok no intervalo 2 a 5, e permutamosa(2) com a(k), e assim por diante.

Etapa Inicial Intervalo Sorteado Permuta Final
1 a1a2a3a5 las 4 a1$ au a
2 azalas 2a5b 3 A a3 as a3
3 azal 3a5b 5 a$ a3 asasa;
4 a3 4a5 4 a3$ a3 a4 a5 a3 az

) a4 as aj ag ap

Exemplo 2.30. Monte um algoritmo para ler um conjunto den rumeros da coluna A e criar uma
permutecao aleabria, colocando-a na coluna B.

Sub Permuta()
Dim Ordem() As Integer

n=>5
ReDim Ordem(n)
For i = 1 To n: Ordem(i) = Cells(i, 1): Next 'Faz a leitura dos n umeros

Fori=1Ton
j=Inti + (n -1+ 1) * Rnd())
temp = Ordem(i)
Ordem(i) = Ordem())
Ordem(j) = temp
Cells(i, 2) = Ordem(i)
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Next
End Sub

2.5.5 Obtercao de Probabilidades sob a visao frequentis ta

O conceito frequentista de probabilidade envolve basicamnte a elaboracao de uma seqsencia de re-
petcees para um determinado evento. Essas repetceesio normalmente denominadas deeplicas .

A ickia de repetcees justi ca a denominacao \teoria f reqeentista”, ou seja, baseada em frequéncias.
A teoria ampara-se na regularidade estatstica das freqencias relativas e sustenta que a probabi-
lidade de um dado acontecimento pode ser medida observandofeeqeencia relativa desse acon-
tecimento, em uma sucessao numerosa de experiénciasntiéas e independentes, cada uma delas
resultando emsucessoou fracassa

Nesta linha de raciocnio, quando queremos determinar a psbabilidade de ocorréncia de um evento
A, repetimos o experimento um rumero grande, digamosn, de vezes, de onde observamasa
ocorréncias do eventoA (sucesso). A probabilidade de ocorréncia dé\, representada porP (A),
sel aproximada pela fracao de vezes que ocorreu 0 evend, ou seja

n
P(A)' -2 (2.1)
n
Normalmente essa fracaoe representada pof (A) ou f 5. Um exemplo simples pode ser sobre a
probabilidade de sair cara no larcamento de uma determinad moeda. O evento esh bem claroA:
sair cara no larcamento da moeda e se a moeda for regular (ou honesta), teremos gque(A) = %
mas nunca sabemos see realmente regular. Para veri car pamos fazem larcamentos da moeda
e anotar os resultados. Se a moeda for honesta, devemos teraximadamente metade fia = n=2)
larcamentos em que o resultado ser cara, e teremos
n=2 1
P(AA)' —= =: 2.2
(A) ===3 (2:2)
Exerccio 2.5.8. Considere um quadrado conx 2 [0;1] ey 2 [0;1]. Sorteando um ponto &;y) ao
acaso, qual a probabilidade deste ponto cair no triangulanferior do quadrado @rea hachureada)?

Primeiro devemos identi car aarea de interesse (eventoA), que neste casoe o conjunto dos
pontos em quex >y, ou seja,A = f(x;y) : x >y g. Feito isso, em termos de frequéncia relativa,
este problema poderia ter a seguinte reformulecaoElabore uma macro para gerarn observecoes
de umaX U(0;1) eY U(0;1). Verique se elas estao dentro do triangulo inferior (ou %ja,
sex >y ), contando 0s pontos em que essa condcaoe verdadeira @0 nal, obtendo a proporcao
destes pontos poma=n.

Sub Triangulo()
n = 100000
Conta = 0

Fori=1Ton
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Figura 2.5 Area do evento de interesse

x = Rnd()

y = Rnd()

If x >y Then Conta = Conta + 1
Next

MsgBox "Probabilidade = " & Conta / n

End Sub

Podemos usar este raciocnio para qualquer evento que passer representado por uma furcao. No
exemplo do triangulo, temos quef (x) = x limita a regiao A de interesse. A Figura 2.5.5 representa
a furcao f (x) = x=(x + 2) 2, que limita a regiao de interesse.

N T
.\ ¢ (] (]

Figura 2.6 Area do evento de interesse: abaixo da curvl(x) = x=(x + 2)?2

Observaao 2.6. Quando necessrio, usaremos a seguinte notecao de regp=-x 2 [a;b ey 2 [c; d],
entao teremos o retAnguloR =[a;b [c;d]. Ainda, quando a regiao for quadrada, tal comaQ =
[a; [a;b], usaremosQ = [a; b

Observacao 2.7. Como a visto em diversas situecees, se gerarmos um valox no intervalo (0,1),
entao a transformacao(b a)x + a passam a ter valores no intervalo (a; b).
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Exerccio 2.5.9. Considere um retanguloR =[0;1] [0;2]. Sorteando um ponto &;y) ao acaso,
qual a probabilidade deste ponto cair naarea em quB <y ?

Exerccio 2.5.10.  Considere um quadradoQ =[ 1;1J%. Sorteando um ponto ;y) ao acaso em
Q, qual a probabilidade deste ponto cair dentro do crculo uitrio?

Esta probabilidade pode ser calculada diretamente pela ratao entre asareas do crculo de raio 1,
quee , e a do quadrado [ 1;1]%, quee 4. Portanto, a probabilidade desejada sem =4 = 0; 785,
aproximadamente.

Primeiro devemos identi car aarea de interesse, que neste€asoe 0 conjunto dos pontos em que
x?2+ y? < 1, ou seja,A = f(x;y) 2 [ 1,1 : x? + y? < 1g. Feito isso, em termos de frequéncia
relativa, este problema consiste em sortear um rumero gratie de pontos §;y). Para cada ponto, o
evento A (sucesso) ocorrea se 0 pontox;y) estiver dentro do crculo. Em termos de implementecao
ele poderia ter a seguinte reformulacaoElabore uma macro para gerarn observacees de uma
X U(0;1) eY U(0;1) e depois transforme-as para o intervalo [-1;1]. Veri que seelas estao
dentro do crculo de raio 1 (ou seja, sex?+ y? 1, contando qual a proporcao destes pontos.

Figura 2.7 Contagem do rumero de eventos favoaveis

Sub Circulo()
n = 100000
Conta = 0

Fori=1Ton

X = Rnd()
y = Rnd()
X=2*x-1
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2*y-1
=Sqrx 2 +y "2

If (r < 1) Then Conta = Conta + 1
Next

MsgBox "Probabilidade = " & Conta / n

End Sub

Exemplo 2.31. Repita 0 exemplo anterior considerando uma esfera de raio lemtro de um cubo
de lado 2, e conte a propoicao de pontos que caia na esfera

Este alculo tamlkem pode ser feito exatamente pela relamo entre o volume da esferag Jeo
volume do cubo de lado 2 (9 = 8), resultando em =6 0;5236, aproximadamente.

Sub Esfera()
n=10"7
Conta = 0

Fori=1Ton

x = Rnd()
y = Rnd()
Z = Rnd()
X=2*x-1
y=2*y-1
Z=2*Z7Z-1

r=Ssgrix "2 +y"2+2n"2)

If (r < 1) Then Conta = Conta + 1
Next
MsgBox "Probabilidade = " & Conta / n
End Sub

2.5.6 Aproximando uma integral

Podemos usar este mesmo princpio para aproximar o valor dama integral, que em muitas situacees
equivale a calcular uma probabilidade. Por exemplo, desejaos obter aarea da regiacA, contida
em um retAnguloR. Essa integral (probabilidade) pode ser calculada diretarante pela relacao entre
asareas da regiaoA e a deR. Considerando a regiacA denida x 2 (0;1) ey 2 (O;f (x)) (ver
Figura 2.8), claramente aarea deRe 1, e aarea de Ae dada por
z z
1 1 X x3 1 1
f (x)dx = Xxdx= — = =
0 0 3, 3

Portanto, aarea desejada seal—f’ = % Para ns de simulecao, devemos gerar um pontox e
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calcular f (x). Este valor sea usado para determinar a condcao(ou pobabilidade) de sucesso do
evento A desejado. Portanto, devela ser gerado um outro pontoy cuja probabilidade de sucesso
(estar sob a curva) sea dada porf (x), ou seja,y < f (x) sema a condcao de sucesso. Enm,
contaremos 0 rumero de sucessos.

Na patica, e a mesma coisa feita para o exemplo do trianguo. Geramos X;Y ) em um de-
terminado retAngulo e veri camos se 0 ponto caiu em uma regio de interesse, que e abaixo da
furcao.

Exerccio 2.5.11. Elabore uma macro para geram observacees deumX  U(0;1)eY  U(0;1).
Veri que se elas estao dentro da regiad\ de nida pelas furceesf (x) =0 ef (x) = x?; x 2 (0; 1),
contando qual a propolcao de pontos que caem em.

e i ¢ o ® ° y,
° d © :. ¢ ..0 V
A R A {

A R 4

p o./le. hd
LR A Y
° y [ .=

.'. /‘.. * ..‘ °

Figura 2.8 Contagem do rumero de eventos favoaveis enj0; 1]2

Sub Integral()
n = 100000
Conta = 0
Fori=1Ton
x = Rnd()
y = Rnd()
f=xn2
If y < f Then Conta = Conta + 1 ' Esh abaixo da furcao
Next
MsgBox "Probabilidade = " & Conta / n
End Sub

Caso a variacao dex ou f nao fosse o intervalo (§1), deveramos transformar x ey linearmente
porx =(b. ax)x+axey =(b ay)x+ ay, de forma a cobrir aarea desejada. Assim estamos
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esticando ou encolhendo o intervalo inicial (0,1). Para sagr o mnimo e/ou o maximo da furcao f,

podemos usar o Excel, por exemplo, colocar varios valoresedk na colunaA e na colunaB usamos
uma brmula para obter os valores da furcaof avaliados nos pontos da coluna. As issoe D

obter o maximo dos valores obtidos na colunaB.

Exemplo 2.32. Elabore uma macro para obter uma aproximacao para a integd def (x) = x2; x 2
(0; 2).

Claramente essa integral resulta em &3. Notemos quex 2 (0;2) e f (x) 2 (0;4), de forma
gue devemos considerar aarea do retangulo que engloba arftao f no intervalo desejado, istoe,

[0;2] [O;4], que temarea Q = 8.

Sub Integral()
n = 100000
Q =8 ‘'area do quadrado [0,2]x][0,4]
Conta = 0
Fori=1Ton
X = Rnd() * 2 'Intervalo [0,2]
y = Rnd() * 4 ‘Intervalo [0,4]

f=xn2

If y < f Then Conta = Conta + 1 '(Condcao de Sucesso)
Next
MsgBox "Integral = " & (Conta / n) * Q
End Sub

Vamos considerar agora o caso bidimensional. Sefa(x;y) = expf (x? + y?)=2g;(x;y) 2 R?2.
Esta furcaoe sinmetrica em torno da origem, com seu maximo no ponto (G; 0), igual a expfOg = 1,
com variacao predominante no intervalo [ 4;4]. O resultado dessa integrale 2 ' 6;283

Sub Gaussiana2()

n=110"7

a=4 "intervalo [-a , @]

Q=1*(2*a) ™2 "' volume do paraleleppedo
Fori=1Ton

x=Rnd() * (2 *a) -a'[a, a]
y=Rnd() *(2*a)-a'l[a, 3]
z
f

Rnd() [0, 1]
= Exp(-x "2 +y ™2/ 2

If Z < f Then Conta = Conta + 1 '(Condcao de Sucesso)
Next
Integ = (Conta / n) * Q
MsgBox "Integral: " & Integ
End Sub
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Figura 2.9 Integral de uma normal bidimensional

2.6 Alguns problemas especiais de Probabilidade

P
Vamos agora considerar a seguinte situacao: s¢; Exp( );i=1; m;eyY = i“ll Xi, vamos

obtera P(Y >K).

Exerccio 2.6.1.  Elabore uma macro para gerarm observecees de um&X  Exp( ) e sona-las.
Veri que se esta somae superior aK . Repita 0 processon vezes, calculando a proporcao de pontos
que satisfaz a condcao. Usan =15, =20, K =365 e n =10000.

Sub Exponencial()

n = 10000
m = 15
lambda = 20
K = 365

Conta = 0
Fori =1 Ton
Soma =0
For j=1 To m
X = -lambda * Log(1 - Rnd())

Introdwc-aoa Probabilidade 2018 Notas de aulas



2.7 O Metodo da Transformacao Inversa 67

Soma = Soma + X
Next
If (Soma > K) Then Conta = Conta + 1
Next
Prob = Conta / n
MsgBox "Probabilidade: " & Prob

End Sub

2.7 O Metodo da Transformaao Inversa

Uma forma mais geral de geracao de varaveis aleabriag atrawes de sua Furcao de Distribucao
Fx (x) = P(X x) 2 [0;1], chamadoMetodo da Transformacao Inversa. GerandoY  U(0; 1), e
resolvendoY = F(X), chegamos aX = F 1(Y) com a distribucao desejada.

> 1

7

_— e

Figura 2.10 Transformacao Inversa

Exemplo 2.33. Considerando X U(a;b), temos queFyx (x) = (x a)=b a). Resolvendo
y=(x a)=(b a) obtemosx = (b a)y+ a. Basta agora gerarY U(O; 1) e fazer a transformacao.
Podemos notar quex 2 (a;b).

Exemplo 2.34. ConsiderandoX Exp( ),temos queFx (x)=1 e *.Resolvendoy=1 e *
obtemosx = 1In(1 ). Basta agora gerarY U(O;1) e fazer a transformacao. Podemos notar
quex 2 (0;1).
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2.8 O Ambiente R

R e uma plataforma livre para computecao estatstica que inclue um excelente ambiente ga co.
O R comecou a ser desenvolvido por Robert Gentleman e Ross Ihakdo Departamento de Es-
tatstica da Universidade de Auckland na Nova Zelandia, mais conhecidos por "R & R", apelido
do qual se originou o nomeR do programa. Com o incentivo de um dos primeiros uslarios dete
programa, Martin Machler do ETH Zarich (Instituto Federa | de Tecnologia Zurique da Swca), "R

& R"larcaram o @digo fonte do R em 1995, disponvel por ftp (uma forma de se transferir dads
pela internet), sobre os termos de Free Software Foundatiasn GNU general license, que seria um
tipo de "licerca para softwares livres". Desde entao AR vem ganhando cada vez mais adeptos em
todo o mundo, em parte devido ao fato de ser totalmente gratud e tamkem por ser um programa
que exige do usuwario o conhecimento das aralises que estazendo, diminuindo assim as chances
de uma interpretacao errada dos resultados. Outro fator importante para a difusao doR e a sua
compatibilidade com quase todos os sistemas operacionais.

Apresentaremos a seguir um breve resumo de suas furceegixindo os detalhes para os muitos
manuais disponveis na Internet; na gina http://www.helitontavares/R/ ha\arios deles. Iniciamos
com algumas observacoes gerais antes de apresentar aies mais usuais. Naguela mgina tamkem
serao disponibilizados os execuaveis para instalaoca

Caso sensitivo Todas as furcees em R sao caso-sensitivas, ou seja, e&gis com letras mausculas
sao diferentes de varaveis com letras mirusculas. Por xemplo, x=2 e X=3 serao duas
varaveis distintas com valores diferentes.

Help Para obter ajuda sobre um comand@lot, usehelp(plot) ou ?plot. O mesmo vale para qualquer
outro comando.

Script O conjunto de comandos sea chamado de script. as vezes eantrase com outras de-
nominacees (macro, sintaxe, programa etc). Podemos usas combinacao de teclasCON-
TROL+R para rodar as linhas selecionadas de script.

RStudio O RStudioe uma interface que organiza de forma bem e cientewarias janelas no R.
Recomenda-se fortemente a sua instalacao, aps a instalao do R. A partir disso, basta abrir
o RStudio que ele a ativaa o R.

package De forma geral, os comandos do R estao dentro depacotes (pages), de forma que antes
de executar comandos espec cose necessrio carregarm ou mais pacotes.

Abaixo apresentamos o visual do RStudio. Ele esa divididoem quatro janelas, em que a pri-
meira (superior-esquerdd conem o conjunto de comandos que queremos executar (Sqt), podendo
conter \arios scripts, em abas distintas, um ao lado do outo. A janela superior-direita conem o
workspace (todas as varaveis criadas), bem como o histico. Na janelainferior-esquerda, chamada
console, sao apresentados os resultados dos processamentos doptc Na janela inferior-direita
podemos visualizar todos os ga cos gerados, abm de helppacotes (packages) e arquivos. Um
breve resumo dos principais comandos do R ser apresentadoaseguir.
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Figura 2.11 Apresentecao do RStudio

2.8.1 Rodando scripts

E sempre aconsellavel escrever os scripts e saha-los emmuarquivo, que terao a extensaaR.
Tamlem e imporante que os scritps contenham explicacos sobre o que faz cada operacao; usa-
se o caracter] para iniciar um comenario. Na pagina www.helitontavare s,com/R com o arquivo
scriptl.R que conem todos os comandos aqui apresentados.

Para rodar um scritp podemos ir ag a janela de scripts, marar as linhas a serem executadas e
clicar no cone de Run, ao topo desta janela. Tamkem podems teclar CONTROL+R. Alternativa-
mente, podemos copiar ou digitar diretamente naconsolee teclar enter. Veremos que 0 R enumera
as linhas com [1], [2] ...
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2.8.2 Obtendo ajuda sobre algum comando

Na janela de ajuda, cliqgue o nome do comando comando desejadélternativamente, podemos
escrever no script o comando help(plot) ou ?plot e execute.

2.8.3 Fomas de atribucees de valores
i) a<-2
i) 2->a
ii ) a=2
2.8.4 Construindo sequéncias
i) A=1:10 produz 1,2,3,...,9,10
i) C = seq(from=1, to=10) mesmo que 1:10

iii) D = seq(length=51, from=-5, by=.2)

iv) C = seq(from=1, to=4, length=6)

v) C = seq(from=1, to=4, by=0.5)

vi) C = seq(2,50,2) produz 2,4,6,8, ... ,50
vii) E = rep(2, times=5)

viii ) rep(5, times=3) produz555
ix) rep(1:5, 3) produz[l]123451234512345

2.8.5 Montando vetores e matrizes

A furcao c¢() e usada para juntar (concatenar) diferentes elementos paa formar um arranjo maior.
Vejamos alguns exemplos:

i) B=c(1,2,3) produz 1,2,3

i) F =c@B, 0, A

iii) a = c(3.4, pi, exp(-1))
iv)

v)
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Uma primeira aplicacao: imc

O ndice de massa correa (imc), muito utilizado em diversas areas nedicas, bem como em
Educacao Fsica,e obtido pela brmula: imc = peso=altura? [peso emKg e altura em metros(m)].
Nesta aplicacao foram obtidos os pesos e alturas de seisgzeas e desejamos calcular seus imc's.

peso = c¢(60, 72, 57, 90, 95, 72)

altura = ¢(1.75, 1.80, 1.65, 1.90, 1.74, 1.91)
imc = peso/(altura™?)

imc

2.8.6 Principais furcees matenaticas

i) log(x) # Log de base e de x
i) exp(x) # Antilog de x (e”x)
iii ) log(x,n) # Log de base n de x

iv) logl0(x) # Log de base 10 de X

V) sqrt(x) # Raiz quadrada de x

vi) choose(n,x) n!/(x!(n-x)"

vii) cos(x), sin(x), tan(x) # Furcees trigononetricas de x em radianos
viii ) acos(x), asin(x), atan(x) # Furcees trig. inversas de x em radianos
ix) abs(x) # Valor absoluto de x

X) round(x, dig = 1)

Xi) sort(x) # Organizando os dados

Xii ) sort(x,decreasing=T)

Principais furcees Estatsticas

i) min(x) # Mnimo do vetor x
i) max(x)) # Maximo do vetor X
iii ) sum(x) # Soma dos elementos de x
iv) length(x) # Num. elementos de X
v) mean(x) # Media amostral
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vi)
vii)
viii )
iX)
X)
Xi)
Xii )
xiii )
Xiv')
XV)
XVi)
XVii )

Xviii )

Observacao 2.8.

var(x) # Variancia amostral

sd(x) # Desvio padrao amostral

median(x) # Mediana amostral

guantile(x,p) # Quantis p=(p1,p2...) dos elementos de x. Ex
cor(x,y) # Correlaao amostral entre X e Y
range(X) # Equivalente a c(min(x),max(x))
table() # Frequéncias

summary(x) # Resumo de estatsticas descritivas
cumsum(x) # Acumulada prod(x)

cumprod(x) # Acumula os produtos

diff(x) # x(i)-x(i-1)

which.min(x) # Postao do mnimo

which.max(x) # Postao do maximo

max(x)-min(x) # amplitude total
colMeans(H) # Media para cada coluna
sd(x)/mean(x)*100 # coeficiente de variaxao
sd(x) = sqrt(var(x))

diag(var(H)) # variancias por coluna

2.8.7 Ga cos bidimensionais

. p=c(.25,.5,.75)

. Algumas furcees podem ser construdas a partir das fuoees.

A principal furcao para plotar uma furcao f (x)e a plot, que tem \arias opcees. Basicamente,
devemos criar um vetorx com os pontos em que serao calculados os valores da furoae f (x).

A cada comando plot sela gerado um novo gr co, e todos podeao ser acessados atraes das setas
(esquerda e direita) da janela plots. Abaixo segue um conjun de exemplos e opcoees desta furcao.
O help com as opcees pode ser obtido cotmelp(plot).

i)
i)
ii )

plot(x,y,type="b")
plot(x,log(x),type="b")
plot(x, y, type = "I")
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iv) plot(x, y, type = "p")
v) plot(x, y, type = "0")
vi) plot(x, y, type = "b")
vii) plot(x, y, type = "h")
viii ) plot(x, y, type = "S")
ix) plot(x, y, type = "s")
x) plot(x, y, type = "n")

Xi) points(rev(x),y)#adiciona pontos ao gafico ativo

xii ) lines(x,100-y) #adiciona linhas ao gafico ativo

Alterando alguns padrees dos ga cos

i) points(x,8000-y,pch="*") #smbolo asterisco
i) points(rev(x),y,pch=3) #adiciona cruzes
ii ) plot(x,y,pch="@")

iv) plot(x,y,pch=1:3)

v) plot(0:20,0:20,pch=0:20)

vi) curve(100*(x"3-x"2)+15, from=0, to=1)

Ga cos bidimensionais com subgga cos

i) par(mfrow = c(1,1)) #padrao

i) par(mfrow = c¢(3,2)) #gaficos multiplos

iii ) par(mfrow = c(4, 2), mar = c(2, 2, 0.3, 0.3), mgp = c(1.5, 0.6,0 )

Ga cos tridimensionais

O principal comando para ga cos em 3de o open3d() .

i) x = sort(rnorm(1000))
i) y = rnorm(1000)
iii) z = rnorm(1000) + atan2(x,y)

iv) plot3d(x, y, z, col=rainbow(1000))
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2.8.8 Operaoes matriciais
i) A =19

i) A = matrix(A, nrow = 3, ncol = 3, byrow = TRUE)
iii ) A[3,3]=10 # Muda o elemento (3,3) da matriz A
iv) A[1]

v) BI[1,3]; B[c(1,2),3];B[c(1,3),c(2,4)] #selecionando par tes de uma matriz
vi) B = t(A)
vii) rowSums(A[,2:3])
viii ) diag(c(1, 2, 3))
ix) A*B # Produto ponto a ponto
X) A %*% B # Produto matricial
xi) A.inv = solve(A)) # Inversa de A
Xii) A %*% A.inv #
xiii ) det(A) determinante da matriz A

Xiv) pmin, pmax

2.8.9 Distribucees de probabilidade e furcees associa das

Ha muitas distribucees de probabilidade naarea de Estatstica. Para cada distribucao podemos
estar interessados em quatro tipos de opereacees, represadas por d, p, g, r, descritas abaixo.

d : furcao (densidade) de probabilidade avaliada em um port;
p : probabilidade associada a algum evento,
g : valores para construir Intervalos de Con arca (IC),
r . observacees pseudo-aleabrias.
Estas letras precedem as furcees das distribucees. Qgincipais casos sao:

i) Normal:  dnorm(), pnorm(), gnorm(), rnorm()

i) t-Student: dt(), pt(), qt(), rt()

ili ) Qui-quadrado:  dchisq(), pchisq(), gchisq(), rchisq()
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iv) Poisson: dpois(), ppois(), gpois(), rpois()
v) Uniforme:
vi) Gama:
vii) Cauchy:
viii ) Geonetrica:
ix) Hipergeonetrica:
x) F:
xi) Exponencial:
Xii ) Beta:
xiii ) Weibull:
Exemplo 2.35. Obter o valor f (x) da densidade da\ (0; 1) avaliada no pontox = 1.
dnorm(x=1,mean=0,sd=1)
Resultado, f (1) = 0:2419707
Exemplo 2.36. Plotar o gaco da fdp N (0;1).

x = seq(-3,3,0.01)
plot(x,dnorm(x,0,1),type="1",xlab="x",ylab="f(x)")

Exemplo 2.37. Calcular a probabilidadeP(Z > 1), ondeZ N (0;1).
pnorm(-1)
Exemplo 2.38. Obter P(Z < 1) =0:1586553(duas oprees)

pnorm(g=-1,mean=0,sd=1,lower.tail=T)
1-pnorm(g=1,mean=0,sd=1,lower.tail=F)

Exemplo 2.39. Ober o valor dez tal que P(Z >z ) = 0:95. Resultado: z = 1:644854

gnorm(p=0.95,mean=0,sd=1)
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2.8.10 Geraao de valores de varaveis aleabrias no R

Uma das necessidades mais importantese a geracao de vads de cada ditribucao, simulando o que
ocorre na patica. A letra r que determina essas furcees, provem da palavreandom, que signi ca
aleabrio. A cada vez que executamos um comando, sao geraslidiferentes valores aleabrios, mas se
quisermos repetcao dos valores podemos resetar a semerfou raiz) com o comandoset.seed(1) .
A seguir apresentamos furcees de nidas no R para gerazade valores de varaveis aleabrias para
\arias distribucees.

Exemplo 2.40. Gerar 20 observacoes de uma N(0,1).
rnorm(n=20)

Exemplo 2.41. Gerar 20 observacees de uma (10; 9).

rnorm(n=20,mean=10,sd=3)

Descritivas

Para gerar estatsticas descritivas de um conunto de dadopodemos usar a furcasummary
Exemplo 2.42. Gerar 1000 valores de umaN (0; 1) e apresentar um sunario.

nrv = rnorm(mean=0,sd=1,n=10000)
print(summary(nrv))

Tabela 2.3 Furcees para geracao de observaees no R

Furcao Distribucees
runif(x,min,max) Uniforme
rnorm(x,mean,sd) Normal
rinorm(x,mean,sd) Lognormal
rt(x,df) t-Student
rf(x,df1,df2) F

rchisq(x,df) Qui-quadrado
rexp(x) Exponencial
rgamma(x,shape,scale) Gama
rbeta(x,a,b) Beta
rcauchy(x,location,scale) Cauchy
rbinom(x,n,p) Binomial
rgeom(x,p) Geonetrica
rpois(x,lambda) Poisson
rhyper(x,m,n,k) Hipergeonetrica
rweibull(x,m) Weibull
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2.8.11 Construindo um histograma

Para plotar um histograma de um conunto de dados, usamos a faao hist .
Exemplo 2.43. Gerar 1000 valores de umaN (0; 1) e apresentar um histograma.

nrv = rnorm(mean=0,sd=1,n=10000)
hist(nrv)

Exemplo 2.44. Gerar 1000 valores de umaN (0; 1) e apresentar um histograma.

X = rnorm(1000) #Geraao das observaees
par(mfrow=c(2,1)) #Serao dois gaficos
hist(x,main=1) #histograma padrao
hist(x,breaks=seq(-5,5,.1),main=2) #histograma com op coees

Perceba que foram apresentados dois g& cos na mesma guraom o par(mfrow=c(2,1))

Exemplo 2.45. Gerar 1000 valores de uma 2(10) e apresentar um histograma.

x=rchisq(1000,10); #Geraao das 1000 observacoes
hist(x) #histograma padraao de x
hist(x, #histograma de x com opees:
main="Histograma Qui-quadrado”, #ttulo

xlab="Valores", #texto do eixo das abscissas
ylab="Prob", #texto do eixo das ordenadas
br=c(c(0,5),c(5,15),5*3:7), #int das classes

xlim=c(0,30), #limites do eixo de x
ylim=c(0,0.1), #limites do eixo y
col="lightblue", #cor das colunas
border="white", #cor das bordas das colunas
prob=T, #mostrar probabilidades.
right=T, #int fechados a direita

adj=0, #alinhamento dos textos
col.axis="red") #cor do texto nos eixos

Perceba que foram apresentados dois ga cos em janelas digas.
Exemplo 2.46. Entrar com um determinado conjunto de dados e apresentar umistograma.

dados = ¢(25,27,18,16,21,22,21,20,18,23,27,21,19,20,2 1,16)
hist(dados, #histograma de dados
nc=e6, #mumero de classes igual a 6
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right=F, #int fechado a esquerda
main="Histograma", #ttulo do histograma
xlab="tempo (em minutos)", #texto do eixo x
ylab="frequencia", #texto do eixo y

col=2) #usa a cor cinza nas barras

2.8.12 Construindo um ga co de barras

Para plotar um g@a co de barras de um conunto de dados, usams a furcaobarplot .
Exemplo 2.47. Entrar com um determinado conjunto de dados e apresentar umigco de barras.
barplot(table(c("all’llall1llall’Ilall,Ilall,llbll,Ilbll,llbll,llcll ,IICII’IIVII,IIVII)))

Exemplo 2.48. Entrar com as frequéncias obtidas em determinado conjuntale dados e apresentar
um ga co de barras.

dados<-c("a"=4,"b"=7)
barplot(dados)

Exemplo 2.49. Entrar com dados e apresentar um ga co de barras horizontas.

barplot(table(c("a","a","a","a","a","b","b","b","c" e, "v",""), hor=T)

Exemplo 2.50. Gerar n =100 valoresX B(10;5%) e de (10) e plotar um ga co de barras

X = rnorm(100,10,4)
y = rchisq(100,10)
boxplot(x,y)

2.8.13 Construindo um ga co de setores (pizza)

Para plotar um g@a co de pizza de um conunto de dados, usamosa furcao pie .
Exemplo 2.51. Geracao de ga co de pizza

x=c(1,1,2,2,2,2,3,3,3)
pie(x)

pie(x, labels = paste(round(tp3, dig=2), "%"), col = c(2,4) )
legend("topleft”, legend=names(t3), fill = c(2,4))
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2.8.14 Integraao nunerica simples

Ha \arios netodos para obtercao de aproximacees para integrais. Apresentamos, para ns de
ilustracao, uma ideia bem simples de como proceder.

Exemplo 2.52. Obter valor aproximado para a integral da furcaof (t) = cos(t) no intervalo
[0; =6].

dt = 0.005

t = seq(0, pi/6, by = dt)
ft = cos(t)

plot(t,ft)

| = sum(ft) * dt

2.8.15 Programando com o R
Expressee condicionais

if (logical_expression) { expression_1 ... }

if (logical_expression) { expression_1 ... } else { express ion_2 ...}

Loops

for (i in 1:n) {}

while (logical_expression) { expression_1 ... }
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Captulo 3

Conceitos Bsicos

3.1 Introdwao

Muitas das decisees que ocorrem ha patica, sejam por grales empresas, bolsas de valores,
planos de saude, liberacao de renedios para comerciatecao, dentre outras, sao baseadas em algo
altamente favoavel. Ressalta-se altamente porque as pessoas sao diferentes, os momentos podem
ser diferentes, as condcees sao ferentes, de forma quaramente obtemos sucesso em 100% dos
casos.

Todas as vezes que se estuda algum fendbmeno obsenaveljetiva-se distinguir o poprio fenébmeno
e 0 modelo materatico (determinstico ou probabilstic 0), que melhor o explique. Os fenbmenos
estudados pela estatstica sao fendbmenos cujo resultag mesmo em condcees normais de experi-
mentacao varia de uma observecao para outra, di cultando dessa forma a previsao de um resultado
futuro. Para a explicacao desses fendbmenos (fendbmenaseabrios), adotaremos um modelo ma-
termatico probabilstico. Que neste caso sela 0 Galculo das Probabilidades.

3.2 Experimentos Aleabrios

Hoje em dia grande quantidade de jogose oferecida, entre oguais citamos, por exemplo: A
Loteria Federal, A Sena e a Loteria Esportiva.E natural que se pense nas chances de ganhar um
prémio antes de se decidir em qual deles jogar. Um torcedomrpcura avaliar as chances de vibria
de seu clube antes de cada jogo do qual o mesmo participaa. foteria esportiva foi criada em
furcao do interesse do brasileiro pelo futebol e de sua peho por jogos. Na loteria esportiva a cada
rodadae escolhido um determinado rumero de jogos e a apoatconsiste da escolha em cada jogo
de um dos possveis resultados, ou seja, vibria de um dos ais clubes ou empate.

Muitas vezes ao acordar nos perguntamos: Sea que vai chave De um modo ou de outro
atribumos um valor a chance de chover e entao decidimos dipo de roupa que usaremos e se
levaremos ou nao um guarda chuva conosco. Pode-se imaginana srie de outras situacees na
gual nos deparamos, com a incerteza quantoa ocorréncia dema das possveis alternativas dentro
de um contexto no qual se esh inserido. Por exemplo, ao ch@g a uma bifurcecao na qual la duas
opcoees de tafego para se dirigir a um local desejado, prura-se avaliar as condcees de transito
nos dois caminhos para entao decidir-se por um deles.

Um analista de sistemas atribui chances aos possveis rueros de usiarios que estarao ligados,
a uma rede durante certo perodo. Um engenheiro industrialavalia as chances de um determinado
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processo encontrar-se em equilbrio, ou atribui chances qra as possveis propoicees de pecas defei-
tuosas por ele produzidas. Um nedico defronta-se com a inceza em relacao ao efeito provocado
pela administracao de um novo remedio a um determinado paiente.

Ha uma grande classe de experimentos que, ao serem repet&lnas mesmas condcees, produzem
resultados diferentes. Em outras palavras, experimentosg, quando realizados, nao apresentam
resultados previsveis de antemao.

Dencao 3.2.1. Experimentos que ao serem repetidos nas mesmas condcerso produzem o
mesmo resultado sao denominados experimentos aleabso
Apresenta-se a seguir alguns exemplos de experimentos abei@s:

Exemplo 3.2.1. Quando retiramos um lote de pecas em um processo de prodao; observamos
gue o rumero de pecas defeituosas varia de lote para lote.

Exemplo 3.2.2. O rumero de chamados telefénicas que chegam a uma centrafreum determinado
intervalo de tempo nao pode ser determinado de antemao.

Exemplo 3.2.3. Se escolhermos uma lampada do processo de fabricacao esetvarmos o seu
tempo de duracao, veri caremos que este tempo varia de Wpada para lampada.

Exemplo 3.2.4. Se larcarmos um dado sobre uma superfcie plana e observaros o rumero que
aparece na face superior, nao poderemos determinar \a pritqual sea esse rumero.

Exemplo 3.2.5. Se selecionarmos um casal dentre \arios outros casais e @pgarmos o sexo do
primogénito, nao serl possvel determira-lo \a prior i, e 0 mesmo ia variar de casal para casal.

Dencao 3.2.2. Os experimentos que ao serem repetidos nas mesmas con@iseconduzem ao
mesmo resultado sao denominados determinsticos.
Eis alguns exemplos de experimentos determinsticos

Exemplo 3.2.6. Se deixarmos uma pedra cair de certa altura pode-se deterndn sua poscao e
velocidade para qualquer instante de tempo posteriora quda.

Exemplo 3.2.7. Se aquecermos aagua a 100 graus centgrados, a mesma ergram ebulcao.

Objetiva-se, portanto, construir um modelo matemnatico para representar experimentos aleabrios.
Isso ser feito em duas etapas: Na primeira descreveremosa cada experimento aleabrio o con-
junto de seus resultados possveis, e ha segunda procuran®s atribuir pesos a cada resultado que
re itam a sua maior ou menor chance de ocorrer, quando o expanentoe realizado.

3.3 Espaco Amostral e Eventos

De ntao 3.3.1. Denominaremos espaco amostral associado a um experimentmconjunto de seus
resultados possveis.

O espaco amostral sea representado por um conjunto S, cujs elementos serao denominados
eventos simples ou pontos amostrais. Sempre que o experinterfor realizado, ia se supor que
ocorreg um e apenas um evento simples.
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Exemplo 3.3.1. No Exemplo 4.2.4, que corresponde ao larcamento de um dado,espaco amostral
e 0 conjunto:
S=11,2,3;4;5;69

Exemplo 3.3.2. Uma moedae larcada duas vezes sobre uma superfcie plan€&Em cada um dos
dois larcamentos pode ocorrer cara (K) ou coroa (C). O espab amostrale o conjunto:

S = fKK;KC;CK;CC ¢

Exemplo 3.3.3. Trés pecas sao retiradas de uma linha de producao. Cadpecae classi cada como
boa (B) ou defeituosa (D). O espaco amostral associado a esexperimentoe:

fBBB;BBD;BDB; DBB;BDD; DBD; DDB; DDD g

Nos Exemplos 4.3.1; 4.3.2; 4.3.3; O espaco amostrale nib. Apresentaremos a seguir exemplos de
experimentos aleabrios, cujos espacos amostrais nacae nitos.

Exemplo 3.3.4. Uma moedae larcada sucessivamente ae que apareca carpela primeira vez.
Se ocorrer cara no primeiro larcamento o experimento ternmia. Se ocorrer coroa no primeiro
larcamento , faz-se um segundo larcamento e se entao ocer cara 0 experimento termina. Se
nao ocorrer cara nos dois primeiros larcamentos, faz-saruterceiro lancamento e caso nao ocorra
cara, faz-se um quarto larcamento e assim por diante at s&eri car a ocorréncia da primeira cara,
guee quando o experimento termina. O espaco amostrale o onjunto:

fK;CK;CCK;CCCK;CCCCK;:u: g

Note que os pontos desse espaco amostral, podem ser postos eorrespondéncia biunvuca com o
conjunto dos rumeros naturais e portanto, elee in nito, p oem enumegvel.

Exemplo 3.3.5. Considere o Exemplo 4.2.2, a onde observamos o rumero de e¢hadas telefénicas
gue chegam a uma central durante um intervalo de tempo. O espa amostrale o conjunto:

Exemplo 3.3.6. Considere a situacao do Exemplo 4.2.3, a onde observamostempo de vida de
uma lampada. O espaco amostrale o conjunto dos rumeros eais nao negativos. Ou seja:

fx:xreal;x Og

Exemplo 3.3.7. A umidade do ar pode ser registrada por meio de higrébmetro. bh higrémetro
pode ser acoplado a um dispositivo que possui um ponteiro, gudesliza sobre papel milimetrado e
registra em cada instante a umidade do ar. Se as leituras sdeitas no intervalo de tempo [QT]:
Entao o resultadoe uma curva que a cada 2 [0; T]; associa-sex(t); que designa a umidade do
ar no instante t: E razavel supor-se quex(t);e uma furcao contnua de t: no intervalo [0;T]: O
espaco amostral nesse casoe 0 conjunto:
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S = fx : xe uma furcao contnua em [0; T]g:

Nos Exemplos 4.3.4 e 4.3.5, 0 espaco amostrale in nito, pem enumeavel, istoe, pode ser posto
em correspondéncia biunvoca com o conjunto dos naturais

Nos Exemplos 4.3.6 e 4.3.7, 0 espaco amostrale in nito e a6 enumeavel.

Seja S o espaco amostral associado a um experimento aledb.

De ncao 3.3.2. Denominaremos de evento a todo resultado ou subconjunto desultados de um
experimento.

Os eventos serao representados por subconjuntos do espamostral. Os eventos representados
por um conjunto unigrio, istoe, contendo apenas um ponto do espaco amostral sao denominados
eventos simples. Diremos que o evento \A"ocorre quando o refado do experimentoe um evento
simples pertencentea \A".

Exemplo 3.3.8. No Exemplo 4.3.3, consideremos o evento \A": duas pecas gaoas. Tem-se:
A = fBBD;BDB;DBB ¢
Entao \A"ocorre se ocorrer um dos trés eventos simples BBDBDB, ou DBB.

Exemplo 3.3.9. No Exemplo 4.3.4, consideramos o evento \A": A primeira caraocorre em um
larcamento quee um multiplo de 3. Temos entao:

Os eventos simples de \A"tém 3n-1, coroas que precedem a aeéncia da primeira cara na poscao
3n,paran=1, 2, 3,

Exemplo 3.3.10. No Exemplo 4.3.2, considere o evento \B": O rumero de cara® igual ao rumero
de coroas,
B =fKC;CKg

3.4 Operaoes entre Eventos

Dencao 3.4.1. A reuniao de dois eventos \A"e \B", denotada A [ B;e 0 evento que ocorre
se pelo menos um deles ocorre.

Dencao 3.4.2. A intersecao de dois eventos \A" e \B", denotada A \ B;e 0 evento que
ocorre se ambos ocorrem.

Dencao 3.4.3. O complementar do evento \A", denotado A®e o evento que ocorre quando
\A"nao ocorre.

Como os eventos sao subconjuntos do espaco amostral, pades representar a reuniao de dois
eventos, a intersecao de dois eventos e 0 complementar denwevento, pelos diagramas utilizados
para representar subconjuntos de um determinado conjunto.

Dado dois conjuntos A e B, as seguintes operacees podem smralizadas: Uniao, Intersecao e
Complementar de eventos.
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Exemplo 3.4.1. Uma urna conem bolas numeradas de 1a 15. Uma bolae retirala da urna e seu
rumero anotado. Sejam \A" e \B", 0s seguintes eventos,

A: O rumero da bola retiradae par;

B: O rumero da bola retiradae nultiplo de 3.

Determinaremos os eventoA [ B; A\ B e A%

O espaco amostral S associado a esse experimentoe o confan
S=11,2,3,4,5;6;7;89,10,11;12, 13, 14, 159

Para\A", \B"; A[ B; A\ B e AS® Temos:

A = 12,4,6;8;10;12 14g; 3.1)

B = f3,6,9; 12 15q; (3.2)

A[ B = 12,34,6;8,9;10;12, 14; 15g; (3.3)
A\ B = {612 (3.4)
A¢ = f1;3,5/7,9;11,13, 159 (3.5)

Dizemos que o evento \A", implica o evento \B", que denotamos por A B; se para todo
w 2 \A"; tivermos w 2 \B": Isto corresponde a situacao em que a ocorréncia de \A", grante
inevitavelmente a ocorréncia de \B".

Os eventos\A" e \B", saoiguaisseA B eB A: Oseventos\A"e \B", sao ditos mutuamente
exclusivos, se eles nao podem ocorrer simultaneamentetole equivalentea A\ B = :

Apresenta-se a seguir um lema com algumas propriedades dasperacoes entre eventos.

Lema 3.4.1. Sejam \A", \B" e \C", eventos do espaco amostral S, temos:
a)(A[B) \ C=(A\C) [ (B\ C);

by(AA B) [ C=(A[C) \ (B[C)

c) (A[ B) = A®\ BS;

d) (A\ B)® = A°[ B

Demonstracao:
Vamos demonstrar a) e d).

Para demonstrar a igualdade em a), precisamos mostrar que tlm elemento pertencente ao lado
esquerdo da igualdade, pertence ao lado direito da igualdade vise-versa.

Sew?2 (A[ B)\ C;entaow 2 (A[ B)ew2 C: Daidecorreque W2 A ou w2B)ew2C
e portanto, ( W2 A e w2C)ou(w2B e w2C);ouseja, w2 (A\ C)ou(w2 (B\ C);
gue implicaemw 2 (A\ C)[ (B \ C): Podemos percorrer estas implicacees de tas para frente
veri car que sao verdadeiras, de onde decorre a igualdadend conjuntos.

Para demonstrar a igualdade d), precisamos mostrar que;
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Sejaw 2 (A\ B)¢ entaow 2 (A\ B); o que implica emw 2 A ouw 2 B; que por sua vez implica
emw 2 A®ouw 2 B istoe, w 2 (A°[ B®): Partindo de w 2 (A°[ B°) e fazendo o percurso
inverso ros obtemos a igualdade.

A seguir apresenta-se de ncees de operacoees de uma o e de uma intersecao enumegnvel de
eventos.

S
De ncao 3.4.4. O evento ilzl Aj;e o evento que ocorre quando pelo menos um dos eventas,

parai =1;2;3;::; ocorre.
T
De ncao 3.4.5. O evento il=1 Aje o0 evento que ocorre quando todos os eventds; i =1;2;3;:::;

ocorrem.

3.5 De ncoees: Cassica, Fregsentista e Subjetiva de Prob abilidade

A de ntao dita chssica baseia-se no conceito primitivo de eventos igualmente possveis. Consi-
deremos um experimento com rumero \Finito"de eventos simpes. Vamos supor que podemos, por
alguma razao, uma razao de simetria, por exemplo, atribuia mesma chance de ocorréncia a cada
um dos eventos simples desse experimento. Nessas condsedotaremos a seguinte de ncao de
probabilidade.

De ncao 3.5.1. Consideremos um espaco amostral S com \N"eventos simplegnde supee-se que
0S mesmos sao igualmente possveis. Seja \A"um evento de @mposto de \m"eventos simples. A
probabilidade de \A", que denotaremos por P(A),e de nida por:

P(A) = % (3.6)

Observamos que assim caracterizada, a probabilidade e umturcao a qual de ni-se na classe
dos eventos ou, 0 quee equivalente, na classe dos subconjos do espaco amostral e satisfaz as
propriedades estabelecidas no lema a seguir:

Lema 3.5.1. Seja S um espaco amostral nito satisfazendo as condceg da De ncao 4.5.1, a
probabilidade de nida pela Equacao(l:1), satisfaz:

@ 0 PAA) 1L

(i) P(A) O; paratodoA S;

(i) P(S) = 1;

(iv) Se \A" e \B", sao eventos mutuamente exclusivos, entaoP(A[ B)= P(A)+ P(B)

Demonstraao (i) ComoN > 0em 0; segue queP(A) O:

Suponha que \A"tem \ my" eventos simples e que \B"tem \my" eventos simples. Como \A"e
\B"sa0 mutuamente exclusivos, segue que 0S mesmos Nao pesm eventos simples em comum,
logo o rumero de eventos simples d& [ Be mj; + my: Usando a de ncao obtemos (iv).

Como o rumero de eventos simples de Se N, segue baseado nameao que P(S)=1:
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Exemplo 3.5.1. No experimento que consiste em se larcar um dado, supond@sjue 0 mesmoe
balanceado (honesto), pode-se atribuir probabilidade 46; a cada um dos eventos simples: 1, 2, 3,
4,5 e 6. O evento \O rumero obtido quando se larca o dadoe pa'tem probabilidade 0,5, ou seja,
1=2:

Nas situacees em que a de ncao chssica se aplica, parcalcular a probabilidade de um evento
\A", precisamos contar o rumero de eventos simples do espa amostral e de \A". Para facilitar
essa tarefa sem expresso alguns nmetodos de contagem.

3.5.1 De ncao Fregsentista de Probabilidade

Ao concluirmos que um evento e aleabrio, desejamos podemtribuir a0 mesmo um rumero
qgue re ita, suas chances de ocorréncia quando o experiment realizado. Vimos anteriormente
gue em determinadas circunstancias podemos atribuir, a nsna chance a todos o0s eventos simples
associados ao experimento. Quando o rumero de eventos sihep do espaco amostral nao for nito,
esta possibilidade ca descartada.

Uma outra maneira de determinar a probabilidade de um eventoconsiste em repetir-se 0 ex-
perimento aleabrio, digamos \n"vezes, e veri car quantas vezes o evento \A"associado a esse
experimento ocorre. Sejan(A); o rumero de vezes em que o0 evento \A"ocorreu nas \n"repetoes
do experimento. A razao n(A)

foa = (3.7)

n

e denotada de freqeéncia relativa de \A"nas \n", repeti cees do experimento.

Repetindo-se um experimento um grande rumero de vezes, nasesmas condcees, e de modo
que as repetcees sucessivas nao dependam dos resulsdmteriores, observa-se que a freqeencia
relativa de ocorréncias do evento \A"tende a uma constante\p".

A estabilidade da freqeéncia relativa, para um grande rumero de observecoes, foi inicialmente
notada em dados demoga cos e em resultados de larcamentde dados.

Bu on, no sculo XVIII, realizou 4040 larcamentos de uma moeda e observou a ocorréncia de
2048 caras. A fregeencia relativa observada desse experento foi 0,5069. Karl Pearson fez 24000
larcamentos de uma moeda, tendo obtido freqeéncia reldava de 0,5005 para a face cara.

Os dados seguintes referem-se ao rumero de nascimentos date um ano de classi cacao quanto
ao sexo.

Tabela 3.1 Nascimentos Durante Um Ano

Meses Jan. Fev. Mar. Abr. Mai. Jun. Jul. Ago. Set. Out. Nov. Dez.

Masc. 3743 3550 4017 4173 4117 3944 3964 3797 3712 3512 33981 37
Femin. 3537 3407 3866 3711 3775 3665 3621 3596 3491 3391 31&¥13
Total 7280 6957 7883 7884 7892 7609 7585 7393 7203 6903 65523271
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Para os dados do ano todo, a freqeéncia relativa de nasciméos do sexo masculino foi:

45682
88273

Seja S 0 espaco amostral associado a um experimento aleab. Considerando-se \n"repetcoees
desse experimento nas mesmas condcees, observemos quizegeéncia relativa est de nida na
classe dos eventos de S e suas propriedades sao dadas no larseguir:

=0,5175

Lema 3.5.2. A \Fregeéncia Relativa f,. o, de nida na classe dos eventos do espaco amostral S
satisfaz as seguintes condcees:"

(a) Paratodo evento \A", 0 fn. Ao 1;
(b) Se \A"e \B"sao dois eventos de S mutuamente exclusivos, teos: fn. o [ B8 = fna + i B

Demonstracao:

A parte a) decorre do fato de quen(A) 0: Como os eventos \A"e \B", sao mutuamente
exclusivos, toda vez que um deles ocorre 0 outro nao ocorrepertanto, 0 rumero de ocorréncias
de A [ B;eigual a soma do rumero de ocorréncias de \A"com o rumero de ocorréncias de \B",
istoe: n(A [ B)= n(A)+ n(B): Dividindo-se por \n"obtemos b). Como em toda realizecao d
experimento algum ponto de S ocorre, segue-se que c)e verwdigira.

Houveram tentativas de se de nir a probabilidade como limite da freqeéncia relativa, p que se
observa a maneira como foi mensionada, a freqeéncia reliat f . A ; Se aproxima de uma constante
guando \n"tende a in nito. A de ncao chssica satisfaz o0 Lema 1.5.1. Sao tamlem satisfeitas as
condcees pela freqeéncia relativa baseado no Lema 1% e servem de sustentacao intuitiva para a
de ncao axiomatica de probabilidade.

3.5.2 De ncao Subjetiva de Probabilidade

Toda fundamentacao frequentista de probabilidade esé baseada na hiptese de que existe uma
realidade fsica e que as probabilidades descrevem aspest dessa realidade, de modo aralogo aos
que as leis da mecénica fazem no caso de um modelo deterrsiico. A probabilidade de um evento
associado a um experimento independe, portanto, do obserstar, sendo obtida como o valor do qual
se aproxima a freqeencia relativa de ocorréncias desseento, em um grande rumero de repetcoees
desse experimento. Ha, no entanto, situacees em que a repcao do experimento nao pode ser
realizada e outras em que nao pode ser realizada em idér&ccondcees.

Apresenta-se a seguir alguns exemplos dessas situecoes:
(a) Deseja-se saber quem vencea o0 poximo jogo entre Flamermge Fluminense;
(b) Um pacientee submetido a um novo tipo de cirurgia e desejas saber se ele caa curado;

(c) Deseja-se saber se havea um tremor de terra no Rio Grande ddorte no poximo ano.
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No primeiro exemplo que se relaciona a um jogo entre dois clals, sabemos que ha estatsticas de
um elevado rumero de jogos entre Flamengo e Fluminense, magle as condcees entre um jogo e
outro variam bastante. No exemplo seguinte, nao se pode &l em repetcao do experimento, pois,
trata-se de uma nova tcnica ciurgica que estaa sendo glicada. Com relacao ao terceiro exemplo,
temos notcias de raras ocorréncias de tremores de terracRio Grande do Norte.

Uma corrente de probabilistas considera a probabilidade dem evento, como sendo a medida
da crerca que o observador possui ha ocorréncia do eventDessa forma, a probabilidade sea em
geral diferente para distintas pessoas, em decorréncia galiferentes opiniees que elas t¢m sobre a
ocorréncia do evento. Em uma outra descrcao equivalemt, a probabilidade de um eventoe o valor
gue cada observador estaria propenso a apostar na realizgo do evento.

3.5.3 De ntao Axionatica de Probabilidade

A probabilidade ser de nida em uma classe de eventos do espo amostral que satisfaz certas
propriedades. Todas as operacees a serem de nidas entre eventos conduzem a novos eventos que
pertencem a essa classe.

De ncao 3.5.2. Seja uma medida de probabilidad®; uma furcao de nida em uma classef de
eventos deS a qual satisfaz as seguintes condcees:

1. P(S)=1;
2. P(A) OparatodoA2f;

3. SeA,;n 1, sao seqeencias mutuamente disjuntas e, entaoAq;Az; As; ;Ap 2 T, logo,
chega-se a:
[ X
P( Ap) = P(An) (3.8)
n 1 n 1

De ncao 3.5.3. Um espaco de probabilidadee uma terna(S;f; P ); onde
1. Se um conjunto nao vazio;
2. f e um subconjunto de S, e

3. P e uma medida de probabilidade enf .

3.5.4 Propriedades da Probabilidade
(P1) P(;)=0;
(P2) P(A)=1 P(A°);
(P3) SendoA e B, dois eventos quaisquer, garante-se que

P(B)= P(B\ A)+ P(B\ A%):;

Introdwcaoa Probabilidade 2018 Notas de aulas



90 Conceitos Basicos

SeA B, entaoP(A) P(B);
Regra da Adcao de Probabilidade (Generaliavel para qualquer \n"):

P(A[ B)= P(A)+ P(B) P(A\ B);

(P6) Para eventos quaisquerA1; Az; Az, Ap

[t X
P( Aj) P(Ai);

(P7) SeA, " A, entaoP(A,) " P(A): De maneira similar, SeA, # A, entaoP (An) #P(A):

Demonstraao:

(P1) Denotemos por 0 evento impossvel. SejaA um evento deS (espaco amostral), de probabi-
lidade positiva; Seja 0 evento impossvel (improvavel), podemos exprimir o eveito A da seguinte
maneira:

onde paratodoi 1, ; =
Entao baseado na Equacao (1.3), segue que:

R
P(A)= P(A)+  P():
i=1

Subtraindo P (A); em Ambos os membros, segue que a igualdade anterior © famsiddo seP( ) =0;
logo, a demonstracao esh completa.

(P2) Os eventosA e A° formam uma partcao de S e, portanto, baseado na Equacao (1.3), temos
que
P(S)= P(A[ A%) = P(A)+ P(A%);

devido ao fato queP(S) = 1; logo

1=P(A)+ P(A%) P(A)=1 P(A%:

(P3) Para dois eventosA e B quaisquer, e sempre possvel escrever o event® da seguinte
maneira: B = (B \ A)[ (B \ A®): Note que essae uma uniao disjunta e, portanto, baseado na
Equeacao (1.3), chega-se que o resultado segue de forma idiegta, ou seja,

P(B)= P(B\ A)+ P(B\ AS) P((B\ A)\ (B\ A%)
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P(B)= P(B\ A)+ P(B\ A 0 =) P(B)=P(B\ A+ P(B\ A%:

(P4) SeA B entao o eventoB pode ser particionado nos moldes usados em (P3). Assim,
B=(B\ A)[ (B\ A= A[ (B\ AY:
Entao, como a uniaoe disjunta, vem que
P(B)= P(A)+ P(B\ A°) P(A);
uma vez queP(A) O;P(B\ A% 0: Portanto, P(A) P(B):
(P5) Vamos escreverA [ B como a seguinte uniao disjunta:
A[ B=(A\ BY[ (B\ A9 (A\ B);
Portanto, baseado na Equacao (1.3), segue que:
P(A[ B)= P(A\ B+ P(B\ A9+ P(A\ B);
Aplicando-se (P3), nos eventosA e B; eles podem ser escritos da seguinte forma:

P(A)= P(A\ B)+ P(A\ B

P(B)= P(B\ A)+ P(B\ A°;
De modo que obtemos:
P(A[ B)= P(A) P(A\ B)+ P(B) P(B\ A)+ P(A\ B);

e o resultado segue, uma vez que a intersecaoe comutady

(P6) Vamos escrever] ilzlAi; como a uniao de uma seqeéncia disjunta de eventos. Temos

Ai = ALl (ATN A2) [ (AN A\ Ag) [
i=1

Portanto, pela Equacao (4.3), podemos escrever

I:’([l Ai)  P(A)+ P(A2)+ P(As)+
i=1

visto que,

5
P( Aj)= P(A1)+ P(AT\ Ax)+ P(AT\ A5\ Ag)+ i3
i=1
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Como para qualquerj;
ASVASVASY L AT VA A
Baseado na Equacao (1.3), logo
R
P( Ai) P(Ai):
i=1 i=1

(P7) Lembramos que a notacaocA, " A, indica que temos uma seqeéncia morotona nao decres-
cente de eventosA1;Ay; Az, ; tais que, pode-se garantir que

. r
lim Aj = A= Ai:
i i1

Umavez queA; Ax As ; segue queP (Aj)e nao decrescente em pela propriedade (P4).
Como tamteme limitada entao n||i1m P(An)

existe. Escrevendo o eventd\ da mesma maneira como foi feito na demonstrecao de (P6), ve que

5
P(A)= P( A= P(A1))+ P(AT\ Ap)+ P(AT\ A5\ Ag)+
i=1
Neste caso, vale ~ P(AT\ A5\ A5\ \ A° |\ Aj)= P(A;) P(A; 1);

para qualquerj: Assim pela de ncao de convergéncia de ries in nitas
P(A)= lim (P(A)+[P(A2) P(ADl+ +[P(An) P(An 1));

e o resultado segue as simpli cacao.
Considere agora o caso em qua, # A: Temos agora uma segeéncia morotona nao crescente
com:A; Ar Aj ; de modo que
\L
) lim Ai= A= Ai;
il .
i=1
. 0
e tamkem P (Aj)e nao crescente em por (P4). Tomando os complementares do#\;; recamos no
caso anterior de seqé&ncias morotonas nao decresceate o resultado segue sem di culdades.

Exemplo 3.5.2. Um dado equilibradoe larcado duas vezes e as faces resufiges sao observadas.
Um espaco amostral natural seria:

S=11,2,3;4,569 f 1,2,3;4,5;6q:

A face f pode ser o conjunto das partes € e a probabilidade uniforme em todos os pontos de
S, istoe, P(fSg) = 1=36. Note que ca mais simples considerar qué& = fS;; S,g. Dessa maneira
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0 espaco amostral e constitudo de pares de valores, repesentando os resultados do primeiro e
segundo larcamentos, respectivamente. Assim, 0 espacar@stral completo sea:

S = f(1;1);(2:2); (L;3); (1;4); (1:5); (L, 6); (2, 1); (2: 2); (2; 3); (2, 4); (2; 5); (2; 6);
(3:1);(3:2);(3:3);(3;4);(3:5);(3:6); (4, 1); (4, 2); (4, 3); (4, 4); (4,5); (4, 6);
(5;1); (5; 2); (5; 3); (5; 4); (5; 5); (5; 6); (6; 1); (6; 2); (6; 3); (6; 4); (6; 5); (6; 6)g:

Considere os eventos:
A: A soma dos resultadose mpar;
B: O resultado do primeiro larcamentoe mpar;
C: O produto dos resultadose mpar.
Portanto, as probabilidades associadas a cada um dos trésentos sea:

P(A) =18=36; P(B)=18=36 e P(C)=9=36:
Para a uniao deA e B, temos:

P(A[ B)= P(A)+ P(B) P(A\ B)=18=36+18=36 9=36 = 27=36 = 3=4 =)

P(A[ B)=0;75:

O @lculo da probabilidade da uniao de A, B e C, pode ser fed com aplicacees sucessivas da

regra de adcao de probabilidades, quee a propriedade (¥), apresentada anteriormente. Logo,
P(A[ B[ C)=P[(A[ B)[ C]=P(A[ B)+ P(C) P[A[ B)\ C]

P(A[L B[ C)=P(A)+ P(B) P(A\ B)+ P(C) [P((A\ C)[ (B\ Q)]
P(A[ B[ C)=PA)+ P(B)+ P(C) P(A\B) [P(A\C)+P(B\C) P(A\ B\ C)
PA[ B[ C)=PA)+ P(B)+P(C) P(A\B) P(A\C) P(B\NC)+ P(A\ B\ C);
Assim, atribuindo o valor das probabilidades aos seus resptvos eventos chega-se a:
P(A[ B[] C)=18=36+18=36+9=36 9=36 0 9=36+0 = 27=36 = 3=4,

assim
P(A[ B[ C)=0;75:
Teorema 3.5.1. Sejam os eventoA,; n  1; se

SejaB; = A e, para todon  2;
SejaB, = Ap\ Af ;: Entao, temos que

lim P(An) = P(A):

Prova: Baseado nas armeacees acima conclui-se que:
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(a) Os Bﬁs sao eventos disjuntos (exclusivos);

S
(b) An= "1, Bi;

S S S S
© A= 14 An= 14 LBi= B
logo, X0 xR
P(An) = P(Bi) e P(A)= P(Bi):
i=1 i=1
Mas, como
. xXo X
Jgm PEBI= P
i=1 i=1
segue que

lim P(An) = P(A):

n

3.6 Metodos de Enumeracao (Aralise Combinabria)
3.6.1 Arranjo (Amostras Ordenadas)

Princpio Fundamental da Contagem
Suponha que uma tarefa pode ser executada em duas etapas. Serameira etapa pode ser

realizada de \n"maneiras e a segunda etapa derh"maneiras, entao a tarefa completa pode ser
desenvolvida den m maneiras.

Dencao 3.6.1. Uma amostra de tamanho h"de um conjunto C que temN elementose uma
colecao de \n"elementos deC:

De ncao 3.6.2. Uma amostrae dita ordenada se os seus elementos forem ordathos, istoe, se
duas amostras com 0s mesmos elementos, poem em ordens disas, forem consideradas diferentes.

Lema 3.6.1. O rumero de amostras ordenadas (sem reposcao) de tamarth\n", de um conjunto
com N elementos, que sea denotado pofN )n,;e dado por

— N! - NI /Nl 1Y /NI D\ seeaas .
= =N N D N2 (N n+1):

Exemplo 3.6.1. Considere o conjunto das quatro primeiras letras do alfabetf a; b; c; dy: O rumero
de amostras ordenadas sem reposcao de tamanho tréseugla (4)3 =4 3 2 = 24; a seguir
lista-se essas amostras.

(ab;g (ab;d (ajc;h (ajc;d (a;d;g) (a;d;b

(b;a;9 (bja;d (b;c;d (b;c;d (b;d;g (bsd;g

(c;a;h (c;a;d) (c;b;d (cib;d (c;d;@) (c;d;b

(d;a;b (d;a;0 (d;b;a (d;b;9 (d;c;a) (d;c;h
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Lema 3.6.2. O rumero de amostras ordenadas (com reposcao) de tamart\n", de um conjunto
de N elementose igual aN":

Exemplo 3.6.2. Larca-se \n"vezes uma moeda equilibrada. Determinar a probabilidade d obter
pelo menos uma cara.

Larcar uma moeda \n"vezes equivale a selecionar uma amostra com reposcao temanho
\ n"de uma populacao de dois elementod,K; C g: Logo, existem 2' resultados possveis e igualmente
provaveis. Sejam
A = fObter pelo menos uma Carg e
A; = fObter Cara no iesimo larcamentog.

Entao,

€ S ¢ T
P(A)=1 P(AY=1 P LA T =1 P LAY
Visto que, com base na_ei de Morgan garante-se que:

.S T

T S
(ii) A= T AR

T . ,
Agora, [, A® ocorre se todos os h"larcamentos produzirem coroas. Logo, conclui-se que:

T n 1
P LA = 1=2 = o
De modo que L
P(A)=1 Z—n:

Supondon = 1; chega-se que, larcando a moeda umaunica vez, a probabilatle de se obter a face
carae:

1 1
P(A)=1 ﬁ‘l >
ou seja,
1
P(A) = §=0;5=50%:
Supondon =5;

1 1
P(A)=1 =1 --=1 0,03=0;97
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Exemplo 3.6.3. (Problema do Aniversario) Suponha que 0s aniversarios dagpessoas ocorram com
igual probabilidade entre os 365 dias do ano. Determinar a mbabilidade de que em um grupo de
\ n"pessoas nao existam duas com aniversarios comuns, ou agjtodas tenham nascido em dias
diferentes.

SejaA = fas \n"pessoas nasceram em dias diferentgsTemos que o rumero de possveis datas
para as \n"pessoas sea 365 (Amostra ordenada com reposcao de tamanho h"de um conjunto
com 365 elementos).

Agora, datas distintas de nascimento das h"pessoas correspondam a amostras ordenadas sem
reposcao de tamanho '"de um conjunto com 365 elementos, cujo rumeroe (365): Assim

(365), _ (365) (365 1) (365 2) (365 3) i (365 n+1)
(365" 365"

- 1 2 3 e 1

= 1 4= 1 =% 1 g o 1 5

Portanto, caso se queira a probabilidade de pelo menos duaggsoas com aniverarios no mesmo

dia, deve-se proceder de maneira que:
P(A)=1 P(A9=) P(AY=1 P(A):

A tabela a seguir apresenta alguns valores para B (A°) em furcao de \n".

Tabela 3.2 Numero de pessoas
com aniversarios coincidentes.

Numero de Pessoas P (A®)

10 0,1169
20 0,4114
30 0,7063
40 0,8912
50 0,9704
60 0,9941
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3.7 Permutaoees

Dencao 3.7.1. Uma amostra ordenada sem repostcao de tamanhon\', de um conjunto com
\ n"elementos sea denominada uma permutacao dos h"elementos.

Lema 3.7.1. O rumero de permutacees de \n"elementos denotadoP, e dado por P, = n!.

Exemplo 3.7.1. Suponha que temos h"caixas distintas e \n"bolas distintas. Essas bolas sao
distribudas ao acaso nas \n"caixas, de modo que, cada caixa contenha exatamente uma lQual
a probabilidade de que uma bola espec ca, digamos uma bola, esteja em uma caixa espec ca,
digamos caixaj ?

O rumero de maneiras de distribuir as \n"bolas nas \n"caixas, da forma descrita acima,e dado
por n!. Agora, se a bolai est na caixaj, restam (n 1) bolas para serem distribudas em ¢ 1)
caixas. Isto pode ser feito derf 1)! maneiras. Portanto, a probabilidade solicitadae dadapor

GV
" nl " n

Exemplo 3.7.2. Considere o conjunto dos inteiros de 1 a 3. O rumero de permatees desse
conjuntoe P3=3 2 1=06 e as permutacees sao as seguintes:

123;132;213,;231; 312 321

Observaoes:

() Se permutamos ©h"objetos entre si, a probabilidade de que um objeto especco esteja em uma
poscao espec cae 1=n;

(i) Se permutamos nn"objetos entre si, a probabilidade de quek objetos espec cos estejam em
k postees especcase (h  k)!=n!.
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3.8 Combinaees (Amostras Nao Ordenadas)

Lema 3.8.1. O rumero de amostras nao ordenadas sem repostcao, de taanho \n", de um con-
junto com N elementos, e dado por
N  (N)y _ N!

Cnin = P, ni(N n)

Exemplo 3.8.1. Suponha que se distribui \W""bolas em \n"caixas. determine a probabilidade de
que somente a caixa 1 que vazia. O rumero total de maneiras d distribuire n,. SejaA = f Apenas
a caixa 1 ca vazia g. Queremos obterP (A). Agora, o evento A ocorre() a caixa 1 ca vazia,
uma das (W 1) caixas restantes ca com duas bolas e an( 2) caixas restantes tem exatamente
1 bola. Paraj = 2,;3;4;:::;n, sejaBj = fA caixa ] tem 2 bolas, a caixa 1 esa vazia e asr( 2)
caixas restantes tem exatamente uma bolp Entao, osB; sao eventos disjuntos eA = [J-”z2 Bj.
Portanto, P(A) = [, P(Bj). Para obter P(Bj), observe que:
n . .
5 Numero de maneiras de escolher as duas bolas para a caixa
(n  2)I: Numero de maneiras de distribuir as (n  2) bolas nas i 2) caixas restantes com uma

bola por caixa. N

Logo, 5 (n 2)!
P(Bj)= ————
e consegueentemente, (n 1) r21 (n 2) n (n 1!
P(A) = nn = nn

Exemplo 3.8.2. Uma comissao formada por trés estudantes deve ser escadl&j em uma classe de

vinte estudantes para organizar os jogos interclasses. Daigntas maneiras essa comissao pode ser

escolhida?

Como a comissao deve ter trés membros distintos, as amoatr devem ser selecionadas sem reposcao,

e como a ordem da escolha dos participantese irrelevanterata-se de amostras nao ordenadas.
Portanto,

coo 2N N _ NI 200 20 19 18 17'_ 6840
NPT T T n T (N n)l 3120 3) 3l 17! T 6
Cnin = 1:140

Assim, essa comissao pode ser escolhida de 1.140 maneiréerentes.

3.9 Partcoes

Lema 3.9.1. O rumero de partcees de um conjunto deN elementos emk subconjuntos, onde
veri ca-se Ni;Ny; N3;Ng; il N elementos, respectivamente, e igual a
N!
Nyt nal n3g! ngt ot ongd

Introdwc-aoa Probabilidade 2018 Notas de aulas



3.10 Uniao de eventos 99

Lema 3.9.2. Suponha que temos um conjunto den\"objetos, tais queni; sao do tipo 1,n, sao
do tipo 2,...... ,Nk sao do tipo K", com n1+ ny+ n3+ i+ Ny = m. O rumero de maneiras de se
selecionar uma amostra sem reposcao de \r'objetos, corégndo k; objetos do tipo 1,k, objetos do
tipo 2, k3 objetos do tipo 3,...... , Km objetos do tipom, comky + ko + k3 + kg + i+ kyy = 1,€
ng Nz nsz ... Nm
ki ko ks K

Exemplo 3.9.1. Em uma mao de 13 cartas de um baralho comum, obtenha a probdidade de
ocorrer exatamente 3 paus, 4 ouros, 4 copas e 2 espadas.
A probabilidade solicitadae:

13 13 13 13
3 4 4 21,1404 10%

= =0:01
52 6;3501 1011 0:018
13
3.10 Uniao de eventos
Lema 3.10.1. SejamAq;A; Az; i Ap eventos de um espaco amostraB. Temos que
S, xo XX XX xo
P i Ai = P(Ai) P(A;i\ Aj)+ P(A;i\ Aj\ A+
i=1 i=1 j>i i=1 j>i k>

(D" PALN A\ AR

Exemplo 3.10.1. O wmdigo morse consiste de uma seqeéncia de pontos e tras em que repetcoees
sao permitidas.

() Quantas letras se pode codi car usando exatamente \n"smtolos?
O rumero de letras sea 2":

(i) Quale o rumero de letras que se pode codi car usando h"ou menos smbolos?

Po . ol
N2 =21+422+234+24+2%+ i+ "= =2

Logo, o numero de letras que se pode codicare iguala 2 (2 1).

3.11 Probabilidade condicional

Os conceitos de probabilidade condicional e de independéia de eventos sao conceitos tpicos
da teoria das probabilidades, e que servem para distinguilde outros ramos da matemnatica. Para
a introduwcao do conceito de probabilidade condicional cosidera-se uma situacao especial, em que
0 espaco amostral tem eventos equipro\aveis.

Considerando o experimento que consiste em larcar um dadouads vezes em uma superfcie

Introdwcaoa Probabilidade 2018 Notas de aulas



100 Conceitos Basicos

plana e observar o rumero de pontos na face superior do dadone cada um dos lancamentos.

Supee-se que nao se presencie os larcamentos do dado, s®@seceba a seguinte informacao: \em
cada um dos larcamentos, o rumero de pontos observadose snor ou igual a dois."Denota-se por

\ A"esse evento. Nestas condcees, pergunta-se: Quale adlrabilidade de que a soma dos pontos
nos dois larcamentos seja igual a quatro? Ou seja, designda-se por \B"o evento \soma dos pontos

nos dois larcamentos igual a quatro”, queremos saber qua a probabilidade de ocorrer o evento
\B", sabendo-se que o evento \A"ocorreu? Para o0 espaco amdgal associado aos dois larcamentos
e para os eventos \A'"e \B"temos:

S=f(i;j):1 i 6;1 | 6g; onde:i;j sao inteiros
A=1(11)(1;2)(2,1);(2;2)g e B =1(1;3);(22);(3,1)g

Dizer que o evento \A"ocorreu e equivalente a dizer que podenao se levar em conta, qualquer
ponto do espaco amostral que nao perterca a \A", ou seja, pde considerar-se o evento \A"como
0 novo espaco amostral para o experimento. Dessa maneira agbabilidade de \B"ocorrer dado
\A't igual a 1 =4, pois dos quatro pontos de \A"apenas o ponto (22) 2 \B"e os quatro pontos sao
equiproaveis.

Para espacos amostrais com eventos equipro\aveis podeesdotar este procedimento como de ncao
de probabilidade condicional do evento \B"dado o evento \A". Ele serve, no entanto, de motivecao
para a seguinte de ncao:

Dencao 3.11.1. Sejam \A"e \B"dois eventos de um espaco amostral e supondo ge P(A) > 0,
a probabilidade condicional de \B"dado \A'e de nida por:

P(B\ A)

P(BA)= “5ray

(3.9)

Retornando ao exemplo anterior. TemosA\ B = f(2;2)g e portanto, P(A\ B)=1=36,P(A) =
4=36. Aplicando-se a Equacao (1.4) obem-se o valor #4, g encontrado anteriormente.
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Exemplo 3.11.1. Considere uma caixa contendo k"bolas vermelhas numeradas de 1 an'e
\b'bolas pretas numeradas de 1 al'. Suponha que a probabilidade de extrair uma bola qualquer
da caixae (b+ r) 1: Sabendo-se que a bola extrada da caixa foi vermelha, qual probabilidade
de que seu rumero seja 1?

Sejam \A"= fa bola extradae vermelhag e
\B"= fa bola extradae a de rumero 1g.

Assim,
r 1
P(A)= be T e PB\ A)= br 7
Logo,
1
. b+r 1
P(BjA)= ( r )=F:
(b+r)

Exemplo 3.11.2. Considere o larcamento de duas moedas idénticas e \honest". Calcule a pro-
babilidade condicional de:

(a) Obter duas caras, dado que se obteve cara na primeira moeda;
Sejam \A"= fobteve-se cara na primeira moedg e \B"= f obteve-se cara na segunda moeda
Assim queremos calcular:

P(A\ B) _

P\ BIA) = —5

[TTEVENTEN
|

(b) Obter duas caras, dado que se obteve pelo menos uma cara; Neshaso, queremos calcular:

P(A\ B) _

PAVBIALB)= 5orgy ~

FNTAIENT
w

Baseado na Equacao (1.4) que de ne a probabilidade condienal do evento \B"dado o evento
\A", obtemos a seguinte expressao:

P(A\ B)= P(A) P(BjA)= P(B) P(AjB) (3.10)

Esta expressao e sua generalizecao para uma intersecée \n"eventos, permitem construir pro-
babilidades em espacos amostrais que representam expemmtos realizados em seqeéncia, em que
a ocorréncia de um evento na kesima etapa depende das oe®ncias nas (k-1) etapas anteriores.
A Equeacao (1.5) pode ser generalizada de modo a apresentar probabilidade da intersecao de

Exemplo 3.11.3. Considere uma urna com trés bolas brancas e sete vermelh&uas bolas sao re-
tiradas da urna, uma as a outra sem reposcao. Determiar o espaco amostral e as probabilidades
associadas a cada ponto amostral.
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O espaco amostrale o conjuntofB1B2; B1Vs; V1B2; ViVag:

O evento (B1B2)e o evento que corresponde a ocorrer branca na primeira r@tda e branca na
segunda retirada. Para os outros pontos do espaco amostra interpretecaoe araloga.

Utilizando a Equecao (1.5) temos:

P(B1\ B2)= P(B,jB1)P(B1) = g %z %
P(B1\ Vo) = P(V2]B1)P(By) = g %: %)
P(Vi\ B2) = P(B2jV1)P(V1) = g 110= 310
P(Vi\ V2) = P(V2j V1)P(V1) = g 1102 %
3.11.1 Proposcao: Regra do Produto de Probabilidades
Lema 3.11.1. SejamAi;A.;As;  ;An; eventos do espaco amostral S, onde est de nida a pro-

babilidadeP, tem-se:
P(A1\ A2\ Ag\ \ Ap)= P(A1) P(A2jA1) P(AsjA1\ Ap)
P(AnjA1\ Ao\ As\ ' Ay ) (3.11)
Demonstracao:  Faz-se a demonstracao por induwcao. Para n=2 esta equao reduz-se a Equacao
(1.5). Suponha que a Equacao (1.6) vale para n-1 eventosstoe,
P(A1\ A2\ Ag\  \ Ap 1)= P(A1) P(A2jA1) P(AsjA1\ Ap)
P(An 1JA1\ A2\ A3\ \ A, o) (3.12)
Aplicando-se a Equacao (1.4) aos eventod1\ Ax\ A3\ \ A, 1 eA,, temos:
P(A1\ A2\ As\ \ Ap 1\ Ap)= P(A1\ AoV Azl \ Ap 1) P(ARjALY A\ Azl A Ap )
Substituindo nesta igualdade a expressao de(A1\ A\ Az\ \ A, 1) dada pela Equacao
(1.7) obtemos a Equacao(1.6).

Exemplo 3.11.4. Tomando como referéncia o Exemplo 1.11.3 e calculando-sepaobabilidade de
obter o seguinte resultado: B1B>V3V4Bs) em cinco retiradas de bolas da urna, sem repostao. O
ndice representa o rumero da retirada. Pela Equacao (16) temos:

P(B1\ B2\ V3\ V4\ Bs)= P(B1) P(B2jBi1) P(VzjBi\ B2) P(V4jB1\ Bo\ V3)
3 2 7 6 1 1

P(B5JBl\ Bs\ V3\ V4):E § 8 7 6:@

As probabilidades condicionais sucessivas foram calculad levando-se em conta, as mudarcas na
compostcao da urna ams cada retirada. Assim, a@s a pmneira retirada, na qual saiu uma bola
branca, a urna ca com duas bolas brancas e sete vermelhas; dga segunda retirada na qual saiu
novamente uma bola branca, a urna ca com uma bola branca e setvermelhas; Aps a terceira
retirada em que saiu uma bola vermelha, a urna apresenta-s®@ uma bola branca e seis vermelhas
e assim por diante.
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3.11.2 Frmula das Probabilidades Totais e Formula de Bay es.

mutuamente exclusivos e sua reuniaoe S; Seja \A"uma evepnte P uma medida de probabilidade
de nida nos eventos de S, temos:

X
P(A) = P(AjBij) P(Bj) (3.13)
i=1
Demonstraca
ComoS= [, Bj, temos que:
[n
A=A\ S=A\([;B)= A\ B
i=1
Calculando-se a probabilidade de \A"obtemos:

X X
P(A)= P(A\ B))=  P(AjBi) P(Bi)
i=1 i=1

Sendo que, estaultima igualdade foi obtida atraves daP (A \ B;), pela Equacao (1.5).

A Equecao (1.8)e conhecida como a brmula das probabildades totais. Note que, ela permite
calcular a probabilidade de um evento \A"quando se conhece saprobabilidades de um conjunto
de eventos disjuntos, cuja reuniaoe o espaco amostral (ma partcao de S) e as probabilidades
condicionais de \A"dado cada um deles.

Exemplo 3.11.5. Sao dadas trés Urnas com as seguintes composcees: A dri tem trés bo-
las brancas e cinco vermelhas; A Urna 2 tem quatro bolas braas e duas vermelhas e a Urna 3
tem uma bola branca e trés vermelhas. Escolhe-se uma dass’Urnas de acordo com as seguintes
probabilidades: Urna 1 com probabilidade 2/6; Urna 2 com prdvabilidade 3/6 e Urna 3 com proba-
bilidade 1/6. Uma bolae retirada da Urna selecionada. Calalle a probabilidade da bola escolhida
ser branca.

Designemos por A =f Retirar uma bola branca da Urna selecionadg, e porB;, paral i 3,
o evento \A Urna ie selecionada". Temos, para n=3,

P(A)= P(AjB1) P(By)+ P(AjBz) P(B2)+ P(AjBs) P(Bs):

Os dados do exemplo nos fornecem:

2 3 1 : _ 3 : _ 4 . _ 1
P(B)= ¢ P(B2)=¢ P(Ba)= i P(AjB1= i P(AjB2)= ; e P(AjBy=
substituindo estes valores na expressao a seguir chegaegee:

3 2 4 3 1 1 1
= — —+ — —+ — — = = -
P(A) 8 6 6 6 4 6 ) P(A) 2

A probabilidade condicional, de nida na classe dos eventoslo espaco amostral, satisfaz as pro-
priedades estabelecidas no seguinte lema.
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Lema 3.11.3. Seja \A"um evento tal que P(A) > 0. A probabilidade condicional satisfaz:
() Para todo evento \B", temos P(BjA) O

. X1 .
P(ILiBijA)=  P(BijA)
i=1

(i) Se S denota o espaco amostral, entaB(SjS)=1.

Demonstracao:

() Decorre imediatamente da de ncao de probabilidade condtional e do fato da probabilidade de
um evento ser sempre nao negativa.

(i) Decorre da de ncao de probabilidade condicional e da adividade da probabilidade. De fato,

sejamBq; By; B3; i By eventos mutuamente exclusivos, 5
nnoiayv. P B)VA) P (BiVA) _ L PBi\A) _
P([iz1BijA)= Pl(A) = ;(A) = 1P(A) =
_ L PBijA) P(A)
P(A)

(iii) A demonstracaoe imediata, pois, P(Sj S) = pig) =1

Lema 3.11.4. Seja\B"um evento e A; e A, uma partcao do espaco amostral S, istoe, A1\ A, =

P(BjAi) P(A) _

i P(BiAY P(A) ~

_ P(BjAi) P(A)

- P(BjA1) P(A)+P(BjA) P(A)+ i+ P(BjAY) P(AY)

P(AijB)= P

(3.14)

Formula de Bayes
Supondoi =1;2; Chega-se que:

P(BjAj) P(A)

P(AijjB)= - - :
AIB)= BETA) P(AD+ P(BIAD P(AY
Demonstraao:
Com base na de ncao de probabilidade condicional gararg-se que:
oy - P(AI\ B).

Poem, P(A; \ B)= P(BjA;) P(Aj) e expressandd®(B) atrawes da brmula das probabili-
dades totais dada pela Equacao (1.8) obem-se a Equaca (1.9). Ressaltando algumas observacoees
sobre a brmula de Bayes chega-se que:
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() Ela permanece walida quando se considera uma partcao fa do espaco amostral S, ou seja,
se A1; Az Az Ap e uma partcao de S, e \B'® um evento de S, entao, para tod i =

P(Ai) P(BJA))
f-1 P(A) P(B A

P(AijB)= P

Ai\ Aj = ; segue-se qué’(A;) + P(Az) + P(A3) + i+ P(Ap) = 1: Portanto, pode-se
veri car facilmente que [L; P(A;jB)=1: De fato, isto decorre das propriedades (ii) e (iii)
do lema 1.11.3.

Exemplo 3.11.6. Uma companhia monta adios cujas pecas sao produzidas erdbricas denomi-
nadasAi; A, eAs. Elas produzem, respectivamente, 15%35% e 50% do total. As probabilidades
das fbricas A1; A, e A3 produzirem pecas defeituosas sao respectivamente @L; G 05 e 0;02;
Respectivamente. Uma pecae escolhida ao acaso do conjumtdas pecas produzidas. Essa pecae
testada e veri ca-se quee defeituosa. Quale a probabilichde que tenha sido produzida pelaesima
Bbrica, para i =1;2;37?

SejamA; = f A peca selecionada foi produzida pela fbricaA;j g, i=1;2;3 e

D = f A peca selecionadae defeituosag.

Sabemos queP (A1) = 0;15; P(A2) =0;35; P(A3) =0;50; P(D j A1) =0;01; P(D j Ay =
0;05 e P(D jA3)=0;02 Desejamos calcularP(A; j D), para i =1;2;3.

Baseado na brmula de Bayes temos, parai = 1;2; 3,

P(DjAi) P(A)
P(DjA1)) P(Ay))+P(DjA2) P(A2)+ P(DjA3) P(A3)

P(AijD)=

com:
P(DjA1) P(A))+ P(DjA2) P(A2)+ P(DjA3) P(A3)=
=0;01 0;15+0;05 0;35+0;02 0;5=0;0015+0;0175+0;01 =0;029 Logo,

P(DjAi) P(A),

P(AijD)= 0,029 ;
Parai =1,
_ P(DjA;) P(A) 0,01 0,15 0,0015
P(A;jD)= - - = 0:052:
(A1) D) 0.029 0.029 0.029
Parai = 2,
_ P(DjAs) P(A,) 005 0,35 00175
P(A D) = = = = MoK
(A2 D) 0.029 0,029 0029 - 06
Parai = 3,
. P(DjA P(A 102 : 101
P(A;jD)= (D1As) P(As) 0,02 005 001 _ 4,4,

0;029 0029 0029
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Exemplo 3.11.7. O Doente Sadio e o Sadio Doente (Degroot e Schervich [02]) .

Uma das formas de avaliar a e ciéncia de um teste para detear uma doercae quanti car a
probabilidade de erro. Em geral, testes so sticados envobkm \arios procedimentos laboratoriais e
diversos equipamentos. Denominamosfalso positivd'ao erro em que o teste indica positivo para um
paciente que nao tem a doerca. Por outro lado, teremos um e \ falso negativd'se o teste nao acusar
a doerca em um paciente doente. Naoe difcil imaginar osinconvenientes dessas ocorréncias. Os
erros originam \Doentes'sadios e \Sadios'doentes, istoe, pessoas sadias indicadas como doentes
pelo teste e pessoas doentes apontadas como sadias. As plilidades dos erros sao calculadas
condicionalmentea situacao do paciente. Seus complenmgares fornecem as probabilidades de acerto
do teste, ou seja, a probabilidade de indicar doerca para odoentes e nao doentes para os sadios.

Considere que um determinado teste resulta positivo para aw- doentes, com probabilidades 0,1.
Tamkem com probabilidade 0,1, o teste sem negativo para um paciente doente. As informacees
fornecidas se referem aos erros que podem ser cometidos aaliar o teste. Se a incidéncia da
doerca na populacaoe de 1 para cada 10 mil habitantes, gale a probabilidade de uma pessoa
estar realmente doente se o teste deu positivo? Observe questando ou nao doente, existe uma
probabilidade nao nula de o teste indicar a preserca da doea.

A situecao acima ocorre de forma similar em \ariasareasee tpica para a aplicacao do teorema
de Bayes. De ni-se 0s eventos por:

D = fA pessoa esh doentg,;

A = fO testee positivog.

Assim, as informacees disponveis sao as seguintes:

P(D)=0;0001; P(AjD®=0;1e P(A°jD)=0;1.

Note que, pela propriedade do complementar, temos
P(D€=0;9999) e tamem P(A j D) = 0;9. Com a notecao utilizada, a probabilidade desejadae
P(D j A) e ser calculada atrawes do teorema de Bayes. Portanto,

P(AjD) P(D) _ 09 0;0001

PIDJA)= P(AjD) P(D)+ P(AjD% P(DS 0,9 0,0001+0,1 0;9999

=0;0009

Essa probabilidadee de aproximadamente 1 em 1000. Elae sante pequena apesar de ser dez
vezes maior que a probabilidade da doerca na populacadc interessante notar que a probabilidade
calculada depende fortemente da e ciéncia do aparelho.

Passando agora a considerar a e ciéncia do teste iguala 99, ou seja, cada um dos errose igual
a 0,01. Assim, as informacees disponveis sao as segtes:

P(D)=0;0001; P(AjD%=0;01 e P(A®jD)=0;01.

Note que, pela propriedade do complementar, temoB (D¢ = 0;9999) e tamtemP (A j D) =0 99.
Com a notacao utilizada, a probabilidade desejadaeP (D j A) e ser calculada atrawes do teorema
de Bayes. Portanto,

P(AjD) P(D) B 0;99 0;0001

: : = = 0;0098
P(AjD) P(D)+ P(AjD° P(DY 0,99 0;,0001+0;01 0;9999

P(DjA)=

Assim, percebe-se que essa probabilidadee de aproximadamie 1 em 100. Elae pequena apesar
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de ser cem vezes maior que a probabilidade da doerca na poptiio e dez vezes maior que a
probabilidade obtida com erros de 0,1. Novamente pode-se sbrvar que a probabilidade calculada
depende fortemente da e ciéncia do aparelho, que nesse cagaumentou de 90% para 99%.

3.12 Independéncia de eventos

Inicia-se a nacao de independéncia para dois eventos e gteriormente estende-se a de ncao
para um rumero qualquer de eventos.

Dencao 3.12.1. Sejam \A" e \B"dois eventos e suponha queP(A) > 0. O evento \B% dito
independente do evento \A" se P(BjA)= P(B) (3.16)

Esta de ncao correspondea nacao intuitiva da independéncia do evento \B"em relacao ao evento
\A", pois diz que a probabilidade de \B"n-ao se altera com a iformacao de que o evento \A"ocorreu.
Se o evento \B®t independente do evento \A"decorre da Equacao (1.5) que:

P(A\ B)= P(A) P(B) (3.17)

Se 0 evento \B¥ independente do evento \A"entao espera-8 que \A"tamkem seja independente
de \B". De fato isto ocorre, como pode ser veri cado a seguir:

. P(A\ B) _P(A) P(B)
P(AiB)= = = P(A):

A primeira igualdadee a de ncao de probabilidade condicional, e a segunda decorre da Equacao
(1.12).

Se a Equeacao (1.12)e \alida, entao essas igualdades mttam que \At independente de \B".
Logo, \A"e \B"sao independentes se somente se a Equacad (12) valer. Entao podemos adotar essa
equacao como a de ncao de independéncia. Note que estequacao, apesar de nao ser tao intuitiva
como a expressao da De ncao (1.12.1),e sinetrica em elacao aos dois eventos, e abm disso elae
adequada para a generalizacao da de ncao de indepermfftia para mais de dois eventos.

Exemplo 3.12.1. Seja S o quadrado no plano 0 X le0 Y 1. Considere o espaco

uniforme de probabilidade sobre o0 quadrado, e sejalA = f(X;Y)2S:0 X 1=20 Y 1g

eB=f(X;Y)2S:0 X 1,0 Y 1=4g. Mostre que \A"e \B"sao independentes.
Precisamos mostrar queP(A\ B)= P(A) P(B). temos que

PA)=1=2 1=1=2; PB)=1 14 =14 e A\ B =f(X;¥Y)2S:0 X 1=2;

0 Y 1=4qg.

Logo,P(A\ B)=1=2 1=4=1=8=P(A) P(B) Para de nir a independéncia para \n"eventos,

sendo \n"um inteiro positivo, ros devemos exigir a validade da forma produto para todo subcon-

junto de \k"dos \n"eventos, para2 k n.

Exemplo 3.12.2. Larca-se uma moeda trés vezes. O espaco amostrale o camjto das seqeéncias
de caras e coroas de comprimento 3, ou seja,

S = fKKK;KKC; KCK;KCC; CKK;CKC;CCK;CCC o)
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A = fCCC;CCK;CKC;CKK g
B = fCKC;CKK;KCC;KCK ¢
C = fCKK;KCC;KCK;KKC @
Decorre entao queP(A)= P(B)= P(C)=4=8=2=4 =1=2: Temos

Consideremos o0s eventos:

P(A\ B)= %z %: P(A) P(B)
P(A\ C)= %6 %: P(A) P(C)
P(B\ C)= ;s %: P(B) P(C)

o P(A\ B\ C)= S=P(A) P(B) P(C):

As igualdades acima mostram que os eventos \A'"e \B"sao indpendentes, e que os eventos \B"e
\C"e os eventos \A"e \C", nao sao independentes e que \A", \B"e \C"satisfazem a forma produto.

Exemplo 3.12.3. Duas moedas sao larcadas. Considere 0s seguintes eventos

A = fCara no primeiro larcamento g
B = fCara no segundo larcamentog
C = fEm dois larcamentos ocorre a mesma facg

l0go A=fKK;KC g; B=fKK CK g C=fKK;CCg

O espaco amostrale o conjunto S = fKK; KC; CK; CC g, ondeK designha cara €C coroa. Supondo
que a moedae balanceada e portanto que os pontos do espacmastral tém probabili-
dade I=4. Portanto,

A\ B=fKKg, A\ C=fKKg B\ C=fKKg A\B\ C=fKKg

Calculando-se as probabilidades desses eventos, obtemos:
P&A): P(B) = PSC) =1=2
P(A\ B)= P(A\ C)= P(B\ C)= P(A\ B\ C)=1=4
De onde decorre que vale a Equacao (1.12) para os eventosniados dois a dois, mas

P(A\ B\ C)6 P(A) P(B) P(C):
Considerando o exemplo onde trés moedas equilibradas stwocadas, os eventos:

A = fCara no primeiro lancamento g
B = fCara no segundo larcamentog
C = fCara no terceiro larcamento g

A = fKKK, KKC, KCK, KCC g
B = KKK, KKC, CKK, CKC g
C = fKKK, KCK, CKK, CCK g

logo,
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Veri ca-se que para esses eventos, todas as quatro express~relacionadas as probabilidades:
P(A\ B); P(A\ C); P(B\ C) e P(A\ B\ C); que para esse exemplo se transformam em
igualdades, istoe,

1. P(A\ B)= P(A) P(B);
2. P(A\ C)= P(A) P(C);
3. P(B\ C)= P(B) P(C);
4. P(A\ B\ C)= P(A) P(B) P(C)

Senao vejamos,

P(A\ B) = %= P(A) P(B)= % %
P(A\ C)= %: P(A) P(C)= % %
P(B\ C)= %: P(B) P(C)= % %
P(A\ B\ C)= %= P(A) P(B) P(C)= % % %
Portanto, P(A\ B\ C)= P(A) P(B) P(C) (3.18)

Com base nas armacoees anteriores, conclu-se que, parde nirmos independéncia de trés even-
tos, devemos impor que essas igualdades (1a 4) sejam verdgiths. Esses exemplos nos sugerem que
para de nirmos a independéncia para \n"eventos, sendo h"um inteiro positivo, devemos exigir a
validade da forma produto para todo subconjunto de k"dos \n"eventos, para2 k n.

De ncao 3.12.2. Os eventosA1;Az; As; i Ap; sao independentes se

P(Ai1\ Ai2\ Aiz\ i\ Ag) = P(Ai1) P(Ai2) P(Aiz) =t P(Ak);
para todok = 2;3;4; ;i n e todofiq;iggig; kg f 1,23 ng; tal que,
i1<izs<igz<unn<iy

O rumero de equacees que devem ser satisfeitas nesta decmoe 2"  n  1: De fato, para todo
\k",2 Kk n,ttm-se uma equacao para cada subconjunto de tamanhd\Vdos \ n"eventos e como

) n
0 rumero desses subconjuntose

K temos para cada k"esse rumero de equacees. O total de

equecoeese, portanto,
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3.13 Lista de Exerccios

1)

2)

3)

4)
5)

6)

7)

Determine o espaco amostral dos seguintes experimentagdeabrios:

(a) Larcamento de uma moeda honesta;

(b) Larcamento de um dado;

(c) Larcamento de duas moedas;

(d) Retirada de uma carta de um baralho completo de 52 cartas;
(e) Determinacao da vidautil de um componente eletrénico.

Em uma caixa existem cinco bolas brancas e oito azuis. Dudsolas sao retiradas simultanea-
mente da caixa, de forma aleabria. Qual a probabilidade deserem brancas?

Escolhem-se ao acaso dois rumeros naturais distintos,edl a 20. Qual a probabilidade de que o
produto dos rumeros escolhidos seja mpar?

Em quatro larcamentos de uma moedas, qual a probabilidad de ocorrer pelo menos uma cara?

Em uma gaveta conem seis pares de meias verdes e dois parde meias azuis. Tiram-se duas
meias ao acaso. Qual a probabilidade de se formar:

(&) Um par verde?

(b) Um par de meias da mesma cor?

(c) um par com meias de cores diferentes?

As probabilidades de um aluno da Escola Naval, ser seleciado para a turma A, B e C sao

respectivamente: 0,2; 0,4 e 0,4. Escolhe-se ao acaso trésnas desta Institucao de ensino. Qual
a probabilidade de que pelo menos um seja selecionado parawrma B ou C?

Uma sala possui dois soquetes para lampadas de caixa corazdampadas, das quais oito estao
boas, retiram-se duas lampadas ao acaso e colocam-se as m&s nos soquetes. Qual a proba-
bilidade de que:

(a) Todas acendam?

(b) Pelo menos uma lampada acenda?
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8) Uma caixa conem 10 bolas numeradas de 1 a 10. Extrai-se aacaso uma bola da caixa. Deter-
mine a probabilidade de que o rumero da bola seja 5, 7 ou 9.

9) Suponha que se lance um dado duas vezes e que 0s 36 resultagossveis sao igualmente
provaveis. Determine a probabilidade de que a soma dos ruraros observados seja par.

10) Qual a probabilidade da soma dos pontos de 2 dados ser 8, sgbemos que os dados tem que
mostrar pelo menos 2 pontos cada um?

11) Suponha que no depsito de uma empresa exista uma caixauatendo p fusveis em perfeito
estado de funcionamento eq fusveis defeituosos. Extrai-se ao acaso um fusvel da daa e a
seguir extrai-se, tamkem ao acaso, um segundo fusvel ddre os que caram na caixa. Determine
a probabilidade de que:

(&) Ambos fusveis sejam perfeitos para utilizacao (nao apesentam defeito);
(b) O primeiro fusvel seja perfeito para utilizecao e o segmdo seja defeituoso;
(c) O primeiro fusvel seja defeituoso e o0 segundo seja perfeitpara utilizacao;
(d) Ambos fusveis sejam defeituosos.

12) Suponha que num lote com 20 pecas existam cinco defeitaas. Escolhe-se quatro pecas do lote
ao acaso, ou seja, uma amostra de quatro elementos, de modoega ordem dos elementos seja
irrelevante. Qual a probabilidade de duas pecas defeituas estarem contidas nesta amostra?

13) Uma moedae viciada, istoe, a probabilidade de se obtercara nesta moedae 0,8. Sorteamos
ao acaso uma moeda e a larcamos cinco vezes. Obtemos trégasae duas coroas. Qual a
probabilidade de termos escolhido a moeda viciada?

14) Dados os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7. Tomando-se doisnmeros dentre 0s sete possveis. Qual
a probabilidade do produto entre eles ser mpar?

15) Numa empresa trabalham 10 homens e 5 mulheres. Para se fimair uma comissao composta de
guatro pessoase realizado um sorteio. Qual a probabilidagl de a comissao ter 2 homens e 2
mulheres?

16) Um cokgioe composto de 70% de homens e 30% de mulhereSabe-se que 40% dos homens
e 60% das mulheres sao fumantes. Quale a probabilidade deug um estudante que foi visto
fumando seja homem?

17) Num pedio de 5 andares ta 4 apartamentos por andar. Ap@as 5 apartamentos estao ocupados.
Qual a probabilidade de que cada um dos 5 andares tenha um agamento ocupado?

. , . . 1
18) Duas pessoas A e B praticam tiro ao alvo, a probabilidade @ atirador A acertar o alvoe 3 ea

- . 2 " .
probabilidade do atirador B acertar o0 alvoe 3 Admitindo que A e B sao independentes, se os
dois atiram, qual a probabilidade de:
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(a) Ambos atingirem o alvo;
(b) Pelo menos um atingir o alvo.

w

19) Uma moedae viciada, de modo queP (cara) =
bilidade de se obter pelo menos duas caras?

7 a mesmae larcada trés vezes. qual a proba-

20) Suponha que A, B e C sejam eventos tais qu®(A) = P(B) = P(C) = % P(A\ B)= P(C\ B)

1 -
= P(A\ C)= g Calcular a probabilidade de que pelo menos um dos eventos arca.

21) Em uma urna ta dez bolas, numeradas de 1 a 10. Retira-se uanbola ao acaso. Pede-se deter-
minar a probabilidade de seu rumero ser par ou maior que 4.

22) Caixa | conem 3 bolas brancas e 2 pretas, caixa Il contn 2 bolas brancas e 1 preta e caixa Il
conem 1 bola branca e 3 pretas.

(a) Extrai-se uma bola de cada caixa. Determine a probabilidadele que todas as bolas sejam
brancas.

(b) Seleciona-se uma caixa e dela extrai-se uma bola. Determimeprobabilidade de que a bola
extrada seja branca.

(c) Calcule em (b) a probabilidade de que a primeira caixa foi secionada, dado que a bola
extradae branca.
23) Considere dois eventos: A e B, mutuamente exclusivos. @oP (A) =0;3 eP(B) =0;5. Calcule:

(@) P(A\ B);
(b) P(A[ B);
(c) P(AjB);
(d) P(A%);

(e) P((A[ B)Y).

24) Um restaurante popular apresenta dois tipos de refeoes: salada completa e um prato a base
de carne. 20% dos fregueses do sexo masculino preferem sajaal 30% das mulheres preferem
carne. 75% dos fregueses sao homens. Considere 0s segslietentos:

H: O freguése homem, M: O freguése mulher, A: O fregués pefere salada,
B: O fregués prefere carne. Calcule:

(@ P(AjH)eP(BjH)

(b) P(A[ H) e P(A\ H);

() P(MjA).
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Captulo 4

Varaveis Aleabrias

4.1 Introdwcao

Quando se joga uma moeda certo rumero de vezes estamos fadenum Experimento (repre-
sentemos porE;). Pode se estar interessado nao na particular sucessaotida, mas somente no
numero de caras. Do mesmo modo, quando se joga uma moeda abter uma cara (E;), pode-se es-
tar unicamente interessado no rumero de jogadas necessas para obté-la. Estas sao caractersticas
nunericas associadas aos experimentos.

Se Se um espaco amostral associado ao esperimentB;, podemos de nir \arias quantidades de
interesse baseadas nos elementos @& Essas quantidades sao essenciais na patica, e facilitaa
constricao de eventos de interesse.

Dencao 4.1.1. Chamaremos devaravel aleabria (v.a.) a toda furcao real de nida sobre S

As varaveis aleabrias serao de nidas usualmente com a letras mausculas X;Y;Z; ;e
os valores que elas assumem sAao representados por letrasustulas. Por exemplo, seX e uma
varavel aleabria com resultados enumeaveis, e X (S) 2 f x1;X2;x3; ¢g. Os rumeros X; sao 0s
valores da varavel aleabria.

Suponha que se atire duas moedas e considera-se 0 espaco sirad associado a esse experimento.
Istoe,
S = fKK;KC;CK;CC g

Podemos de nir uma varavel aleabtria da seguinte maneira: X e o rumero de caras (K ), obtidas
nas duas moedas. Da,

X(KK)=2; X(KC)= X(CK)=1; e X(CC)=0:
Portanto, Ry = Valores possveis de X = f0;1;2g.

E muito importante compreender uma exigéncia fundamentalde uma furcao (unvoca): A cada
s 2 S corresponderl exatamente um valorX (s): Isto pode ser veri cado na Figura 1. No entanto,
diferentes valores des podem levar ao mesmo valor deX: Por exemplo, na Figura 4.1, veri ca-se
que X (KC)= X(CK)=1:

O espaco Ry ; conjunto de todos os valores possveis deX; e algumas vezes denominado de
contradomnio. De certo modo, pode-se consideraRx como um outro espaco amostral. O espaco



114 Varaveis Aleabrias

Figura 4.1 Furcao de Varavel Aleabria.

amostral (original) S corresponde ao resultado (possivelmente nao nurrerico)adexperimento, en-
guanto Rx e 0 espaco amostral associado a varavel aleabria X; representando a caracterstica
nunerica que nos poder interessar. Se forX (s) = s; teremosS = Ry : Vale ressaltar que pode-se
pensar em uma varavel aleabria X; de duas maneiras

(a) Realiza-se um experimentd' que da um resultado s 2 S; A seguir calcula-se o valor deX (s):

(b) Realiza-se um experimentd’; obtém-se o resultadcs; e (imediatamente) calcula-seX (s): Neste
caso, o rumero X (s)e pensado como o poprio resultado do experimento eRx se torna o
espaco amostral do experimento.

Exemplo 4.1.1. Trés moedas sao atiradas sobre a mesa. A partir do momentoug as moedas
repousem, a fase \aleabria" do experimento terminou. Um resultado simpless poderia consistir na
descrcao detalhada de como e onde as moedas repousaranenSeqéentemente se estaa interessado
somente em certas caractersticas nunericas associadas este experimento. Por exemplo, pode-se
avaliar

8
<  X(s): N\umero de caras que apareceram;
Y (s): Distancia maxima entre duas moedas quaisquer;
Z(s): DistAncia mnima das moedas a uma borda qualquer da mesa

Caso seja a varavel X que interesse, pode-se incluir a avaliccao d& (s) na descrcao deste
experimento e, depois. simplesmente a rma-se que o espaamostral associado ao experimentoe
f0; 1; 2; 3g; correspondendo aos valores d¥: No entanto, muito freqe&ntemente vem-se adotar esta
interpretacao, compreendendo que a contagem do rumero & carase feita \depois" que os aspectos
aleabrios do experimento tenham terminado.

Quando se estiver interessado nos eventos associados a urpaes amostral S; veri ca-se a ne-
cessidade de examinar 0s eventos relativamentea varavealeabria X; istoe, subespacos do con-
tradominio Ryx . Frequentemente, certos eventos associadossasao \relacionados” (em um sentido
a ser explicado) a eventos associados CoRy ; na seguinte forma
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De ncao 4.1.2. Sejam um experimentoE e seu espacoS: Seja X uma varavel aleabria de nida
em S e sejaRx seu contradomnio. Seja B um evento de nido em relecao aRy ; istoe, B Ry.
Entao, A sea de nido como
A=1fs2SjX(s)2Bg

A sem constitudo por todos os resultados emS; para 0s quaisX (s) 2 B (como pode ser visto
na Figura 4.2). Neste caso, pode-se dizer quk e B sao eventos equivalentes.

Figura 4.2 Furcao de Varavel Aleabria para Eventos Equivalentes.

Pode-se dizer que os conjuntof\ e B serao equivalentes sempre que ocorram juntos. Isto e,
guando A ocorre, B ocorre e vice-versa. Porque sé tiver ocorrido, entao um resultado s tea
ocorrido, para o qual X (s) 2 B e, portanto, B ocorreu. De maneira recproca, seB ocorreu, um
valor X (s) tea sido observado, para o quals 2 A e, portanto, A ocorreu.

E importante compreender que, em de ncao de eventos equalentes, A e B sao associados a
espacos amostrais diferentes.

Exemplo 4.1.2. Considere a jogada de duas moedas. Da$S = fKK;KC;CK;CC g SejaX o
rumero de caras obtido. Portanto, Rx = f0; 1;2g: SejaB = f1g: Visto que, X (KC)= X(CK) =1
se somente seX (s) = 1; temos queA = fKC; CK ge equivalente a B.

Uma importante de ncao apresenta-se a seguir

Dencao 4.1.3. Seja B um evento no contradomnio Rx. Nesse caso, de ni-se EB) da seguinte
maneira P(B) = P(A);onde A= fs2 S j X(s) 2 Bg: De ni-se P(B) iguala probabilidade do
eventoA S; o quale equivalente a B, no sentido deA = fs2 S j X (s) 2 Bg.

Admite-se que as probabilidades possam ser associadas amdes em S: Portanto, a de ncao
anterior torna possvel atribuir probabilidades a eventos associados &Ry ; em termos de
probabilidades de nidas sobresS;

E realmente possvel demonstrar que PB) deve ser de nida tal como foi procedido. Contudo,
isto envolveria algumas di culdades teoricas que desejase evitar e, por isso, procede-se como
a forma acima,;

Desde que na formulacao de FB) = P( A), onde A = fs 2 SjX (s) 2 Bg; os eventosA e B
se referem a espacos amostrais diferentes, se deveria emgar realmente notecao diferente,
guando se zesse referéncia a probabilidades de nidas sob S e aquelas de nidas sobreRx,
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por exemplo, alguma coisa tal como PA) e P«(B). No entanto, nao ia se fazer isso, mas
continuar-se simplesmente a escrever &) e P(B).

Quando se adiciona uma varavel aleabria X e seu contradomnio Ry ; se adicionando pro-
babilidades nos eventos associados Ry ; as quais serao estritamente determinadas se as
probabilidades associadas a eventos e forem especi cadas.

Exemplo 4.1.3. Se as moedas consideradas no Exemplo 2 forem \equilibradaséremosP (KC ) =

1 1 1 1 : :
P(CK) = Z: Portanto, P(KC;CK ) = I + - = —: (0os @lculos anteriores sao uma conseqééncia

direta da suposcao fundamental referente a proprieda@& de equilibrio ou simetria das moedas).
Visto que, o eventof X = 1ge equivalente ao eventof KC; CK g; empregado aA = fs2 SjX(s) 2

1 .
Bg; teremos queP(X = 1) = P(KC;CK) = é: [na verdade nao existe escolha para o valor

de P(X = 1) coerente com a PB) = P(A), onde A = fs 2 S j X(s) 2 Bg; uma vez que
P(KC;CK ) tenha sido determinada. E nesse sentido que probabilidades associadas a eventos de
Rx sao0 induzidos.]

Uma vez que as probabilidades associadas aos \arios resadlos (eventos) no contra domnio
Rx tenham sido determinadas (mais precisamente, induzidasjgnora-se freqaentemente o espaco
amostral original S; que deu origem a essas probabilidades. Assim, no Exemplo & estaremos

. - . 111
interessados emRx = fO0;1;29 e as probabilidades assomadaszrcé; Z)' O fato, de que essas

probabilidades sejam \determinadas"por uma furcao de pobabilidade de nida sobre o espaco
amostral original S; nao interessa, quando se est apenas interessado em esauds valores da
varavel aleabria X:

4.2 Varaveis Aleabrias Discretas

Dencao 4.2.1. Seja S o espaco amostral e sejd uma varavel aleabria. Dado que o rumero de
valores dos quais a varavel aleabria X poder assumir, ou seja,Ry ; 0 contradomnio, sendo nito

ou in nito enumeavel de valores X 1;X,; X3; : denomina-seX de varavel aleabria discreta.
Portanto, a varavel aleabria X; podem assumir valores que, podem ser postos em lista como
X1; X2 X3; : X n: Para a situacao ondeX e nito, e no caso de X ser in nito enumemvel, essa
seqeéncia continua de forma inde nida. Logo, dadof X 1; X2; X3; g um subconjunto dos rumeros
reaisR, tal que, fS : X (s) = xjge um evento para todoi. EntaofS : X (s) = xjge por de ncao um
evento e portanto se pode falar sobre sua probabilidade. Abrviadamente representa-se em geral o
eventofS : X (s) = xjg por fX = Xx;g; e a probabilidade desse eventoe dada poP (X = xj); ao
ines de P(fS: X(s) = xj0):

SejaX uma varavel aleabria discreta real. Realmente, se X 1; X»; X3;::: sao o0s valores parX
assumir,fS : X (s) = xjge um evento de acordo com a de ncao de uma varavel aleatria discreta
real. Sex naoe um desses valores, entaldS : X (S) = xg = ;; que tamkeme um evento.

Se os valores possveis de uma varavel aleabria discra X consistem apenas de rumeros inteiros
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Oou rumeros inteiros nao negativos, dizemos qu&X e uma varavel aleabria inteira ou uma varavel
aleabria inteira nao negativa, respectivamente. A maiaia das varaveis aleabrias discretas, que
ocorrem nas aplicacees sao inteiras nao negativas.

De ncao 4.2.2. Seja S 0 espaco amostral e sejd uma varavel aleabria discreta. Todavia, vemos
queRx (o contra-domnio de X) sel contitudo no maximo por um rumero in nito enumer avel de
valores xj; Xo; X3; ::: para cada possvel resultado dex; associa-se um rumeroP (x;) = P(X = X;);
denominado de probabilidade dex;: Os rumeros P(x;);i = 1;2; 3;::: devem satisfazeras seguintes
condcees:

) P(xi) 0O 8i

. P
(i) P(xj)=1:
i=1
Conclu-se portanto que, chama-se furcao discreta de desidadeX a uma furcao realP (x;) de nida
por P(x;) = P(X = x;): Diz-se que um rumero realxe um valor possvel de X seP(x;) > O:

Exemplo 4.2.1. SejaX a varavel aleabria obtida pelo experimento de larcar u ma moeda trés
vezes, onde a probabilidade de obter a face cara em um larcamto individuale p. Logo, o0 espaco
amostral sea: X (s) = 3;2;2;2;1;1;1;0g; entao, para cada um dos S; X (s) assume 0s valores:
3, 2, 1, 0. Dado que,

Pfsg=fp*p*l pip* p)ip*d pip pZpld pZpld p%@E pie

Sendop = 0;4: Entao, X tem a furcao de probabilidade discretap(x;) dada por:

p0) = (1 p*=@1 04)°%=0;216;

pl) = 3 [pl pPI=3 04 (1 04)?=0,432;
p2) = 3 [P’ pI=3 (0;4)* 0;6=0;288;
pB) = p*=(0:4)°=0;064

Logo,
p(0) = 0;216; p(1) =0;432; p(2)=0;288; p(3)=0;064

P P
Dada a condcao (i), ou seja, i1=1 p(x;) = 1; chega-se que, i4=1 p(xi) = p(0) + p(1) + p(2) +
p(3) = 0;216 + 0;432 + 0;288 + 0;064 = 1. Portanto, a condcao (ii) esh satisfeita. Pode-se

representar esta furcao por meio de um diagrama como ilust a Figura 4.2.1.

4.2.1 Varavel Aleabria Constante

Seja \c"'um rumero real. Entao a furcao X de nida atrawes de X (s) = c; para todo se uma
varavel aleabria discreta, visto que, fs: X (s) = cge todo conjunto S e Se um evento. Claramente
P(X = ¢)=1; de modo que a f.p. deX e simplesmentef (c) =1 e f(x) =0; x 6 c: Esta varavel
aleabria chama-se varavel aleabria constante ou varavel degenerada E sob este ponto de vista
gue uma constante nunericae considerada uma varavel akabria.
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-1 0 1 2 3

Figura 4.3 Furcao da Distribucao de p(x;); ondex; assume os valores -1, 0, 1, 2 e 3.

4.2.2 Valor Medio de Uma Varavel Aleabria Discreta

De ncao 4.2.3. Dada a varavel aleabria X discreta, assumindo 0s valores<i; Xo; X3; 3 Xn;
chama-se valor nedio ouesperarca matemnatica de X ao valor

X0 X
E(X)= Xi P(X = x) = Xi pi: 4.1)
i=1 i=1

SeX tem apenas um rumero nito de valores possveisXj; X2; X3;::i; Xn; entao a Equacao (4.1)e
simplesmente de nido como
X0
E(X)= Xi P(X = xj):
i=1 b
No caso discrg,to geral, esta de ncaoe \alida desde quea soma ', jxij P(X = xj) < 1 ;e

exigido, entao L, X; P(X = x;) sem bem de nida. Isso pode levar a conclusao que:

P
SejaX uma varavel aleabria discreta com f.p. f(x j ): Se L, x; P(X = xj) < 1 ; dizemos

que X tem esperarca nita e de nimos sua esperarca atrawes de

X
E(X)= Xi P(X = xj):
i=1

=]

Por outro lado, se L, jxij P(X = x;) = 1 ; dizemos queX nao tem esperarca nita e E(X)e
inde nida. Se X e uma varavel aleabria nao-negativa, geralmente indica-se porE(X) < 1 o fato
de que ela tem esperarca nita.

Exemplo 4.2.2. Uma questao que se pode ter o interesse em resolver, se refao lucro medio por
um determinado conjunto fornecido pela Tabela 2.1. Observ@de que 56% das montagens devem
produzir um lucro (X) de 15 reais, 23% um lucro X ) de 10 reais, etc.

Introdwc-aoa Probabilidade 2018 Notas de aulas



4.2 Varaveis Aleavbrias Discretas 119

Tabela 4.1 Distribucao da V. A. X

X P(X = x)

15 0,56

10 0,23

5 0,02

-5 0,19
Total 1,00

P
Logo, E(X)= &, xiP(X =x;)=15 0;56+10 0;23+5 0;02+( 5) 0;19=9;85:

Istoe, caso sejam verdadeiras as supostcees feitas padeterminar a distribucao da Varavel
Aleabria (v.a.), o empresario espera ter um lucro de 9,85reais por conjunto montado.

Exemplo 4.2.3. SejaX a V.A. introduzida sob a forma de considea-la como o resulado do

experimento de larcar uma moeda trés vezes, no qual a prolbdidade de se obter cara em um
larcamento indiduale p = 0;4: De posse dos dados fornecidos pela Tabela 2.2, pode-se chca

media de obtercees da face cara no experimento.

Tabela 4.2 Distribucao da Varavel Aleabria X
X P(X)

0 0,216
1 0,432
2 0,288
3 0,064
Total 1,00

P
Entao, E(X) = i3:1 Xi P(X =xj)=0 0;216+1 0;432+2 0;288+3 0;064=1;2:

Istoe, o umero nmedio de obtercees da face cara, no expemento de trés larcamentos dessa mo-
eda (nao honesta), sob probabilidade de se obter a face cdpuala 0,4 sea 1,2, para experimentos
realizados sob essas mesmas condcees.

4.2.3 Variéncia de uma Varavel Aleabria Discreta

A variéncia de uma varavel aleabtriae expressa em funcao do valor medio desta mesma varavel,
ou seja, de sua esperarca matenatica, tal como, se obsenra Equacao (4.2) a seguir,

Var(X) E(X E(X))?
E(X?) [E(X)]?% (4.2)
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Exemplo 4.2.4. Para o Exemplo 2.2.3 se tem que, a varincia da varavel algbria X e dada por:

Tabela 4.3 Calculo da Variancia Varavel Aleabria X.

X P(X) X2 P(X?)

0 0,216 0 0,216
1 0,432 1 0,432
2 0,288 4 0,288
3 0,064 9 0,064
Total 1,00 1,00

Portanto,
E(X?) = i3=l x2P(X2=x?)=0 0;216+1 0;432+4 0;288+9 0;064=2;16
Consequéntemente, a partir da Equacao (4.2) a varian@ da varavel aleabria X e iguala:

Var(X) = 2;16 1;2?
= 2:;16 1:44
= 0:;72

Assim, se pode concluir que a variabilidade associada ao eximento de obtercees da face Cara
em trés larcamentos de uma moedae iguala 0,72.

4.2.4 Furcao de Distribucao Acumulada Discreta

De ncao 4.2.4. Seja X uma varavel aleabria, discreta. De ne-se a furcao \F "como a furcao
de distribucao acumulada da varavel aleabria X .

Teorema 4.2.1. SeX for uma varavel aleabria discreta
X
F(x)= P(X x)= P(xj);
i
onde o somabrioe estendido a todos os ndices j que satifazema condcao x;  X:

Observa-se que o domnio de- e tido conjunto dos rumeros reais, ao passo que o contradomio
e o intervalo [0; 1]

Exemplo 4.2.5. Voltando ao problema do empresario mostrado anteriormenge e usando a furcao

de distribucao acumulada de X de nida na tabela a seguir, a furcao de distribucao acdumada
(f.d.a) de X ser dada por
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8
0 se x < b5
E 0;19 se 5 X < 5
F(x)= 0;21 se 5 X < 10

0:44 se 10 X < 15
1 se x 15:

Comenario:  Observe queP (X = Xx;)e igual ao salto que a furcaoF da no ponto x;; por exemplo,
P(X =10) =0;23 = F(10) F(10 ): De modo geral,P(X = Xxj) = F(x;) F(X;); ou seja,
P(X = xi)= F(xj) F(x;); onde lembramos que

F(a )= lim F(x)

X

0]

mplo 4.2.6.
e

Suponha que a varavel aleabria X tome os valores 0, 1 e 2, com probabilidades
; respectivamente. Entao,

wirMm
IR
NI -

sex < 0

se0 X < 1
F(x) =

sel X < 2

TN OO
NI, Wik o

[EEN

se X 2

Observe quee de extrema importancia o fato de se indicar aniclusao ou a exclusao dos limites,
na descrcao dos diversos intervalos. Pode se mostrar gcamente a F para o exemplo 5.2.5.

Os gr cos para as furcees de distribucao acumulada 0, bastante tpicos, no seguinte sentido:

(i) SeX for uma varavel aleabria discreta, com um rumero nito de valores possveis, 0 ga co da
furcao de distribucao acumulada sea constitudo p or segmentos de reta horizontais (nesse
caso, a furcao de distribucao acumulada se denomina \ticao em Degraus”).

(i) A furcao de distribucao acumulada de Fe de nida para t odos os valores de&; o quee um
motivo importante para considea-la.
Existem duas outras importantes propriedades da furcao d distribucao acumulada, que sea

sintetizada no teorema seguinte

Teorema 4.2.2. Garante-se que:
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() A furcao Fe nao-decrescente. Istoe, sex; Xp; teremosF (x1) F(X2):

(ii) Xllilm F(x)=0 exllilm F(x) = 1: [Frequentemente, escreve-se istocomb(1 )=0eF(1)=
1]

4.3 Varaveis Aleabrias Contnuas

Considerou-se anteriormente as varaveis aleabrias décretas e suas furcees de probabilidade
como, por exemplo, Bernoulli, Binomial, Geonetrica, Hipergeonetrica e Poisson. Nas aplicacees,
estas varaveis aleabrias representam tipicamente o mmero de objetos de uma certa caracterstica,
como o rumero de bolas vermelhas em uma amostra aleabria € tamanho \n", com ou sem re-
postcao, ou rumero de chamadas que chegam a uma central legdnica em um minuto.

Existem muitas situecees, tanto teoricas quanto aplicadas, em que as varaveis aleabrias naturais
a considerar sao \contnuas" ao inves de discretas. coma@proximacao inicial, podemos de nir uma
varavel aleabria conthua X em um espaco de probabilidadeS como uma furcaoX (s), s2 S, tal
que,P(fsj X(s)=xg)=0, 1 <x< +1 ;istoe, tal que, X assume qualquer valor espec cox
com probabilidade zero.

E facil pensar em exemplos de varaveis aleabrias conhuas. Considera-se inicialmente, um mo-
delo probabilstico para os tempos de desintegracao de m rumero nito de particulas radioativas.
SejaT o tempo que decorre ak a desintegracao da primeira partula. Entao, T e uma varavel
aleabria contnua, pois a probabilidade de que a primeira desintegracao ocorra em um tempo es-
pec co (por exemplo, T =2:000Q:: segundos)e zero. Como segundo exemplo, considera-se o exp
rimento de escolher ao acaso um ponto de um subconjunt® do espaco euclidiano\n-dimensional”
nito nao nulo. Seja X a varavel aleabria que representa a primeira coordenad do ponto esco-
Ihido. Supeem-se por exemplo, que = 2 e que S seja um disco de raio uniario no plano, centrado
na origem. Entao, o conjunto de pontos ent que tem a primeira coordenada zeroe um segmento
de reta no plano. Qualquer segmento como este temarea zerop®rtanto probabilidade zero.

De forma geral, as varaveis aleabrias que representam radidas de grandezas fsicas como coor-
denadas espaciais, peso, tempo, temperatura e voltagemaséescritas mais adequadamente como
varaveis aleabrias contnuas. Varaveis aleabri as associadasas contagens de objetos ou eventos
sao exemplos tpicos de varaveis aleabrias discreta.

Entretanto, existem casos em que tanto a formulacao dis@ta comoa conthua poderiam ser
apropriadas. Assim, embora normalmente a medida de comprignto seja considerada como uma
varavel aleabria contnua, pode-se considerar a medida arredondada para um certo rumero de
casas decimais, e portanto, como sendo uma varavel aleatia discreta.

4.3.1 Varaveis Aleavrias e suas Furcees de Distribui cao

Nas aplicacees, uma varavel aleabria representa umaquantidade nurnrerica de nida em termos
do resultado de um experimento aleabrio. Matematicament, entretanto, uma varavel aleabria X
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e uma furcao real de nida em um espaco de probabilidade.Naturalmente deseja-se qud® (X  X)
seja de nida para todo rumero real x. Em outras palavras, seS for um espaco de probabilidade
sobre o qual se de neX, deseja-se que
fsjX(s) xo:
Seja um evento (istoe, um elemento do espaco amostral). i® implica nas de ncees a seguir

Dencao 4.3.1. Uma varavel aleabria X em um espaco de probabilidadese uma furcao real
X(s);s2 S;tal quefsj X(s) xgeumeventoparal <x< +1:

De ncao 4.3.2. A furcao de distribucao F de uma varavel aleabria X e uma furcao

F(X)=P(X Xx); 1 <x< +1

A furcao de distribucao torna-se util na determinac ao de diferentes probabilidades associadas
com a varavel aleabria X . Um exemploe:

P(a<x b=F®) F@; a b

4.3.2 Propriedades de Furcees de Distribucao Contnu as

Nem todas as furcees ocorrem como furcees de distribeéo, pois as furcees de distribucao
devem satisfazer certas condcees.

SejaX uma varavel aleatria e seja F uma furcao de distribucao. Entao
0 F(x) 1 paratodox.
(i) F e uma furcao nao decrescente de&.

A propriedade (i) decorre imediatamente da propriedade de d ncao F(x) = P(X  Xx).
Para se veri var a validade de (ii), precisa-se simplesmert observar que s <y, entao

Fly) F(xX)= P(x<X y) O

Diz-se que uma furcaof tem um limite L a direita @ esquerda) no ponto x sef (x + h)

I L parah! O; atraws de valores positivos (negativos). Quando existemrepresentam-se
os limites a direita e a esquerda por f (x*) e f (x ) existem para todo x. Sob as mesmas
condcees,f tem os limitesf (1 )parax! 1 ef(+1)parax! +1.

Das propriedades (i) e (ii), segue-se que a furcao de distucao F tem os limitesF(1 ) e
F(+1).
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(i) F(1 )=0eF(+1)=1
(iv) F(x*) = F(x) para todo x.

Para avaliar F(1 ) e F(+1 ) precisa-se apenas obter os limites dE(n) paran! 1 . (Isso
decorre do fato de quer e nao-decrescente).

De ncao 4.3.3. Chama-sea varavel aleabria X de varavel aleabria contnua se

P(X=x)=0; 1 <x< 1:

Observa-se queX e uma varavel aleabria contnua se, sua furcao de di stribucao F for contnua
para todo x, istoe, se F for uma furcao contnua. Portanto, caso X seja uma varavel aleabria
contnua, entao aém da De ncao 2.10.1 temos que

Pla<X<b)=P(a X b=P(a X<b)=F(b F(a);

de modo que< e podem ser usados indiscriminadamente neste contexto.

De ntao 4.3.4. Uma furcao de distribucaoe qualquer furcao F que satisfaz as propriedades
-(iv) , istoe,

i 0 F(x) 1 paratodox,
(i) F e uma furcao nao-decrescente dex,
(i) F(1 )=0eF (+1)=1
(iv) F(X*) = F (x) para todo x.
Em textos mais avarcados demonstra-se que s€ for uma furcao de distribucao, necessaria-

mente existe um espaco de probabilidade e uma varavel algbria X de nida neste espeaco tal que
F e a furcao de distribucao de X.

4.3.3 Densidades de Varaveis Aleabrias Contnuas
Na patica de ni-se geralmente as furcees de distribucao em termos de furcees de densidade.

De ncao 4.3.5. Uma furcao de densidade (em relacao a integracao)e ma furcao nao-negativa
f tal que Z .,
+

f(x)dx =1 (4.3)
1

Introdwc-aoa Probabilidade 2018 Notas de aulas



4.3 Varaveis Aleabrias Contnuas 125

observe que sé¢ for uma furcao de densidade, entao a furca& de nida por
Z X
F(x) = f(y)dy; 1 <x< 1; (4.4)
1

e uma furcao contnua que satisfaz as propriedades (i)iv). Assim, a Equacao (4.3) de ne uma
furcao de distribucao contnua. Dizemos que esta fusao de distribucao tem densidadef. E
possvel, embora difcil, construir exemplos de furcees de distribucees contnuas que nao possuem
densidades. As furcees de distribucees contnuas gelrealmente possuem densidades sao chamadas
de furcees de distribucao \absolutamente contnuas'.

4.3.4 Valor Medio de uma Varavel Aleabria Contnua

De ncao 4.3.6. Como a furcao f (x)e senpre nao-negativa, pode-se escrever a esperarcaron:
E(X)= X f (x) dx: (4.5)
1

4.3.5 Vari@ncia de Uma Varavel Aleabria Contnua

A extensao do conceito de varidncia para varaveis aleatias contnuase feita de maneira semelhante
e equivalente ao caso de uma varavel aleabria discretapu seja,

Var(X)= E(X?) [E(X)]?

E(X E(X))?

= (x  E(X))?f(x) dx: (4.6)
1

Exemplo 4.3.1. O ponteiro dos segundos de um rebgio mecanico pode parargualguer momento

(instante), devido a algum defeito tcnico, ou ermino da bateria, e indica-se porX o angulo que

esse ponteiro forma com o eixo imagirario passando pelo cen do mostrador e pelo rumero 12,

comoe apresentado na Tabela 2.10.

Tabela 4.4 Deslocamento dos Ponteiros de um Rebgio

X 0° 6° 12 1& 342 348 354 360°
pg L L L 1 1 1 1 1
60 60 60 60 60 60 60 60

Pergunta-se, qual o angulo medio formado por esse ponteai, em relacao ao eixo imagirario que
passa pelo centro do mostrador e pelo rumero 12.
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Sabe-se que

entao

VA 360

E(X)
0
1

360
1

360
180:

E(X)=

1
xﬁ)dx

[(360)?

(3607 _

2

Z+1
x f(x) dx;
z
I S
360 | 360 2°°
1 1 1
2 - = = 2 -
07T 5 = 355 3601 3
360
2

Calcula-se conseqeentemente a variancia para a varavealeabria X, ou seja,

Var(X)= (x  E(X))?f(x) dx
logo, chega-se que
Z 360 1 1 hRgeo [
Var(X)= 1 — dx = 2 2
ar(X) . (x 180Y 360%™ = 380 o (** 2 x 180+(180)%) dx
_ L MRy 2% 0 180dx + 390 1802di
= 360 o Xodx g X X+ o (180) dx
_ 1 x3. x2. .
= 350 g h® 360 if+(180)% xig®
3 3
= L (360 O (180 (360® O?)+ (1802 (360 O)
360 3
1
= 360 15552 23328 + 11:664 10° = 360 (3880) 10°
=10:800

4.4 Suporte de um modelo de probabilidade

De ncao 4.4.1.

O conjunto A = fx :f(xj ) > Oge denominado o suporte dav.a. X.

4.5 Espaco paranetrico de um modelo de probabilidade

De ncao 4.5.1. O conjunto

dos valores possveis de e denominado Espaco Paranetrico
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4.6 Parametro

Dencao 4.6.1. Um parametroe uma medida usada para descrever uma caractstica da po-
pulecao.

Tabela 4.5 Smbolos Mais Comuns Para Medidas Populacionai e Amostrais

Estatstica Parametro

Media X
Variancia S2 2
N° de elementos n N
Proporcao p p
De ncao 4.6.2. - Modelos de ProbabilidadeSejaX uma varavel aleabria discreta ou contnua,

com furcao de probabilidade (f.p.) ou furcao densidadede probabilidade (f.d.p.) respectivamente,
dadas porf (x j ). Portanto, tem-se que e o parametro associado ao modelo de probabilidade da
varavel aleabria X.

4.7 Modelos de Probabilidade Discretos

4.7.1 Modelo de Probabilidade Uniforme Discreta

Experimentos que tenhamn resultados possveis, todos com a mesma probabilidade=n, e dito
seguir um modelo uniforme discreta. Assim,

1 .
P(X=xi)=ﬁ; i=1;2; ;n
O larcamento de um dado honesto tem como resultado as face13,4,5,6, todos com proba-
bilidade 1=6;

O resultado da megasena tem como resultado uma da%0 combinacees possveis, todas com
a mesma probabilidade.

O angulo inteiro em uma roleta de um cassino honesto.

Para esta varavel temos que

1 X 1 X )
E(X)= — xii V(X)= T (xi E(X)*
i=1 i=1
O principal casoe quandox; = i, ou seja, x; 2 f 1; 2;::;; ng, onde temos
n+1 n> 1

EX)= —— V(X)= —
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4.7.2 Modelo de Probabilidade Bernoulli

Muitos experimentos sao tais que o0s resultados apresentamo nao uma determinada caracterstica.
Por exempilo:

Uma moedae larcada: o resultadoe cara ou coroa;

Um dadoe larcado: ou ocorre face 5 ou nao (ocorrendo entauma das demais faces 1, 2, 3,
4 ou 6);

Uma pecae escolhida ao acaso dentre 1000:e ou nao defaiisa;
Uma pessoae escolhida dentre 500:e ou nao do sexo masauj

Uma pessoae escolhida ao acaso dentre os moradores de umdacie e veri ca-se quanto a
ela ser ou nao favoavel a um projeto municipal.

Em todos esses casos, estamos interessados na ocorrén@asdcesso (cara; face 5; a pecae de-
feituosa; a pessoae do sexo masculino e a pessoae favoglvao projeto municipal) ou fracasso
(coroa; uma face diferente de 5; a peca nao e defeituosa; pessoae do sexo feminino e a pes-
soa nao e favoavel a um projeto municipal). Essa termindogia (sucesso e fracasso) sea usada
freqeentemente.

Para cada experimento citado anteriormente, podemos de i uma varavel aleabria X; que
assume apenas dois valores: 1, se ocorrer sucesso, e 0, searcfracasso. Indica-se por a proba-
bilidade de sucesso, istoe, P (sucessg= P (S)= ; 0< < 1L

f(x)=".
" 0; para outros valores de x:

A varavel aleabria X, que assume apenas os valores 0 e Je representada porX  Bernoulli( )
e com furcao de probabilidade dada por
f(xj )= PX=xj )= *1 )}* x=0;1; 0< < 1 4.7)
E(X)= Var(X)= (@ ):
Tal que,
PX=0= °1 ))»°=@ )
PX=1= 11 )y)1t=,

portanto, X e chamada varavel aleabria de Bernoulli( ).

Exemplo 4.7.1. Vamos supor o experimento onde um dadoe larcado e a varael X representa a
obtercao da face 5, logo os possveis resultados dessepeximento serao: ocorre a face 5 ou ocorre
qualquer uma das faces diferentes de 5; supondo o dado petbe{equilibrado) tem-se
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1 5
—m-— O 10 _ _ 1_o5
PX=0)= %1 ) =@ )=1 .=
— - 1 11 - — 1
Px=D= ML ) l= =3
consequentemente, 1
= E(X): 6

visto que, = E(X)= ;

4.7.3 Modelo de Probabilidade Binomial

Considere \n"repetcees independentes de um experimento do tipo susso e fracasso (Bernoulli).
SejaS,, o rumero de sucessos emn'repetcees. Entao S, e uma varavel aleabria que pode assumir
somente os valores 0, 1, 2, 3,..n. Sabe-se que, para um rumero inteiro x, 0 X n; resulta em

P(Si=x)= _ *@ )%

Portanto, a furcao de probabilidade f de S, e dada por

n

« 1 )X x=0;L2:00m

f(x) =

"W /W0

0; para outros valores de x:

De ncao 4.7.1. A varavel aleabria X, que assume os valores 0, 1, 2, 3,.., ne representada por:
X Binomial(n; ) e com furcao de probabilidade

n!

f(xj )=PX=xj )= m

a )X x=0;1;23;:5n;, 0< < 1Lt (4.8)

E(X)=n Var(X)=n (1 ):

Esta furcao est entre as mais importantes que ocorrem ndeoria de probabilidades, furcao de
probabilidade Binomial de parametrosn e

Exemplo 4.7.2. SejaX a varavel aleabria introduzida sob a formaa consider a-la como o experi-
mento de larcar uma moeda trés vezes, onde a probabilidad#e obter a face cara em um larcamento
individuale 0,4. Logo, o espaco amostral sea: X (s) = 3;2;2;2;1;1;1;0g; entao, X = 3;2;1,0.
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Este experimentoe uma furcao de distribucao Binomial de parametrosn =3 e = 0;4: Portanto,
a probabilidade de se obter uma, duas ou trés caras respegmente nos trés larcamentose

P(X =1)= 1!(33! i 0:;4'1 0;4)° = % (0;4)'(0;6)* = 0; 432
-2\ = 3! YA .32_3!.2.1_.
P(X =2)= 5=y Oi4°(L 0:14)° *= 1 (0:4)°(0;6)" = 0288
P(X =3)= 3!(33! 3 0:;4%1 0;4)° 3= % (0;4)%(0;6)° = 0; 064
conseqeentemente,

=E(X)=3 0,4=1;2
visto que, = E(X)=n;

Var(X)=n (1 )=3 04 (1 0;49=3 04 0,6=0;72

Refere-se freqaentemente a uma varavel aleabriaX; com f.p. Binomial, dizendo queX tem uma
distribucao Binomial (com parametros n e , quando se deseja ser mais preciso). Usa-se tamlem
denominacao semelhante para outras varaveis aleabras que tem designacao espec ca.

A partir do estudo de aralise combinabria, veri ca-se qu e a distribucao Binomial ocorre no
processo de amostragem aleabria com repostao. No casie um processo de amostragem aleabria
ocorrido sem repostcao, caracteriza-se a distribucea Hipergeonetrica.

4.7.4 Modelo de Probabilidade Geonetrica

Considere \n"repetcoes independentes de um experimento do tipo susso e fracasso. Poem, o
unico evento que nos interessae 0 que representa 0 sucesso experimento, logo faz-se h'ensaios
de Bernoulli independentes e a distribucao geonetrica se caracteriaa a partir do momento em
gue se observar o0 primeiro sucesso no experimento, quandot@&m 0 mesmo sea nalizado.

8

< @ 1 x=1;23:
f(x)=".

" 0; para outros valores de x:

Dencao 4.7.2. A varavel aleabria X, que assume os valores 1, 2, 3,... e representada por:
X Geonetrica( ) e com furcao de probabilidade

f(xj )=PX=xj )= @ Y11 x=1;23z; 0< < 1L (4.9)

E(X)= 1 Var(X) = !

2
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Exemplo 4.7.3. Supondo um experimento onde cinco moedas sao larcadas esebva-se a ocorréncia
da face cara nas moedas. Admitindo-se que a probabilidade a@eorréncia da face carae igual a 0,4,
ou seja, =0;4; logo, para se calcular a probabilidade de obter-se nd]12°; 3°; 4° e 5’ larcamentos
respectivamente a face cara deve-se proceder de maneira que

P(X =1)=0:4(1 0;4)! '=0:4 (0;6)°=0;400

P(X =2)=0:4(1 0;4)? 1=0:4 (0;6)!=0;240
P(X =3)=0:4(1 0;4)° 1=0:4 (0;6)°=0;144
P(X =4)=0:41 0;4* 1=0:4 (0;6)°=0;086
P(X =5)=0:4(1 0;4)° '=0:4 (0;6)*=0;052

conseqéentemente,

visto que, = E(X)= };

1 1 04_ 06 _

VarX)= === 527 = 016

3,75

4.7.5 Modelo de Probabilidade Hipergeonetrica

Considera-se uma populecao den"objetos dos quais \r1", sao de umtipoe \ro, =r rq", sao de
um segundo tipo. Suponha que se extraia desta populacao laramostra aleabria sem reposcao de
tamanhon r: SejaX o rumero de objetos do primeiro tipo na amostra. EntaoX e uma varavel
aleabria cujos valores possveis sa0: 0, 1, 2,..n.

De ncao 4.7.3. A varavel aleabria X, que assume os valores 0, 1, 2, 3,.., ne representada por:
X Hipergeonetrica(n;r) e a partir dos resultados de partcees do espaco amosttachega-se a
furcao de probabilidade

r r r

. . X n x
f(xjr)= P(X =xjr)= . ; (4.10)

n
onde x=0:;1;2;::;n; r1=0;1;2:x5r; r=1:2:0 n=1;2:0r:

ra rrr rer n
E(X)=n —= Var(X)=n —= :
(X) r (X) r r r 1

A Equeacao (4:10) pode ser escrita como
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r r r

X n X _(r)x(r ron x NP _on (r)x(r ria x
r T xI(n X! (Dn X (N)n
n

Assim pode-se escrever a f.d. de X de duas formas

8
r r r
% X n x
, o x=0:12; 0N

f(x)=
0; para outros valores de x:
ou ainda,
8
3 )r: (rl)X(r(r) "1)n X, x=0;L2:n:
f(x)= n
(x) 3

0; para outros valores de x:

Esta furcao de probabilidade chama-se furcao de probalidade Hipergeorretrica.

Exemplo 4.7.4. Em problemas de controle da qualidade, lotes com \N" tens @0 examinados. O
rumero de tens com defeito (atributo A), r,e desconhecido. Colhemos uma amostra dent'tens e
determinamos \k". Suponha que um lote deN = 100 pecas, r = 10 sejam defeituosas; sabe-se que
a furcao de probabilidade Hipergeonetrica pode ser esda como

r N r
k n Kk .
P(X = k)= Py = *; onde 0 k min (r;n)
n

Escolhendo-sen = 5, ou seja, retira-se cinco pecas sem reposcao, a probdidade de nao se obter
pecas defeituosase

10 100 10 90
0 5 0
P(X =0)= Pg= 100 = g = 0584
5 5

Enquanto a probabilidade de se obter pelo menos uma defeitsae

P(X =1)+ P(X =2)+ P(X =3)+ P(X =4)+ P(X =5)= Py+ Py+ P3+ Py + Ps
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10 90 10 90 10 90 10 90 10 90
1 4 2 3 3 2 4 1 5
+ + + +
100 100 100 100 100
5 5 5 5 5

Ou equivalentemente, para obter-se a probabilidade de pelmenos uma peca dentre as cinco
escolhidas apresentar defeito calcula-se

= 0;416

P(X 1)=1 P(X=0)=1 0,584=0;416

4.7.6 Modelo de Probabilidade Poisson

Sabe-se que em muitos fendbmenos aleabrios que envolvenmuprocesso de contagem, seguem
aproximadamente uma distribucao de Poisson Alguns exemplos de tais fenbmenos sao o rumero
de atomos de uma substancia radioativa que se desintegrama unidade de tempo; o rumero de
chamadas que chegam a uma central telefonica em um deternddo perodo de tempo; 0 rumero
de erros de impressao por mgina de um livro e o rumero de dbnias de backerias em um recipiente
de petri untato com uma suspensao de bactrias.

Dencao 4.7.4. A varavel aleabria X, que assume os valores 0, 1, 2, 3,..e representada por:
X Poisson( ), e com furcao de probabilidade

X
f(xj )= P(X=x] )= S~ x=0iL2:; > 0 (4.11)
E(X)= Var (X)=
Portanto, seja um rumero positivo. A f.p. de poissonde parametro e expressa por
8
X
2 fl ;o Xx=0;1200n:
f(x)= :
(x) 5

0; para outros valores de x:

E evidente que esta furcao satisfaz as seguintes proprlgades:f (x) 0 X2Refx:f(x)60g
da de ntao de Varavel Aleabria Discreta. A propried ade [L; P(x;) = 1; segue-se imediatamente
da expansao em rie ddaylor da furcao exponencial que

Exemplo 4.7.5. Um PBX recebe, em nedia, cinco chamadas por minuto. Supondaque a distri-
bucao de poissonseja adequada nessa situecao, para obter-se a probabiide de que o PBX nao
receba chamadas durante um intervalo de um minuto. Faz-se =5 e

50e °

o - ¢© 5=0:0067

P(X =0)=
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Por outro lado, se o objetivo for calcular a probabilidade deobter-se no maximo duas chamadas em
guatro minutos, tem-se = 20 chamadas em quatro minutos, visto que, em nedia o PBX reebe
cinco chamadas por minuto, logo

P(X 2)=P(X =0)+ P(X =1)+ P(X =2)
_ 20 20 20le 0 20Pe 20
= + +
o! 1! 21

= e 20(1+20+200) =221e %
guee um rumero muito pooximo de zero. Esse exemplo mostraque a probabilidade de k"ocorréncias
em um intervalo xo de comprimento \ t"pode ser escrita como

e (1),

ko
onde representa o rumero nedio de ocorréncias naquele inter@lo. Denota-se uma varavel aleabria
X com distribucao de poissonde parametro por X  poisson( ):

P(X = k)= k=0:;1,2

4.8 Modelos de Probabilidade Contnuos

4.8.1 Modelo de Probabilidade Uniforme Contnua

Dencao 4.8.1. A varavel aleabria X tem distribucao uniforme no intervalo [a; b se sua
furcao densidade de probabilidadé€f:d:p:) e dada por

2 b g Sea x b;
fo)=
" 0; para outros valores de x:

O ga co da f.d.p.e dado pela Figura 5.5 e o Ga co da f.d.a .e dado pela Figura 5.6. Portanto,

f(x)

0,130 +

0,125

0,120+

Figura 4.4 Ga co da furcao densidade de probabilidade de uma vaavel aleabria com distribucao uniforme
no intervalo [- 4; 4].
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f(x;a;b) = ﬁ llag (X); @ X b 1 <a<b< +1: (4.12)

_a+bh _ (b a2

E(X)= 5 e Var(X)= 2

8 0 sex < a

) :
X a
F(x)= P(X x)= f(x) dx = ; se a X <b

1 E b a

1, sex b

F(x)
10

05 —

00 —

T T X

T
-10 a=-9 0 b=11 10

Figura 4.5 Gia co da furcao de distribucao acumulada de uma varavel aleabria uniforme no intervalo [-
9; 11].

Assim, para dois valores quaisquec e d, ondec < d, tem-se portanto
P(c<x dy=F() F(o;

Notaao: usa-se a notacaaX U(a; b) para indicar que a varavel aleabria X tem distribucao
uniforme de parametros [a, b].

Exemplo 4.8.1. Dada uma varavel aleabria X, a qual tem distribucao uniforme tem-se que, um
caso particular bastante interessante quanto a esta distbucaoe quando os parametros sao iguais
a[a=-1/2, b = 1/2]. Portanto, tem-se que

8
< 1, se 1=2 x 1=2
f(x)=.
0; caso contrario:

Veri ca-se que,

+ 1=2+1=2
E(X):azb: . :g:o e Var(X)=

(b a2 (1=2+1=2)*> 1
12 12 T2

A f.d.a. sea dada por
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X+1=2; se 1=2 x< 1=2

8

% 0, sex< 1=
Fx (X) =
3

1; se x> 1=2:

Por exemplo,P( 1=4 X 1=4)= Fx(1=4) Fx( 1=4)=1=2

4.8.2 Modelo de Probabilidade Normal

Apresenta-se agora um modelo fundamental em Probabilidade Inferéncia Estatstica. Suas origens
remetem-se a Gauss em seus trabalhos sobre erros de obsea@astronémica, por volta de 1810,
de onde se da a origem do nome distribucao Gaussiana partal modelo.

De ncao 4.8.2. Diz-se que a varavel aleabria X tem \Distribucao Normal" com parametros
e 2onde 1 < < +1 e > 0, sesua furcao densidade de probabilidadee dada por

2 2

8
% 1 (x )?

00 p——e 22 ; se 1 <x< +1;
X) =

3

0; caso contrario:

Portanto,

-3s -2s -1s m +1s +2s +3s

‘4768,26%—.‘

1
[« 95,46 ul

o
[« 99,73% »|

Figura 4.6 Ga co da furcao densidade de probabilidade de uma vaavel aleabria normal com nedia e
desvio padrao.

f(x;;z):pl e 22 1 X +1;1 << +1; > 0O (4.13)

E(X) = e Var(X)= 2%
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Verica-se que, f(x;; 2 ! 0, quando x ! 1 ; e + sao pontos de in exao de

. . 1
f(x;; 2, x= e pontode nmaximo de f(x;; 2), e o valor maximoe pﬁ .

A densidadef (x; ; ?),e sinetrica em relacaoa reta x = ; istoe,
fC+%x; 2500 x; 2);

para todo x real. Com o objetivo de simpli car a notecao, denota-se a @ircao densidade de proba-
bilidade normal simplesmente porf (x) e escreve-se simbolicamente,

X N(; ?):

Quando =0 e 2=1, tem-se uma distribucao normal padrao ou normal redwida, ou simples-
mente N (0; 1). Portanto, a furcao densidade de probabilidade reduzse a

2
z
l -

(2) = pzj e 2; 1 z +1: (4.14)

O ga co da Normal padraoe dado por Se X N(; 2), entao a varavel aleabria de nida por

F(@
04

03
02 /i

0,1 —

Figura 4.7 Furcao de distribucao acumulada da varavel aleabria X com distribucao Normal Padrao:
Z N(0;1).

Z = X tea nedia 0 e variancia 1.
A furcao de distribucao acumulada F(y) de uma varavel aleabria normal X, com nedia e

x )2

variancia 2e obtida integrando-se f (x; ; 2)= p—ﬁ e 2?2 :del aey,ouseja,
Zy
F(y) = f(x;; %) dxy2R: (4.15)
1
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A integral de F(y) corresponde aarea, sobf (x) desde 1 at y. No caso espec co da normal
padrao, utiliza-se a seguinte notacao, a quale univeral
2
Z, 1 Z z
(y) = (2) dz = p? e 2 dz: (4.16)
1 1

Exemplo 4.8.2. Os depsitos efetuados em um determinado banco durante o eg‘de janeiro sao
distribudos normalmente, com nedia R$ 10,00 e vari&ncia iguala 2,25. Um depositoe selecionado

ao acaso dentre todos os referentes ao més de janeiro. Enttan a probabilidade de que o depsito

seja

(@) R$ 10,00 ou menos;

(b) Pelo menos R$ 10,00;

(c) Um valor entre R$ 12,00 e R$ 15,00;

(d) Maior do que R$ 20,00.

Sabe-se que =10 e 2 = 2;25, consequentemente, = 1;5. SendoX a varavel aleabria que
representa o referido deposito, entao para

@ 10 10
P(X 10)=P X = =Pz 0=0;5
15
® 10 10
P(X 10)=pP X = =Pz 0=0:5
15
© 12 10 15 10
X
PU2<X< 15)=P ~So=< < i
= P(1;33<Z< 3;33)=0;09133
@ 20 10
P(X> 20)=P i = P@E>667) 0
© 0 10 5 10
X
PO<X< 5)=P 15 < < 15

=P( 667<Z< 333 O
()
5 10 x 10 10
< <
1,5 1,5
= P( 3;33<Z< 0)=0;5:

PG<X< 10)= P
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4.8.3 Modelo de Probabilidade Exponencial

Uma distribucao de probabilidade importantssima e que tem aplicacees em con abilidade de

sistemas, assim comoe capaz de mensurar o tempo de vidautde equipamentos eletrbnicose a
distribucao exponencial.

De ncao 4.8.3. A varavel aleabria X tem distribucao exponencial com parametro > 0, onde
a furcao densidade de probabilidade exponencial apredarse da seguinte forma
8 . X
£ (%) 2 -e ; se x>0

X) =
3

S0 x O

O gaco da f.d.p.e dac

f(x)

10 —

05 —

00 —

Figura 4.8 Gia co da furcao densidade de probabilidade de uma vaavel aleabria com distribucao expo-
nencial de parametro =1.

Portanto, 1 X
f(x; )=-e ; x>0, >0 (4.17)
E(X)= e Var(X)= 2
8
% 0; sex 0
Z X
F(x)= P(X x)= , f(x)dt:gl e se0<x<s

1, sex S:

O ga co da f.d.a.e dado pela Figura (2 :10):

Notacao: usa-se a notecacX Exp ( ) paraindicar que a varavel aleabria X tem distribucao
exponencial de parametro .
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F(x)

10 —

05 —

0,0 — X
T T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Figura 4.9 Gr co da furcao de distribucao acumulada de uma varavel aleabria com distribucao expo-
nencial de parametro =1.

Exemplo 4.8.3. O tempo de vida (em horas) de um fusvel pode ser pode ser comgrado uma
varavel aleabria com distribucao exponencial de parametro = 500. Sabe-se que a vida nedia
de um fusvele 500 horas, ouE(T) = 500 Horas e conseqsentemente a probabilidade de que este
fusvel dure mais do que a nediae

Z 41 Za o, b 1 £+ b
P(T > 500) = F(t) dt = ~ e 500dt = —— e 500
500 s00 900 500 509
1 t *1 t *1
500 ( 500) e 500 e 500 ,
1 500

= e 500 + e 500= e 1= 0;3678
Consequentemente, parat =500 e =500, ou seja, para os dados deste exemplo tem-se que,

F(t) = P(T 5000=1 e?!=1 0;3678 =0;6322

4.8.4 Modelo de Probabilidade Exponencial-Dupla (Laplace)
4.8.5 Modelo de Probabilidade Gama
De ntao 4.8.4. SejaX a varavel aleabria que tem distribucao Gama com parametros e

onde a furcao densidade de probabilidade dessa distribao apresenta-se da seguinte forma

3 x le*: se x>0

f(x)= ( )
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Portanto,
f(xj; )=( y X le ;x>0 > 0e >0 (4.18)
E(X)=— e Var(X)= —
Notaao: usa-se a notacaoX Gama (; ) para indicar que a varavel aleabria X tem

distribucao gama com parametros e

4.8.6 Modelo de Probabilidade Cauchy
4.8.7 Modelo de Probabilidade Qui-quadrado

Dencao 4.8.5. SejaX a varavel aleabria que tem distribucao Qui-quadrado com parametro
n, onde a furcao densidade de probabilidade dessa distribaio apresenta-se da seguinte forma

1=2 n=2 n X
(( nZZ) xz le z: se x>0
f(x)= -
(x) 5
0 x O
Portanto,
. (1=2)n:2 noq X% . .
f(xjn)= X2 e 2; x> 0; en 1 (inteiro) (4.19)
(n=2)
E(X)=n e Var(X)=2n
Notaao: usa-se a notecaoX 2 para indicar que a varavel aleabria X tem distribucao de

Qui-quadrado comn graus de liberdade.

4.8.8 Modelo de Probabilidade F-Snedecor

Dencao 4.8.6. Seja X a varavel aleabria que tem distribucao F-Snedecor com parametro m
e n, onde a furcao densidade de probabilidade dessa distrib@o apresenta-se da seguinte forma

g m+n
2 mmzz Ql 1+m ¥. .
f (x) = m=2) ( n=2 n X nX ; se x>0,
(X) 3
"0 x O
Portanto,
m+n
m m=2 m m m+n
f(xjn):Wz(n_z) o X2 11+ x 7 x>0 emn 1(inteiros) (4.20)
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2n’(m+n 2)

n 2 m(n 2)2(n 4)

Notacao: usa-se a notacaoX Fm:n para indicar que a varavel aleabria X tem distribucao
de F-Snedecor comm e n graus de liberdade.

E(X)= e Var(X)=

4.8.9 Modelo de Probabilidade F-Snedecor nao-central
4.8.10 Modelo de Probabilidade  t-Student

Dencao 4.8.7. Seja X a varavel aleabria que tem distribucao t-Student com parametro n,
onde a furcao densid8ade de probabilidade dessa distribad apresenta-se da seguinte forma

3 n + l n+1
f(x)= 2 pl— 1 X2 7 para 1 <x< +1
= — + — ;
3 (n=2) n n
Portanto,
L + 1 n+1
: 2 1 x2 2 o
fxjnN)z ———— p— 1+ ;1 <x< +1;en 1(inteiro) (4.21)
( n=2) n n
n
E(X)=0 e Var(X)-=
(X) X)= —5
Notacao: usa-se a notacaoX t, para indicar que a varavel aleabria X tem distribucao de

t-Student com n graus de liberdade.

4.8.11 Modelo de Probabilidade t-Student nao-central
4.8.12 Modelo de Probabilidade Beta

De ncao 4.8.8. SejaX a varavel aleabria que tem distribucao Beta com parametro a e b, onde
a furcao densidade de probabilidade dessa distribuimaapresenta-se da seguinte forma

8
< a+b b 1
a1 .
f(x)= mx 1 x ; para O0<x< 1
-0

Portanto,
. atrb b 1. .
f(Xja,b)—mX 1 x ; 0<x< 1, a>0eb>0 (4.22)
a ab
E(X)= 2+ b e Var(X)= @+ D2 (a+ b+ 1)

Notacao: usa-se a notacaoX Beta(a; b) para indicar que a varavel aleabria X tem distri-
bucao de Beta com parametrosa e b.
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4.8.13 Modelo de Probabilidade Weibull

4.8.14 Modelo de Probabilidade Gumbell (ou valor extremo)

4.8.15 Modelo de Probabilidade Beta nao-central

4.8.16 Modelo de Probabilidade Logstica

4.8.17 Modelo de Probabilidade Log-normal

4.8.18 Modelo de Probabilidade Rayleigh

4.8.19 Modelo de Probabilidade Rice

4.8.20 Modelo de Probabilidade Normal Truncada

4.8.21 Modelo de Probabilidade Normal Estendida

4.8.22 Modelo de Probabilidade Normal Assinetrica

4.8.23 Modelo de Probabilidade Birbaum Sanders

4.8.24 Modelo de Probabilidade Von Mises

4.8.25 Modelo de Probabilidade Gama Generalizada

4.8.26 Modelo de Probabilidade Gama Generalizada Exponenc ilizada
4.8.27 Modelo de Probabilidade Gama Generalizada Log-Expo nencilizada
4.8.28 Modelo de Probabilidade Beta Generalizada

4.8.29 Modelos de Probabilidade com Mistura

4.9 Transformacees de Varaveis

Em muitas situacees nao estamos interessados no companiento de uma variavel propriamente,
mas sim em uma transformacao delay = T(X), tais comoY = jXj, Y = aX + bouY = X?2. Na
teoria dos testes estatsticos essae uma situacao exemamente frequente.

Uma das formas de conhecer o comportamento dé = T(X) e obter sua furcao densidadd y (y)
ou furcao furcao de distribucao Fy (y). Obviamente podemos usar a propriedadd=qy) = f (y).
De forma geral, com o uso da regra da cadeia, obtemos,

Q@Ry) _ dx
By - f (X) 3y (4.23)

Exemplo 4.1. Seja X U(0;1). Obtenha a distribucao deY =1 X atrawes da Furcao de
Distribucao de X

f(y)=

Temos quefyx (x) =1;x 2 (0;1) e queFx (x) = x, comy 2 (0;1). Com base nisso,
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Fy(y)=P(Y y)=PQ X y)=P(X 1y)=1 PX<1ly=1 Fx1 y)=1 (1 y)=y:

Como Fy (y) = vy, podemos concluir diretamente queY U(0; 1). Podemos ainda obter sua
furcao densidade, dada poif v (y) = F$ (y)=1:

Poderamos aplicar diretamente a expressao 4.23. Notensoquefy (1 x)=1e g—’; = 1, pois
x=1 vy, obtendofy(y)=1 | 1j=1.

Exemplo 4.2. SejaX U(0;1). Obtenha a distribucao deY = 1In(1 X), atrawes da Furcao
de Distribucao de X

Temos queFx (x)=1 e * ey 2 (0;1 ). Com base nisso,

Fy (y) P(Y y)=P Eln(1 X) y =P(C In@ X) y)=Plnd X) y)

P@A X eY)=PX 1 eVY)=Fx(l eY)=1 e ?Y:

ComoFy(y)=1 e Y, podemos concluir diretamente que¥Y Exp( ). Podemos ainda obter
sua furcao densidade, dada pofy (y) = F$(y) = e X:

Para aplicar diretamente a expressao 4.23, notemos que=1 e Y, de onde obtemody(y) =1
e%: e Y, obtendofy(y)=1 j e Yj=e V.

4.10 Exerccios

1) Suponha que uma varavel aleabria discreta X tenha uma distibucao com as probabilidades
dadas pela Tabela (4.6). a seguir
Tabela 4.6 Distribucao de Probabilidade da Varavel Aleabria Z.
Z 0 1 2 3 4 5
P@ 0 p* p> p p P

(@) Obtenha o valor dep;

(b) A distribucao acumulada;
() P(Z 4);

(d) P(Z< 3).

2) Uma urna conem 4 bolas brancas e 6 pretas. 3 bolas sao ietdas com repostao. Seja X a
varavel aleabria que representa o rumero de bolas brarcas, calcule:
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3)

4)

5)

6)

(@) E(X);

(b) Var(X);

(c) P(X=23).

Sabe-se que uma moeda mostra a face cara o guadruplo de eszdo que a face coroa, quando

larcada. Esta moedae larcada 4 vezes. Seja o rumero de vezes que se obtem a face cara.
determine:

(@ E(X);

(b) Var(X);

() P(X 2);
d PQL X 3)

A furcao de probabilidade da varavel aleabria X e:
Tabela 4.7 Distribucao de Probabilidade da Varavel Aleabria X.

X 1 2 3 4 5

1 1 1 1 1
PO 5 5 5 5 5
Calcule:
() E(X);
(b) E(X?)

() E(X +3)%
(d) Var(3X-2).

Em um experimento de larcar uma moeda honesta sobre a supgeie de uma mesa plana e
veri car a face da moeda. Observa-se 20 larcamentos dessaomda. Qual a probabilidade de
sarem 10 caras?

Um \sinal"consiste de uma sries de vibracees de magiiude X . Um \rudo" consiste de uma
. . . . 12
rie de vibracoes de magnitudeY, apresentando os valores 2, 0 e -2, com probabllldadeés 3

e g respectivamente, se rudos e sinais sao combinados de vibees sincronizadas, a soma dos
mesmos consiste de vibracees de magnitudé = X + Y. Construir a furcao de probabilidade de

Z e calcular: E(2) e Var(Z), admitindo independé&ncia entre rudo e sinal. a varavel X assume
o1
os valores 1, 0 e -1, cada um com probabllldadg.
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7) As probabilidades de que haja em cada carro que \a a Santaso sabado com 1, 2, 3, 4, 50u 6
pessoas, sao respectivamente: 0,05; 0,20; 0,40; 0,152@&1,08. Qual o rumero nedio de pessoas
por carro? Se chagarem a Santos 4.000 carros por hora, qualwmero esperado de pessoas na
cidade, em 10 horas de contagem?

8) SejaX: o rumero de caras eY: o rumero de coroas, quando sao larcadas 3 moedas. Calaul
a nedia e a varianciadeZ =2X + Y.

9) Asvaraveis aleatrias W e S sao independentes e tem as distribucees de probabilida expressas
por:

Tabela 4.8 Distribucao de Probabilidade das Varaveis Aleabri asW e S

w1 2 S 3 4
Pw) 04 0,6 P(s) 02 0,8

Considerando a varavel aleabria Z = W + S, construir a tabela de distribucao de Z e de posse
da mesma. Calcular: EZ) e Var(Z).

10) Dada a distribucao conjunta de probabilidade da varvel ( X;Y ), apresentada na Tabela (4.9).
Calcule:

Tabela 4.9 Distribucao de Probabilidades Marginais das Varaveis Aleabrias X e Y.

Y 0 2 4 P(X=x)
X
0 05 0 O 0,5
2 0 02 005 025
4 0O 0 025 025
P(Y=y) 05 02 03 1

(a) E(X); E(X?)e Var(X);
(b) E(Y); E(Y?) e Var(Y).

11) O tempo T em minutos, necessario para um opeario processar certa gga e uma varavel
aleabria com a distribucao de probabilidade dada pelaTabela (4.10).
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Calcule o tempo nedio de processamento para cada peca, @ss como a variabilidade do pro-
cesso. O opeario ganha um xo de R$ 2,00, mas se ele processgpeca em menos de 6 minutos,
ganha R$ 0,50, em cada minuto poupado de trabalho, ou seja, sde processa a peca em 4
minutos, recebe a quantia adicional de R$ 1,00.

Para o caso do opeario processar certa peca em um naximo € tempo igual a 5 minutos, Calcule
a probabilidade deste processo de producao ocorrer e o dgamadicional do opeario.

Tabela 4.10 Distribucao de Probabilidade da Varavel Aleabria T

T 2 3 4 5 6 7
P(®) 01 01 03 02 02 0,1

12) Considere a varavel aleabria X tendo distribucao de Poisson. Se a probabilidade de um in
divduo acusar certa reacao negativaa injecao de deerminado soroe 0,001. Determinar a pro-
babilidade de que, em 2000 indivduos,

(@) Pelo menos 5 acusem a reacao negativa;

(b) Exatamente 3 indivduos acusem reacao negativa;
(c) Nenhum indivduo acuse reacao negativa;

(d) No maximo 2 indivduos acusem reacao negativa;
(e) Pelo menos um indivduo acuse reacao negativa.

13) De acordo com a Estatstica vital do Departamento de Saide dos Estados Unidos, a nedia anual
de afogamentos acidentais nos EUAe 3,0 por 100.000 indiduos, considera-se esse fenbmeno
apresentando uma distribucao de Poisson. Determine a mbabilidade de que, em uma cidade
com 200.000 habitantes, se veri que:

(a) Nenhum afogamento acidental em um ano;
(b) Dois afogamentos acidentais em um ano;
(c) Entre quatro e oito afogamentos em um ano;
(d) Menos de trés afogamentos acidentais em um ano;
(e) Pelo menos um afogamento acidental em um ano.
14) Uma companhia de seguros acredita que 0,005% de uma poa#o falece de um certo tipo de
acidente. Admite-se que este processo tem uma distribuam-de Poisson. Quale a probabilidade

que a companhia tenha que pagar mais do que trés pessoas d&s0D0 asseguradas contra este
tipo de acidentes em um dado ano?

15) Durante um concurso realizado, veri cou-se que o tempoagto no exame de vestibular de uma
universidade tem distribucao normal, com media igual a 120 minutos e variancia iguala 225
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16)

17)

18)

19)

minutos. De posse dessas informacees, e sabendo-se guéempo gasto no exame de vestibular.
T N(120; 225).pergunta-se:

(a) Sorteando-se um aluno ao acaso, qual a probabilidade delerteinar o exame antes de 100

minutos?

(b) Sorteando-se novamente um aluno ao acaso, quale a probatiibde dele terminar no maximo
em duas horas e meia (150 minutos)?

Dado uma varavel aleabria X a qual apresenta distribucao normal com nedia 20 e varéhcia
25, ou seja,X N (20;25). Calcular:

@@ P(X  30);
() P56 X 20);
© P(X 10).

Dado uma varavel aleabria X a qual apresenta distribucao normal com nedia 10 e varéhcia
16, ou seja,X N (10;16). Calcular:

(@ P(X 5);
(b) P15 X 35);
) P(X 20).

A varavel aleabria X tem f.d.p. dada por:

8
1 X
A N T .
) 20 10 1 ; para 0 x 20
fe)=
" 0; caso contrario:
Calcule,
(@ E(X);
(b) Var(X).
A varavel aleabria contnua bidimensional ( X;Y ) tem a distribucao conjunta dada por:
8
2
ESX—y;paraO x 1 0 vy 2
f(x)= 5

0; caso contrario:

Determine,

(a) As distribucees marginais deX eY;
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(b) SeX eY sao independentes;
(c) A covarianciadeX eY.

20) Dada a distribucao conjunta de probabilidade da varvel ( X;Y ), apresentada na Tabela (4.11)
a seguir. Calcule o coe ciente de correlacao.

Tabela 4.11 Distribucao de Probabilidade Conjunta da Varavel Aleabria de X eY.

XnYy O 2 4

0 05 O 0
2 0 02 0,05
4 0 0 0,25

21) As alturas dos alunos de uma escola do ensino nmedio de unetbtrminado municpio do Estado
do Pam sao normalmente distribuidos com nedia 1,60 metos e desvio padrao 0,30 metros.
Encontre a probabilidade de um aluno medir:

(&) Entre 1,50 e 1,80 metros;
(b) Menos de 1,50 metros;
(c) Entre 1,65 e 1,80 metros;
(d) Mais de 1,90 metros.

22) O tempo necessario para um medicamento contra a dor fazeefeito foi modelado segundo uma
furcao densidade de probabilidade Uniforme no intervalode 5 a 15 minutos, tendo por base
experimentos conduzidos em animais. Um paciente, que eséegofrendo dor, recebe o remedio
e, supondo \alido o modelo uniforme, qual a probabilidade @ dor:

(@) Cessar em ae 10 minutos;
(b) Demorar pelo menos 12 minutos.

23) A furcao densidade de probabilidade dada abaixo

8

< 2 %; para x 0
f(x)=.

0 para X 0

Representa a distribucao dolndice de Acidez (X) de um determinado produto alimentcio. O
produtoe consumvel se este ndice for menor que 2. O setode scalizecao do I.A.L., apreendeu
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30 unidades do mesmo. Qual a probabilidade de que pelo meno3% da amostra seja impopria
para o consumo.

24) O tempo de vida de um dispositivoe dado pela f.d.p. dada haixo:

8

% k(10 x); para 5 x 10

f(x) = kx; para se O x < 5
% 0; para x < Ooux > 10

25) Suponha que uma varavel aleabria X tenha f.d.p. dada por:

g 2—X+k; para 0 < x< 4
1= > .
0; Caso contrario
Calcule:
(&) Quale o valor de k?
(b) Quanto vale b, tal que P(X >b) = %1 ?

(c) Calcule a E(X).

26) A furcao densidade de probabilidade dada abaixo

8

< kx; para0 < x 1
f(x)=".

©0; para X Ooux > 1

Calcule:

(@) O valor de k para quef (x) seja uma f.d.p.;

® PO X )
© ECO;
(d) Var(X).

27) Suponha uma varavel aleabria discreta X tendo a seguinte distribucao de probabilidades:
Obtenha a furcao de distribucao acumulada.

28) Uma moedae larcada 20 vezes. Qual a probabilidade de sam 10 caras?
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Tabela 4.12 Distribucao de Probabilidade da Varavel Aleabria X
X 1 2 3 4 5
Px) 01 0,2 04 0,2 0,1

29) Dado um certo experimento, 0 qual caracteriza-se por apsentar uma distribucao de P oisson
com parametro , ou seja,X  Poisson( ), onde aP(X =0) =0 ;2; Obtenha o valor de e
calcule,P(X < 2).

30) Um jogador larca um dado. Se aparecer os rumeros 1, 2 ou, 3ecebe R$ 10,00. Se no entanto,
aparecer 4 ou 5, recebe R$ 5,00. Se aparecer 6 ganha R$20,00al ganho nedio do jogador.
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Tabela 4.13 Tabela da Distribucao Normal (0; 1) ou Normal Padrao Reduzida.

Valores de  tais que P(O£ ZE£ Z)= p
Segunda Decimal de z
z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 |0,0000|0,0040]0,0080|0,0120|0,01600,0199|0,0239|0,0279 | 0,0319 | 0,0359
0,1 |0,0398|0,0438|0,0478|0,0517|0,0557|0,0596 | 0,0636 | 0,0675|0,0714|0,0753
0,2 |0,0793|0,0832|0,0871|0,0910|0,0948 | 0,0987 | 0,1026 | 0,1064 | 0,1103 | 0,1141
0,3 |0,1179|0,1217|0,1255|0,1293|0,1331|0,1368 | 0,1406 | 0,1443 | 0,1480| 0,1517
0,4 |0,1154|0,1591|0,1628|0,1664|0,1700|0,1736|0,1772|0,1808 | 0,1844|0,1879
0,5 |0,1915|0,1950|0,1985|0,2019|0,2054 | 0,2088 | 0,2123|0,2157 | 0,2190| 0,2224
0,6 |0,2257|0,2291|0,2324|0,2357|0,2389 |0,2422|0,2454|0,2486 | 0,2517 | 0,2549
0,7 |0,2580|0,2611|0,2642|0,2673|0,2704|0,2734|0,2764 | 0,2794 | 0,2823| 0,2852
0,8 |0,2881|0,2910|0,29390,2967|0,2995|0,3023 | 0,3051|0,3078 | 0,3106 | 0,3133
0,9 |0,3159|0,3186|0,3212|0,3238|0,3264 | 0,3289 | 0,3315|0,3340 | 0,3365 | 0,3389
1,0 |0,3413|0,3438|0,3461|0,3485|0,3508|0,3531|0,3554 | 0,3577|0,3599 | 0,3621
1,1 |0,3643|0,3665|0,3686|0,3708 | 0,3729|0,3749|0,3770|0,3790|0,3810 | 0,3830
N 1,2 |0,38490,3869|0,3888|0,3907 | 0,3925|0,3944 | 0,3962 | 0,3980 | 0,3997 | 0,4015
3 1,3 |0,4032|0,4049]0,4066 |0,4082|0,4099|0,4115|0,4131|0,4147|0,4162|0,4177
IS 1,4 |0,4192|0,4207|0,4222|0,4236 | 0,4251|0,4265|0,4279|0,4292|0,4306 | 0,4319
£ 1,5 |0,4332|0,4345|0,4357|0,4370|0,4382|0,4394 | 0,4406 | 0,4418| 0,4429 | 0,4441
g 1,6 |0,4452|0,4463|0,4474|0,4484|0,4495|0,4505|0,4515|0,4525|0,4535 | 0,4545
o 1,7 |0,4554|0,4564|0,4573|0,4582|0,4591|0,4599 | 0,4608 | 0,4616 | 0,4625 | 0,4633
T 1,8 |0,4641|0,4649|0,4656|0,4664 | 0,4671|0,4678|0,4686 | 0,4693|0,4699 | 0,4706
£ 1,9 |0,4713|0,4719|0,4726|0,4732|0,4738|0,4744|0,4750|0,4756|0,4761 | 0,4767
a 2,0 |0,4772|0,4778|0,4783|0,4788|0,4793|0,4798 | 0,4803|0,4808 | 0,4812|0,4817
z 2,1 |0,4821|0,4826|0,4830|0,4834|0,4838|0,4842|0,4846|0,4850 | 0,4854 | 0,4857
= 2,2 |0,4861|0,4864|0,4868|0,4871|0,4875|0,4878|0,4881|0,4884 | 0,4887 | 0,4890
I= 2,3 |0,4893|0,4896|0,4898|0,4901 | 0,4904 | 0,4906 | 0,4909|0,4911 | 0,4913|0,4916
© 2,4 |0,49180,4920|0,4922|0,4925|0,4927|0,4929 | 0,4931|0,4932 | 0,4934 | 0,4936
5 2,5 |0,4938|0,4940|0,4841|0,4943|0,4945|0,4946 | 0,4948 | 0,4949 | 0,4951 | 0,4952
o 2,6 |0,4953]0,4955]|0,4956 |0,4957|0,4959|0,4960 | 0,4961|0,4962 | 0,4963 | 0,4964
2,7 |0,49650,4966|0,4967 | 0,4968 | 0,4969 | 0,4970|0,4971|0,4972|0,4973|0,4974
2,8 |0,49740,4975|0,4976 |0,4977|0,4977|0,4978 | 0,4979|0,4979 | 0,4980 | 0,4981
2,9 |0,4981|0,4982|0,4982|0,4983|0,4984 | 0,4984 | 0,4985|0,4985 | 0,4986 | 0,4986
3,0 |0,4987|0,4987|0,4987|0,4988|0,4988 | 0,4989 | 0,4989|0,4989 | 0,4990 | 0,4990
3,1 |0,49900,4991|0,4991|0,4991|0,4992|0,4992|0,4992|0,4992 | 0,4993 | 0,4993
3,2 |0,4993|0,4993|0,4994|0,4994 | 0,4994|0,4994 | 0,4994 | 0,4995 | 0,4995| 0,4995
3,3 |0,4995|0,4995|0,4995|0,4996 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4997
3,4 |0,49970,4997|0,4997|0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4998
3,5 |0,4998|0,4998|0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998
3,6 |0,49980,4998|0,4999|0,4999 | 0,4999 |0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999
3,7 |0,49990,49990,4999 |0.4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999
3,8 |0,4999|0,4999 |0,4999|0,4999 | 0,4999|0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999
3,9 10,5000 0,5000]0,5000 | 0,5000 | 0,50000,5000 | 0,5000]0,5000 | 0,5000 | 0,5000
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Captulo 5

Varaveis Aleabrias Bidimensionais e
Multidimensionais

Embora o desenvolvimento visto at aqui re ra-sea apresentacao das principais varaveis aleatrias,
e comum na patica a observacao de \arias varaveis ao mesmo tempo, considerando que elas estao,
de certa forma, relacionadas. Por exemplo, a durez4 e a tensao de rupturaY de uma peca manu-
faturada de aco poderao interessar, e considera-sXjY ) como umunico resultado experimental.
Pode-se estudar a estaturdd e o pesoP de alguma pessoa escolhida, o que forneceria o resultado
(h; p): Finalmente, pode-se observar a altura total da chuvaR e a temperatura T em uma certa
localidade, durante um més especi cado, dando origem ao saltado do (r, t). Em uma situacao
mais abrangente, teremos 0 caso em que \arias observa®eao realizadas ao mesmo tempo, dando
origem a um vetor aleabrio multidimensional X = (X1;X2; ;Xp). Vamos comecar apresentado
toda a teoria para o caso bidimensional, fazendo a extensgan cado multidimensional quando
necessario.

5.1 De ncao

SejamE um Experimento e =( !)i 1ouS=(s;); 1 0Espao Amostral , ou seja, o conjunto
dos resultados possveis do experimento

S=fsi;ss3 @
Varavel Aleabria X : E uma furcao que associa a cada elemento do espaco amodttan n° real.
(X;Y):S! R?
si! X(si)=Xi; Y(s)= Vi

De ncao 5.1. Sejam E um experimento eS um espaco amostral associado & . Sejam X =
X(s) e Y = Y(s) duas furcees, cada uma associada a um rumero real a cadasaltados 2 S.
Denominaremos (X;Y ) uma varavel aleabria bidimensional (ou vetor aleabr io).

Observacao 5.1.

1. Se X1 = X1(8); X2 = X2(9);::: Xn = Xp(s) forem n furcees, cada uma associando um

n-dimensional (ou vetor aleabrio n-dimensional).



154 Varaveis Aleabrias Bidimensionais e Multidimensionais

Figura 5.1 Furcao de Varavel Aleabria Bidimensional .

2. Estamos interessados nos valores possveis qu€ e Y podem tomar, ou seja, hossuportes
(ou espaos ) de X e Y, denotados porEx e Ey. O espaco de(X;Y ) sea denotado por
Exv, € sem, em geral, o produto carresianoEx Ey, ou estaa contido neste. No caso
bidimensional, Exy sela um subconjunto do espaco EuclidianoR :

3. Se denotarmos por x € vy 0Sespaos paranetricos das distribucees deX eY, respecti-
vamente, entao o espaco parmetrico de(X;Y ) sel, em geral, o produto cartesiano x Y,
ou estam contido neste.

Exemplo 5.1. Retira-se uma amostra de 20 alunos do curso de Estatsticaa UFPA e anota-se
a idade (X) e ano de ingresso no cursoY). O vetor (X;Y ) ser bidimensional. Outras varaveis
poderiam ser medidas.

Dentao 5.2. O vetor (X;Y ) sea uma varavel aleabria Discreta Bidimensional se o conjunto
dos valores possveis deg(X;Y ) for nito ou innito enumervel. Istoe, os valores poss veis de
(X;Y') possam ser representados pofxi;y;); 1=1;2:::; j=1;2:::

Dencao 5.3. O vetor (X;Y ) sea uma varavel aleabria Conthua Bidimensional se (X;Y)
puder tomar todos os valores em algum conjunto nao-enunerel do plano Euclidiano.

Exemplo 5.2.
f(x;y):a x b; ¢ y dg Retangulo

fOX;Y):x?+y? 1g circulo
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5.1.1 Varaveis discretas

Seja (X; Y ) uma varavel aleabria discreta bidimensioal. A cada resultado possvel (xi;y;) asso-
ciaremos um valorp(x;;y;) representandoP (X = X;;Y = y;) e satisfazendoas seguinte condcees:

1) p(xi;y;)  0;8(x;y).
P P

2)  pxiry)=1
j=li=1

A furcao p de nida para todo (X;;yj)e denominada a Furcao de Probabilidade Conjunta de
(X;Y) . O conjunto [Xi;yj; p(Xi;y)l; i ] =1;2,:::e, algumas vezes, denominado Distribucao
de Probabilidade Conjunta de (X;Y ) . Na Tabela 5.1.1 temos a representecao usual da distribao
conjunta.

Tabela 5.1 Distribucao Conjunta de Probabilidade das Vaaveis X eY

1y

XY y1 y2 y3 Ym ",-
X1 P(X1;y1)  P(X1y2)  P(X1;y¥3) ... p(X1;¥Ym)  p(X1)
X2 P(X2;¥1) P(X2;¥2) P(X2;¥3) - P(X2;¥m)  P(X2)
X3 P(X3y1) P(X3¥2) Pp(X3;y3) ... P(X3¥Ym) P(X3)
Xo POiv) P(tniv2) POniYs) o P(XniYm) P(Xn)
T op) P2 pys) . plym) 1

Exemplo 5.3. Larcam-se dois dados perfeitos.X indica o n° obtido no primeiro dado, eY o
maior ou 0 n® comum nos dois dados. Encontre a distribucao conjunta d€X;Y ) .

2 11 12 @13 (@14 @5 (1) 3
21 22 23) (24) (25 (26
31 B2 (33 ((34) (35 (3.6
41 @42 43 44 @45 (450
5,1 (5,2) (53) (5.4) (55 (5.6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5 (6,6)

Antes de montar a distribucao conjunta,e sempre mais facil apresentar os possveis resultados
do experimento (6 6 = 36) e obter os valores das varaveis aleabrias de inteesse. Vale lembrar
neste caso que todas os 36 resultados ttm a mesma probalslite, ou seja, £36.
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Tabela 5.2 Espaco amostral

Dadosl Dado2 Probab X Y
1 1 1/36 1 1
1 2 1/36 1 2
1 3 1/36 1 3
1 4 1/36 1 4
1 5 1/36 1 5
1 6 1/36 1 6
2 1 1/36 2 2
2 2 1/36 2 2
2 3 1/36 2 3
2 4 1/36 2 4
2 5 1/36 2 5
2 6 1/36 2 6
3 1 1/36 3 3
3 2 1/36 3 372
3 3 1/36 3 37
3 4 1/36 3 47
3 5 1/36 3 5
3 6 1/36 3 6
4 1 1/36 4 4
4 2 1/36 4 4
4 3 1/36 4 4
4 4 1/36 4 4
4 5 1/36 4 5
4 6 1/36 4 6
5 1 1/36 5 5
5 2 1/36 5 5
5 3 1/36 5 5
5 4 1/36 5 5
5 5 1/36 5 5
5 6 1/36 5 6
6 1 1/36 6 6
6 2 1/36 6 6
6 3 1/36 6 6
6 4 1/36 6 6
6 5 1/36 6 6
6 6 1/36 6 6

Exemplo 5.4. Larcam-se dois dados perfeitos.X indica o n° obtido no primeiro dado, eY a

soma dos dois dados. Encontre a distribucao de probabilade conjunta de(X;Y ) .

Exemplo 5.5. Larcam-se dois dados perfeitosX indica o maximo dos dois resultados €Y a soma

dos dois dados. Encontre a distribucao de probabilidadeonjunta de (X;Y) .

Exemplo 5.6. Uma moeda perfeitae larcada 3 vezes. Para as varaveis(X;Y;Z) de nidas a

seguir, encontrar a Distribucao Conjunta.

X: n° de caras obtidas nos dois primeiros larcamentos.

Y: n® de caras obtidas noultimo larcamento.
Z: n° Total de caras.
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5.1 De ncao 157

Tabela 5.3 Resultados do larcamento de dois dados

Y nX 1 2 3 4 5 6 Total

1 1/36 0 0 0 0 0 1/36
2 1/36 2/36 0 0 0 0 3/36
3 1/36 1/36 3/36 0 0 0 5/36
4 1/36 1/36 1/36 4/36 0 0 7/36
5 1/36 1/36 1/36 1/36 5/36 0 9/36
6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 6/36 11/36

Total 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 1

Tabela 5.4 Espaco amostral

Resultados Probab X Y Z
ccce 1/8 2 1 3

ccc 1/8 2 0 2

cce 1/8 1 1 2

ccc 1/8 1 0 1

cce 1/8 1 1 2

ccc 1/8 1 0 1

cce 1/8 0O 1 1

cce 1/8 0O 0 O
Total 1 8 4 12

Exerccio 5.1.1. Montar uma macro para obter uma aproximacao para a distrilucao conjunta de
(X;Y;2).

Exemplo 5.1.1. Supondo gue se esteja interessado em estudar a composodmfamlias com trés
criarcas, quanto ao sexo. De ni-se entao as seguintes vaveis X = Numero de nascimentos de
homens

8 o .
< 1 se no primeiro nascimento for um homem

Y =
0; se no primeiro nascimento for uma mulher

Exemplo 5.1.2. Supondo gue se esteja interessado em estudar a composodmfamlias com trés
criarcas, quanto ao sexo. De ni-se entao as seguintes \aveis

X = Numero de meninos
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Tabela 5.5 Distribucao Conjunta de (X;Y;Z)

(x;y;z) Probabilidade

(2,1,3) 1/8
(2,0,2) 1/8
1,1,2) 2/8
(1,0,1) 2/8
(0,1,1) 1/8
(0,0,0) 1/8
Total 1

Tabela 5.6 Primeira compostcao familiar com trés criarcas.

X=Y 0 1 PX=Xx)

0 178 0 1/8
1 2/18 1/8 3/8
2 1/8 2/8 3/8
3 0 18 1/8
P(Y=vy) 4/8 4/8 1

Z = Numero de vezes em que ha variacao do sexo entre um nasgiento e outro, dentro de uma
mesma famlia.

Tabela 5.7 Segunda compostcao familiar com trés criarcas.

X=Z 0 1 2 PX=x)
0 178 0 O 1/8
1 0 218 1/8 3/8
2 0 218 1/8 3/8
3 /8 0 0 1/8

P(Z=12) 208 4/8 2/8 1

5.1.2 Varaveis contnuas

Seja (X;Y ) uma varavel aleabria bidimensional conthua tomando todos os valores em alguma
regiao Exy do plano euclidiano. Uma furcaof que satisfacaas seguintes condcees:

Introdwc-aoa Probabilidade 2018 Notas de aulas



5.1 De ncao 159

) f(xy) 0 8(xy)2 Exy
z7

i) f(x;y)dxdy =1
Exy

e denominada Furcao Densidade de Probabilidade Conjunta de (X;Y) . Na Figura 5.1.2
temos a ilustracao de uma v.a. contnua bidimensional.

Figura 5.2 llustracao de uma v.a. contnua bidimensional

Observacao 5.2.

1) f(x;y) nao representa propriamente a probabilidade de coisa algua. Esse valor pode, inclusive,
ser maior que 1. Contudo, para x e Yy positivos e su cientemente pequenosf (x;y) X ye
aproximadamente igualP (x X X X+ Xy y Y y+ y).

2) Assim como no caso unidimensional, adotaremos a convem-de quef (x;y) =0 se(X;y) 2 Exy ,
de forma que 7 7
+1 & +1

f(x;y)dxdy =1
1

3) SeB for um evento associado gX;Y ) , teremos:
xR

j=1 j>k k =1
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XX
P(B) = P(XisYj)
B

se (X;Y ) for Discreta, onde a somae feita para os ndices (i;j ) tais que (xi;yj) 2 B. E, se
(X;Y) for contnua: 77

P(B)= f (x;y)dxdy
B

Exemplo 5.7. Suponha que a varavel aleabria (X;Y ) tenhaf:d:p conjunta dada por:

f(xy)= g; (X+Y) )C(:Z: e
a) CalculeP(0O<X< 1, 1<Y < 2
b) Desenhe aregiad = fX>Y g=f(x;y):x>yg
c) CalculeP(X>Y )

Solwcao de a):

PO<X< 1;1<Y < 2)

f (x;y)dxdy
z,2, Z,
= e “Vdxdy= eV eX  dy
1 0 1

= eY [ el+lldy=(1 el eV

= @1 eY e?+e ] 0147
Solwcao de b):
Z 1 Z 4y
P(X>Y) = f (x;y)dxdy
0 y
Zy1 20y
= e *Ydxdy
0 y
= ey eX dy = e Y(0+ e Y)dy
70 y 0
+1 2y 1 1
= 2ydy = € i*tl o+ == =:
. e “dy > io 0 5= 5
Sub Expbi()
n=10 "6
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Fori =1 Ton
Rnd(): y = Rnd() + 1
Exp(-(x +y))

f

Z = Rnd()
If Z < f Then conta = conta + 1
Next

Prob = conta / n
MsgBox "Probabilidade: " & Prob
End Sub

Para obter uma aproximecao paraP (X >Y ) podemos usar 0 mesmo procedimento, com alguns
ajustes. A integracao dever ser feita em um quadrado mair, [0;a]%, com a = 10, onde a altura
nmaxima da furcaoe h = f (0;0) = 1. Assim, estaremos inserindo a furcao desejada no parlepeledo

de volumeV = a2 1.

Sub Expbi2()

n=10"7
a=10:h=1
V=(@a"?2 *h 'Volume do cubo
Conta = 0
Fori=1Ton
x=a*Rnd() 'xin (0,
y=a*Rnd) 'yin (0,a
F = Exp(-(x +))
Z =Rnd() * h
If (Z < F And x <vy) Then Conta = Conta + 1
Next

Prob = Conta / n
MsgBox "Probabilidade: " & Prob * V

End Sub

Exemplo 5.8. Suponha que a varavel aleabria (X;Y ) tenhaf:.d:p conjunta dada por:

(
x?+% 0 x L0 y 2

f(xy)=
(xy) 0; c.C:

a) Verique que integra 1

b) Desenhe aregia® = fX +Y 1g
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c) CalcueP(X +Y 1)

Sub Ex68()
n=110"7
h =2
V=1*2%*h " Volume do paraleleppedo que vai cobrir a densida de
Conta = 0
Fori=1Ton
x=1*Rnd() 'xin (0,1)
y=2*Rnd() 'vyin (0,2
F=x"2+x*y/[3
Z = h * Rnd()
If Z < F And x +y > 1) Then Conta = Conta + 1
Next
Prob = Conta / n ' fra&cao de pontos que cai na regiao de inter esse
MsgBox "Probabilidade: " & Prob * V
End Sub

Exemplo 5.9 (Caso discreto) No exemplo dos dois dados:

P(X 1Y=3= 336

Dencao 5.4. Seja(X;Y ) uma varavel aleabria bidimensional. A furcao de distribucao acu-
mulada (f.d.a) F de (X;Y )e de nida por

Fixy)=P(X XY y)
Se F for afda de uma v.a bidimensional contnua comfdp f, entao:

@F (x;y)
— = = f(x;

@x@y (y)
sempre que F for deriavel.

Exemplo 5.10. Suponha que a v.&X;Y ) tenha fdp dada porf (x;y) = e *¥); x> 0Oy > O
Encontre F(x;y).
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z,2,
F(xy) = P(X xY y)= . f (u;t)dudt
z,Z, Z, |
= e WYdudt= (e U*iX)dt
ZO 0 0

y .
— . [ e (x+t) 4 e t]dt - e (x+1t) e tJ%
= eV VY eX+1

Portanto,

%z é’i e (Yt eV]=e Y = f(xy)

5.2 Distribucao de Probabilidade Marginal

Seja (X;Y ) uma varavel aleabria bidimensional. Desejamos obter & distribucao individuais
(Marginais) de probabilidade deX e deY, a partir da distribucao conjunta.

Da Teoria de Conjuntos temos que seA e um conjunto de SSe Bi;i =1; ;n, formam uma
partcao disjunta (mutuamente exclusiva) deS, ou seja, S = ., Bj, entaoC; = A B; sao
disjuntos. E, ainda,

\ \ ™\
A=A S=A ( B)= (A B

Com isso,
" X X \
P(A)=P( GC)= P(C)= P(A Bi):
i=1 i=1 i=1
Assim, seA=fX = xgeBj=fY = yjgentao
X
P(X =x)= P(X =xY =vy): (5.1)

i=1

Exemplo 5.11. Um dado perfeitoe larcado 2 vezes. Sejam

X: n° obtido no primeiro dado
Y: Y o maior ou 0 n° comum nos dois dados

P(X=1)= P(X =1;Y=1)+ P(X =1;Y =2)+ P(X =1;Y =3)+ :::+P(X =1,Y =6) = 3%
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Tabela 5.8 Resultados do larcamento de dois dados

Y n X 1 2 3 4 5 6 Total
1 1/36 0 0 0 0 0 1/36
2 1/36 2/36 O 0 0 0 3/36
3 1/36 1/36 3/36 O 0 0 5/36
4 1/36 1/36 1/36 4/36 0 0 7/36
5 1/36 1/36 1/36 1/36 5/36 O 9/36
6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 6/36 11/36
Total 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 1
Xi 1 2 3 4 5 6 Total
Distribucao Marginal de X
p(x;) 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 1
Vi 1 2 3 4 5 6 Total
Distrbucao Marginal de Y
p(y;) 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36 1
a) Caso Discreto:
p(xj) = PX=x)=PX =X%;Y=yiouX=X;;Y=y0U ::)
pS h 3
= PX =xi;Y=y)=  pXiy)
j=1 j=1
ay) = PV =y)= pxiy)
i=1
A furcao p, de nida para x1;X2;:::, representa a distribucao de probabilidade marginal de&X , e

a furcao g, representa distribucao de probabilidade marginal deY .

b) Caso Contnuo:

a(x) =

h(y) =

f (x;y)dy

f (x;y)dx

f.d.p marginal de X

f.d.p marginal de Y
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5.2 Distribucao de Probabilidade Marginal 165

P(c X d

P(c_ X d;1 <Y< +1)
dZ+1 Zd
f (x;y)dydx = g(x)dx

C 1 c

Exemplo 5.12. Dois caractersticos do desenpenho do motor de um fogueteas 0 empuxoX e a
taxa de mistura Y. Suponha que(X;Y ) seja uma varavel aleabria com f.d.p conjunta dada por:

f(xy)=2(x+y 2xy); 0 x 10 y 1

Encontrar as f.d.p's marginais de X e Y.

VA +1 Z 1 y2
g(x) = . f(x;y)dy = . 2(x +y 2xy)dy =2(xy + 5 xy?)ig
= 2(x+ % x)=1

Portanto, g(x)=1; 0 x 1) X tem distribucao U(0;1).

VA +1 Z 1
f(x;y)dx = 2(x+y 2xy)dx
0

h(y)

x? 2081 _ Ay L ..
2(7+yx xy)Jo—2(§+y y)=1:

hiy)y=1 ; 0 vy L
Portanto, h(x)=1; 0 x 1;) Y tem distribucao U(O; 1).

Dencao 5.5. Dizemos que a varavel aleabria contnua bidimensional e uniformemente dis-
tribuda sobre a regiao R do plano euclidiano quando:

R S - 2R
f(x;y)= Sfea(R) S((’:y)

Exemplo 5.13. Suponha que a varavel aleabria (X;Y ) seja uniformemente distribuda sobre a

regiaoR de nida por R = f(x;y):0<x< 1;0<y < 2g. Encontre a fdp conjunta de(X;Y ) e as
fdp's marginais deX eY.

f(xy) = W(R)
2,2,
Area (R) = dxdy =2
0 0
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Logo: f(x;y):% ;7 0<x< 1; O<y< 2

Z ., Z,,
9(x) = fOgy)dy= Sdy=1; 0<x< 1
1 0
Z 1 ‘i g
h(y) = f(x;y)dx = dezgi O<y< 2
1 0

Exemplo 5.14. Suponha que a varavel aleabria (X;Y ) seja uniformemente distribuda sobre a
regiao R de nida por R = f(x;y): 0 <x< 1;x2<y <x g. Encontre a f.d.p conjunta de (X;Y) e
as fdp's marginais deX eY.

Foay) = Area(R)
VAR Z, 2 31
Area (R) = . deydx— 0(x x°)dx = > 3, 2 3 6
Logo: f(x;y)=6 ; O0<x< 1 ; x?’<y<x
Z .. zZ,
g(x) = fooy)dy= 6dy=6(x x°)
1 x2
Z., Z v,
= fyde=eax=6("y y)
y

gx)=6(x> x) ; 0 x 1
=6y vy ; 0 y 1
Para obter a constante1=6 via simulecao, basta usarmos o @digo abaixo.

Sub Constante6()

n = 1000000
Somal =0
Soma2 = 0
Fori =1 Ton
x = Rnd()
y = Rnd()
fxy =1

Somal = Somal + fxy

If (y >x "2 And y < X) Then Soma2 = Soma2 + fxy
Next
MsgBox "Constante = " & Soma2 / Somal
End Sub
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5.3 Distribucao de Probabilidade Condicional

a) Caso Discreto:
Furcao de probabilidade condicional deX dadoY = ;.

: : P(X =X Y=y)_ pXV)
Xi]yj)= P(X =X ]Y =y)= = se j)> O
Furcao de probabilidade condicional de¥ dado X = x;.
_ PX=xi Y=y)_ pxiy)
P(X = xi) p(xi)

OBS: Para um dadoj, p(x; j yj) satisfaz todas as condcees de uma distribucao de prabilidade:
) pxijy)) O

se p(x;) > O:

aly; ixi)= P(Y =y ] X =xi)

.. P , P Ly =)
i) i1:1 p(xi jyj) = i1:1 p((f(y',.y)‘) = q(;l/j) i1=1 p(Xi i) = le)qwj) =1
b) Caso contnuo:  Seja(X;Y ) uma varavel aleabria contnua bidimensional com f.d. p mar-
ginais de X e Y representadas porh(x) e g(y), respectivamente.
A f.d.p condicional de X, dado Y = y,e de nida por:

, f(xy)
X = h >0
g(xjy) he) (¥)
A f.d.p condisional de Y, dadoX = x,e de nida por:
: f(x;y)
h(xjY)= ; x)>0
(xi¥)= =57 i 9

Observacao 5.3.  As f.d.p's condicionais satisfazem todas as condcees pa uma f.d.p unidimen-
sional. Para Y xado, temos:

) g(xjy) 0O

R . R : R
i) T gxiydx= Tt SR = gy 1t feGy)dx = ghrh(y) =1

Exemplo 5.15. Considerando a densidade conjunta abaixo, obter as densidids marginais e con-
dicionais.
f(x;y)=6 ; 0<x< 1, x®<y<x

g(x) = 6(x? x) 0 x 1
hy) = 6°y y) ; 0 y 1
. f(x;y) 6 1 p_
X = = D— = — 1 <X <
PIVN = Ty Tely Py oy YT
hyjx) = ‘oY 6 1 e oy gex< 1

a(x) 6(x x2) x x?2
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Exerccio 5.3.1. Considerando a densidade conjunta abaixo, obter as densiies marginais e
condicionais.

(
x*+% 0 x L0 y 2

f(xy) =
(xy) 0; c:.c:

Exemplo 5.16. Retiram-se duas cartas de um baralho. SejanX = n° de azes obtidos & = n°
de damas obtidas.

a) Distribucao Conjunta de (X;Y)

Y/X 0 1 2 Total

0 0,714 0,133 0,004 0,851
1 0,133 0,012 0 0,145
2 0,004 0 0 0,004

Total 0,851 0,145 0,004 1,00

b) Distribucao Marginal de X

Xi 0 1 2 Total

p(xi) 0,851 0,145 0,004 1,00

c) Distribucao Marginal de Y

Vi 0 1 2 Total

p(yi) 0,851 0,145 0,004 1,00

P(xjy)=?
y=0 =) p(xjy=0)=?

p(0;0) 0;714

=0;839
q(0) 0;851

P(x=0jy=0)=
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4o P(L;0) _ 1,33 _ .
P(X=1jy=0)= 90) _0;851_0’156
Cm i _ o P(2;0) _ 0004 _
P(X=2jy=0)= a0) = 0;851_0’005
Distribucao Condicional de X, dadoY =0:
p(xjy=0) 0 1 2 Total

p(xjy=0) 0,839 0,156 0,005 1,00

Distribucao Condicional de X, dadoY =1:

Xi 0 1 Total

p(xijy=1) 0917 0,083 1,00

Distribucao Condicional de X, dadoY =2:

P(X=0jY=2)=1

Distribucao condicional de Y, dado X =0:

Vi 0 1 2 Total

q(y; jO) 0,839 0,156 0,005 1,00

Distribucao condicional de Y, dado X =1;

Vi 0 1 Total

q(yij1) 0,917 0,083 1,00

Distribucao condicional de Y, dado X =2:

0,004 _
0,004

P(Y=0jX =2)= 1

5.4 Independéncia

De ncao 5.6 (Varaveis aleabrias independentes).
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a) Seja (X;Y ) uma v.adiscreta bidimensional. Diremos queX e Y sao v.a's independentes se,
e somente seP (Xi;yi) = p(xi)a(y;) para quaisqueriej. Istoe, P(X = x;;Y = y;) = P(X =
Xi)P(Y =y;) para todoiej:

b) Seja(X;Y ) uma v.acontnua bidimensional. Diremos queX eY sao v.a's independentes se, e
somente sef (x;y) = g(x)h(y) para todo (x;y), ondef e a f.d:p conjunta, e gehsao as f.d.p
marginais de X eY , respectivamente.

Exemplo 5.17. 1. Suponha que uma naquina seja utilizada para determinad#arefa durante a
manha e para uma tarefa diferente durante a tarde. SejarX e Y, respectivamente, o R de vezes que
a maguina fara por defeito de manha ea tarde. A tabela a sguir ch a distribucao de probabilidade
conjunta de (X;Y ). Verique se XeY sao inpendentes.

Y nX 0 1 2 Total

0 01 02 02 05
1 0,04 0,08 0,08 0,2
2 0,06 0,12 0,22 0,3

Total 0,20 0,40 0,40 1,00

p(0;0)=0;1=p(0) 0q0)=0;2 0,5
p(0;1)=0;04=p(0) q1)=0;2 0;2
p(0;2)=0;06=p(0) q(2)=0;2 0;3
p(1;0)=0;2=p(1) 90)=0;4 0;5
p(1;1)=0;08=p(1) q(1)=0;4 0;2
p(1;2)=0;12=p(1) q(2)=0;4 0;3
Logo, p(xi;yj) = p(Xi) q(y;);8iej ) XeY sao independentes

Exemplo 5.18. Sejam X e Y a duraao da vida de dois dispositivos eletronicos. Supa-se que
sua f.d.p conjunta seja dada pela furcao abaixo. Veri quese Xe Y sao independentes.

fxy)=e O*Y . x 0Oy O
VAN Z 1 1
9(x) = e “dy=e* eldy=e* e’ =eX[0+l=e”"
0 0 0
) gx)=e* ;x O
Da mesma forma,

Z,,

) h(y): e (X+y)dX: e y
0
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h(y)=e”;y 0
Logo,
fx;y)=e ®*V=¢e X e¥=g(x)h(y)) XeY sao independentes

Teorema 1 (De ncao alternativa de independéncia).

a) Seja (X;Y ) uma varavel aleabria discreta bidimensional. Nesse casoX e Y serao indepen-
dentes se, e somente s@(Xijyj) = p(xj) para todoiej [ou, 0 quee equivalente se, e somente
se, q(yjjxi) = a(y;) para todoiej ].

b) Seja(X;Y ) uma varavel aleabria contnua bidimensional. Nesse casoX e Y serao indepen-
dentes se, e somente say(xjy) = g(x), ou equivalente, se e somente sdi(yjx) = h(y), para
todo (X;y)

Teorema 2. Seja(X;Y ) uma varavel aleabria bidimensional. Sejam A e B eventos cuja ocorréncia
(ou nao ocorréncia) dependa apenas d&X e Y, respectivamente. (Istoe, A e um subconjunto de
Rx, o contradomnio de X, enquantoB e um subconjunto deRy, 0 contradomnio de Y). Entao,
se X e Y forem varaveis aleabrias independentes, teremosP(A\ B) = P(A)P(B):

Demonstracao ( apenas para 0 caso ContnUO):
Z Z Z 7
f (x;y)dxdy = g(x)h(y)dxdy
Z A\ B Z A\ B
. g(x)dx : h(y)dy = P(A)P(B):

P(A\ B)

Teorema 3. SejamX e Y duas v.a. independentes. Quaisquer furcees isoladas dee Y tamlkem
serao independentes. Ou seja, sendd = g(X) e W = h(Y), entaoZ e W serao independentes.

Exemplo 5.19. Sejam X e Y duas v.a. independentes. Serao independentes, por exeopl
i) Z=X2eW =(Y b)=c ondea, bec sao constantes;
i) Z=¢€X eW = €2Y  ondet; et, sao constantes.

Observaao 5.4. Este teoremae extremamente importante e pode ser generakdo uma uma
rumero maior de varaveis aleabrias. Por exemplo, se temos varaveis X1;Xo; : X, entao
furcees de subconjuntos disjuntos d 1; X 2; ; Xn serao independentes, tais com¥; = g(X1; X2)
eYo=h(X3; ;Xp);n 3

Uma outra propriedade importante e a Independéncia Condicional (tamkem chama da de In-
dependéncia Locd)l, necessaria em \arias situacees para ns de desenvolimento de netodos de
estimeacao.
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De ncao 5.7 (Varaveis aleabrias condicionalmente independentesy.

a) Seja (X;Y ) uma v.a. discreta e Z uma v.a. Diremos queX e Y sao v.a.'s condicionimente
independentes en’ se, e somente seP (Xi;Yjjzk) = p(Xijzk)a(y;jzk) para quaisqueriej, e cada
k. Istoe, P(X = Xi;Y =Yyj;Z=2)= P(X =Xi;Z = 2)P(Y = ¥j;Z = Z).

b) Seja (X;Y ) uma v.a contnua bidimensional. Diremos queX eY sao v.a's condicionimente
independentes se, e somente sé(X;yjz) = g(xjz)h(yjz) para todo (Xx;y), e cadaz.

c) A de ncaoe similar para o caso em que X e Y sao v.a.'s discretas €Z e uma v.a. conthua:
P(xi;yjiz) = p(xijz)a(y;jz).

Y
d) A generalizacaoe natural para um rumero maior de v.a.'s: P(X1;X2;,  ;Xnjz) = P (xjjz).
i=1

5.5 Algumas furcees de varaveis aleabrias

Seja(X;Y) umav.a. eZ = H(X;Y ) uma furcao deR?! R. Desejamos obter a distribucao de
probabilidade deZ. Primeiro temos que observar qu&Z e uma v.a.

Exemplo 5.20. Exemplos de furcees de v.a.
Z= X+Y,; Z=X Y,
Z= XY; = X
Z= min(X;Y); Z=max(X;Y):

Exemplo 5.21. Duas linhas de prodiwcao fabricam um certo tipo de peca. Sppnha que a capacidade
(em qualquer dia) seja 5 pecas na linha | e 3 pecas na linha Ll Admita que o rumero de pecas

realmente produzidas em qualquer linha seja uma varavel leabtria, e que (X;Y ) represente a

varavel aleabria bidimensional que fornece o rumero de pecas produzidas pela linha | e a linha I,

respectivamente.

A tabela a seguir da a distribucao de probabilidade conjnta de (X;Y ). Cada casa representa
p(xi;yj) = P(X = Xi; Y = yj)
Assim, p(2;3) = P(X =2;Y =3) =0 ;04 etc. Portanto, se B for de nido como

B= fMais pecas sao produzidas pela linha | que pela linha dl encontraremos que

P(B) = \0,01+ 0,03+ 0,05+ 0,07+ 0,09 \+\o,04+ 0,05+ 0,06+ 0,08 \+o;05+o;05+o;06+0; 06+0;05 =
0;75:
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Y nX 0 1 2 3 4 5 Total

0 0 10,01\ ]0,03\ ]o,05\ 10,07\ ]0,09\ 0,25

1 001 002 004 005 006 008 0,26
2 001 003 005 005 005 006 025
3 001 002 004 006 006 005 024

Total 0,03 008 0,16 0,21 024 0,28 1,00

Encontre a distribucao de probabilidade das seguintes.&'s:

U= mn (X;Y)= menor n° de pecas produzidas pelas duas linhas.
V = max(X;Y ) = maior n° de pecas produziadas pelas duas linhas.
W = X + Y = n° total de pecas produzidas pelas duas linhas.

DISTRIB. DE U = Mn (X;Y)

uj 0 1 2 3 Total
p(uj) 0,28 0,30 0,25 0,17 1,00

DISTRIB. DE V = Max (X;Y)

Vi 1 2 3 4 5 Total
p(vi) 0,04 0,16 0,28 0,24 0,28 1,00

DISTRIB.DE W = X +Y
Wi 1 2 3 4 5 6 7 8  Total
P(w;) 0,02 0,06 0,13 019 0,24 0,19 0,22 0,05 1,00

5.6 Soma de Varaveis Aleabrias

A soma de varaveis e um dos casos mais importantes para a Hatstica, pois dela decorrerao

as principais propriedades da nmedia amostral (que e a somadividida pelo tamanho da amostra),

variancia amostral e muitos outros estimadores. Mas, por gnplicidade, tratemos separadamente os
casos discretos e contnuo.
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5.6.1 Caso discreto

Seja (X;Y ) uma v.a discreta. Para obtermos a distribucao da varawel Z = X + Y devemos
considerar todas as possibilidades em que a soma dfou seja

X X
PZ=2= PX=kY=z kK= PX=KkP(Y=z Kk): (5.2)

Esta expressaoe decorrente do fato que os eventdX = k;Y = z kg; 8 k; sao mutuamente
exclusivos, de forma que vale o apresentado em (5.1).

Exemplo 5.22. Sejam X e Y v.a.i. com distribucees Bin(ny;p) e Bin(ny;p), respectivamente.
Determinar a distributao de Z = X + Y.

Vale notar que ze um valor inteiro e que a v.a. X © pode assumir valores de 0 an;. Assim,
paraz =0;1;2; ;N1 + Ny, temos

X1
P(Z=2) = P(X = KP(Y =2z K)

k=0
X1

— nkl pk(l p)n1 k n2k pZ k(l p)nz (z k)
k=0

X n n

- 7 ni+tny z 1 2

P p) ¢,

k=0

ni+ Nz pz(l p)n1+n2 z.

z

Portanto, a soma de v.a. binomiais de mesmo parametrg tamkem e Binomial. Esse fato e
bastante intuitivo, pois como X representa o rumero de sucessos em; ensaios independentes de
Bernoulli (tipo larcamentos de uma moeda), todos com mesmarobabilidade de sucessp, e sendo
Y o rumero de sucessos enn, ensaios independentes de Bernoulli com o mesmo parametraed
sucessop, entao Z sea 0 rumero de sucessos emnsi + N, ensaios independentes de Bernouli de
mesmo parametrop, quee Binomial de parametrosni + n, e p.

Exemplo 5.23. SejamX eY v.a.i. com distribucees Poisson( 1) e Poisson( »), respectivamente.
Determinar a distributao de Z = X + Y.

Inicialmente devemos notar queze um valor inteiro e que a v.a. X © pode assumir valores de
0 az. Assim, parak =0;1,; 2 :Z, temos
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P(Z = 2) P(X = K)P(Y =2z K)
k=0

Xz k z k
_ e '1 e ?57

k! z k)

k=0
k=0
— e(1+2)XZ z k z k

= - 5z
z!
k=0

e (1t (4 1+ p)*
z!

:e(l+2) k

Portanto, a soma de v.a. Poissons tamlkeme Poisson, com p@metro iguala soma dos parametros.
Esse fato tamkeme bastente intuitivo, mas por qué?

5.6.2 Caso contnuo

De forma similar ao caso de varaveis discretas, a soma de &. pode ser obtida \somando-se"(que
neste casoe a integral) para todos os valoreg de X, ou seja,

Zl
9(2) = . fx (X)fy(z y)dx (5.3)

Exemplo 5.24. Sejam X Exp( 1) eY Exp( 2), independentes, qual a distribucao de
Z=X+Y?

Exemplo 5.25. Sejam X N(0;1) eY N(0;1), independentes, qual a distribucao deZz =
X+Y?

Exerccio 5.6.1. SejamX N( 1; ?2)eY N( 2 3), independentes, qual a distribucao de
Z=X+Y"?

No geral, se(X;Y ) for uma v.a contnua e se Z = H1(X;Y ) for uma furcao contnua de (X;Y),
entaoZ sea uma v.a contnua. Qual a f.d.p de Z? Em alguns casos (soma, difererca, por exemplo)
podemos obté-la diretamente por (5.3), mas em outros tem guhaver um procedimento mais geral,
que tamtkem vale nos casos citados.

Observacao 5.5. A solwcaoe a versao bidimensional da transformacao é@ varaveis do caso uni-
dimensional, em que temos uma v.aX com fdp f (x) e uma transformaday¥Y = H(X). Entao, a

fdp g de Y e dada por g(y) = f (x) % .
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Procedimento para obter a fdp de Z = Hi(X;Y):

1°) Introduzir uma segunda v.a:W = Hy(X;Y);
2°) Obter a f.d.p conjunta deZ e W (vamos denominar esta conjunta deK (z; w))

39) Integra-se a f.d.p conjunta K (z;w) com relecao aW e obem-se a f.d.p deZ:
(z) = K (z; w)dw
1
Problemas :

1. Como escolher a v.aW apropriada?

2. Como encontrar K (z;w) ?

- Deve-se fazer a escolha mais simples paW ;

- O Teorema a seguir indica como encontrarK (z;w).

Teorema 4. Suponha que(X;Y ) seja uma varavel aleabria contnua bidimensional com f.d.p
conjunta f. Sejam Z = Hi(X;Y) e W = Hy(X;Y ), e admitamos que as furceedH; e H;
satisfacamas seguintes condcees:

a) As equaceesz = Hji(x;y) e w = Hy(x;y) podem ser univocamente resolvidas para e y, em
termos dez e w, istoe, x = Gi(z;w) e y= Ga(z;w):
b) As derivadas parciais @ x=@ 2@ Xx=@WQy=@z @y=@axistem e sao contnuas.

Nessas circunstancias, a f.d.p conjunta d€Z; W), istoe, k(z;w)e dada pela seguinte expressao:
k(z;w) = f(x;y) jJ(z;w)j , onde J(z;w)e o determinante 2 2:

@x  @x
J(z;w) = &Z, %,V
@z ©Ow

Este determinantee denominado oJacobiano da transformeao(x;y) ! (z;w) e, algumas vezes,
e denotado por @x; y)=@z; w). Salientamos quek(z;w) sea nao-nula para aqueles valores déz; w)
correspondentes a valores déx;y) para os quaisf (x;y) nao seja nula.
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Observacao 5.6.

a)

b)

Muito embora nao demonstremos este teorema, indicarensocao menos o que se deseja e onde re-
sidem as di culdades. Consideremos a f.d. conjunta da vaavel aleabria bidimensional (Z; W),
Istoe, z.,2Z,
K(zzw)=P(Z z;W w)= k(s;t)dsdt;

11
na qualke a f.d.p procurada. Como se sup®e que a transformeacagx;y) ! (z;w) seja biunvoca
[veja a hiptese (a), acima], poderemos achar o evento, edualente afz z;W  wg, em ter-
mos deX e Y. Suponhamos que este evento seja denotado ior Sendo assimf(X;Y ) 2 Cgse,
e somente sd,Z z;W wg: Conseguentemente,

z., Z zZ
k(s;t)dsdt = f (x;y)dxdy
C

w z

1 1

Como se admitef conhecida, a integral do segundo membro pode ser calculada. @lculo de
suas derivadas em relacao & e w fornecem a fdp pedida. Na maior parte dos manuais de
@lculo avarcado, mostra-se que essas ecnicas condupe ao resultado, tal como foi enunciado
no teorema acima.

Observe-se a acentuada semelharca entre o resultado a@ e o resultado obtido no caso uni-
dimensional, explicado no captulo anterior. A exigéncia de monotonicidade para a furcao
y = H(x) e substituda pela suposcao de que a correspondéncientre (x;y) e (z;w) seja
biunvoca. A condcao de derivabilidade e substituda por algumas hipteses sobre as deriva-
das parciais consideradas. A solicao nal obtidae, tambm, muito semelhante aquela obtida
no caso unidimensional: as varaveisx e y sao simplesmente substitudas por suas expressees
equivalentes em termos de& e w, e o valor absoluto dedx=dye substitudo pelo valor absoluto
do jacobiano.

Para o caso da furcao somaZ = X + Y, geralmente escolnemo® = X . Neste caso teremos

Z = X+Y ) X= W X = Gi(z;w)
W= X y= z W y= Ga(z;w)
gx ox 0 1
Portanto, J= @5 &Y = | | = 1
@z @w
K(z;w) = £(Gu(z;w);Gao(z;w)) jIj=Ff(w;z w) | 1j=f(w;z w)
Com isso, a densidade d& e dada por
Z Z

g(z) = K(z;w)dw = f(x;z x)dx:
1 1

gquee a mesma expressao apresentada em (5.3).
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Exemplo 5.26. Sejam X e Y v.a's independentes, cada uma tendo distribucao unifane no
intervalo (0;1). SejaZ = X + Y. Encontre a f.d.p deZ.

X U@©1 ) fx(X)= é 2.(32.(0;1)

X eY independentes ) f(xy)= 1 0 x 1;0 y 1

0, c.c
Z = X+Y ) X= W x= Gi(z;w)
W= X y= z W y= Ga(z;w)
@x  @x
J= 8§ %vy = 2 i = 1
@z @w

K(z;w) = f(G1(z;w);Ga(z;w)) | Jj
=f(w; 2z w) | 1j

8

<1, 0 w 1;0 z w 1
K(z;w)= , W z 1+w

" 0; c.c

g(z) = 1RK(z;w)dw
RDZK(Z;W)dW 0 z 1
leK(z;w)dw; 1<z 2

RZ
dw ; 0 z 1

le .
. 1dw, 1<z 2

z ;0 z 1
2 z; 1<z 2

Exemplo 5.27. Suponha-se que estejamos fazendo mira em um alvo circulare daio unigrio,
gue tenha sido colocado de modo que seu centro se situe na enigde um sistema de coordenadas
regulares conforme a gura. Admita-se que as coordenadaéX;Y ) do ponto de impacto estejam
uniformemente distribudas sobre o circulo. Istoe, f (x;y) = 1=, se (X;y) estiver dentro (ou na
circunferéncia) do crculo, f (x;y) =0, se em qualgquer outra pafgte. Obter a densidade da varavel
alebria R, que representa a distAncia da origem, ou sejaR = X2+ Y2,
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5.6 Soma de Varaveis Aleabrias 179

Encontraremos a f.d.p deR, digamosg, assim:
Seja = tg (Y=X). Portanto, X = H1(R; ) eY = Hy(R;) ,ondex = Hy(r; )=rcos e
y = Ha(r; )= rsen . (Estamos apenas introduzindo coordenadas polares).

L1 se (x;y)e creculo;

Fxy) = 0; se c.c.

R= P X 2+ Y2 (Distancia da Origem)

g(r) =7

= Brctg(Y/X);
R= ~ X2+Y2

Encontrar a f.d.p conjunta de eR.

Y=1tg X = Gy(;r)
x2+y2=r? y=Ga(;r)
y = Xtg
x>+ (xtg )2=r% ) x2+x%g® =r?
) XL+ tg? )= r?
2
) 2=r7
1+ tg?
No entanto,
sen? 1
1+tg? =1+ =
g cos co<

) x?=r2cod
) X =rcos
y = Xtg ) y = rcos tg

sen

) rcos Zos

) y = rsen

X = rcos
coordenadas polares
y= rsen
Jacobianos:
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180 Varaveis Aleabrias Bidimensionais e Multidimensionais

x

a@x @
= 8y @y = o N = rcos? +rsen? =r(cog +sem)=r
= = sen  rcos
@r @
K(;r)=f(Gu(;r);Ga(;r)) jri=f(rcos;rsen ) r=1r
Portanto,
K(ir)= =+ O r 1,0 2
Z z, ; . 2 r
g(r) = K(;r)d = —d = - - "y =2
1 0 0
Concluindo que
2r, 0 r 1

9(r) = O;. c.C.

5.7 Produto de Varaveis Aleabrias Independentes

Teorema 5. Seja (X;Y ) uma v.a contnua bidimensional e admita-se queX e Y sejam indepen-
dentes. SejaV = XY . Neste caso, a f.d.p dev, digamosp,e dada por:
Z.,
v 1
= h — — .
p(v) . gwy h - dw

Demonstracao:
V= Xy ) X =W
W = X y=
Logo, o Jacobianoe
ox  gx 1 0
J= & & = vo1oT
@w @v w2z w
Portanto, a f.d.p conjunta de V = XY e W = X e dada por:
v v 1
K(v;w) = f p— jJj= h — =
(viw) wi o Bi=ow) ho o o
A f.d.p marginal de V, sea
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Z,,
p(v) =

Observacao 5.7.

1. Os valores dev para os quaisp(v) > 0 dependeram

f(x;y)>0

2. Temos que

Z+1 v 1

Coawh o

Exemplo 5.28.

K (v;w)dw =

— dw

Z .4

\
gwh o

g(w)h

ldw
w

dw

=lP

dos valores d€x;y) para 0s quais

Zy
v 1
. g(w)h w de

Suponha que temos um circuito no qual tantoa corrente | comaa resisténcia R

variem de algum modo aleabrio. Particularmente, suponhanos quel e R sejam varaveis aleabrias
contnuas independentes com as com as fdp's abaixo. Obter distribucao de E = IR.

N 2i; 0 i 1
9(i) = 0 : cc
r2
L 0O r 3
= 9
h(r) 0 ; cc

A densidade deE sem dada por

Z,, 1
PE@ = o) h o o dw
z,, L
= gi) h - T di
1
= ZlZi e 1y
- e 9|2 |
0O i 1 e
0o ¢ 3) 0es ) 31
Z 1 o2 292" 11# 2¢? 3 2
PO= L% T, T8 1Te Tl 9
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Portanto,

5.8 Quociente de Varaveis Aleabrias Independentes

Teorema 6. Seja(X;Y ) uma varavel aleabria bidimensional contnua e suponhamos queX eY
sejam independentes. [Portanto, a fdp d€X;Y ) pode ser escrita comaf (x;y) = g(x)h(y)]. Seja

Z= é Deste modo, a fdp deZ, digamosq, sea dada por
a(z) = . g(vz)h(v)jvjdv
Demonstracao:

Sejamz = x=y e v=y. Portanto, x = vz e y = v. O jacobianoe

J = =V

vV Z
01
Da a fdp conjuntade Z = X=Y e V =Y serigual a

t(z;v) = g(vz)h(v)jvj

Integrando esta fdp conjunta em relecao av obem-se a fdp marginal deZ procurada.

Exemplo 5.29. Admita-se queX e Y representem a duracao da vida de duas lampadas fabricasla
por processos diferentes. Suponha-se qué e Y sejam varaveis aleabrias independentes, com fdp
respectivamentef e g dadas a seguir. Obter a fdp deX=Y .

fx)=e* , X 0 e 0 para outros quaisquer valores;
gly)=2e ¥, y 0 e 0 para outros valores;

A varavel aleabria X=Y reprﬁsenta 0 quociente das duas duracees de vida. Sajaa fdp deZ.
Pelo teorema temos quey(z) = g(vz)h(v)jvjdv. Como X e Y podem tomar somente valores
nao-negativos, a integrecao preC|sa ser feita apenas be os valores positivos da varavel de inte-
gracao. Aem disso, o integrando sel positivo somentequando ambas as fdp que aparecem sejam
positivas. Isto signi ca que deveremos terv. 0 evz 0. Visto que z > 0, essas desigualdades
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determinam quev 0. Portanto, a expressao acima se torna

Z,
q(z) = e V2 2e Yvdv=
yA

1
=2 ve V@2 gy
0

Integrando por partes, obtemos:

— 2 .
0= Gagz: 2O
5.9 Distribucao do Mnimo e do Maximo de duas v.a's cont nuas

Independentes

Em algumas situacees paticas temos interesse em estudaim sistema formado por \arios com-
ponentes, em serie ou paralelo. Se estiverem em srie, o siema falhaa quando o primeiro falhar
(mnimo), mas se estiver em paralelo, falhaa quando oultimo falhar (maximo). Estas distribucees
sao0 muitas vezes denominadas destatsticas de Ordem.

5.9.1 Maximo

Sejam X e Y v.a's independentes, com f.d.p's dadas, respectivamentg@or f1(x) e f,(y). Nosso
objetivoe encontrar Encontre a f.d.p de M = max(X;Y ), digamosg(m).

Devemos inicialmente observar que se 0 nmaximo entre um coupto de rumeros e menor que
m, entao todos 0s rumeros serao menores qua. Estes argumentos levam ao uso da Furcao de
Distribucao, e posteriormente a furcao de probabilichde ou densidade. Com base nisso, a f.d de
M ser:

G(m)

PMM m)=PMax(X;Y) m=P(X mY m)
P(X mP(Y m)= Fy(m)Fy(m)

Logo a f.d.p deM ser obtida derivando-seG(m) com relacao am:

@51? = F1Fa(m) + Fi(m)Fa(m) = f1(m)Fa(m) + fo(m)Fy(m)

g(m) =
Portanto,
g(m) = f1(m)F2(m) + f2(m)F1(m)

Observaao 5.8. SeX eY, abm de independentes tiverama amesma distribucao derobabilidade,
a f.d.p deM tornam-se:
g(m) = 2f (m)F(m);

comf(m)= fi(m)= fo(m) e F(m) = F1(m) = F(m).
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5.9.2 Mnimo

De forma similara distribucao do nmaximo, considerare mos X e Y v.a's independentes, com f.d.p's
dadas, respectivamente, porf 1(x) e f2(y). Nosso objetivoe encontrar a f.d.p deZ = min( X;Y ),
digamosh(z).

Devemos inicialmente observar que se 0 mnimo entre um coopto de rumeros e maior que
Z, entao todos 0s rumeros serao maiores que. Estes argumentos levam ao uso da Furcao de
Distribucao, e posteriormente a furcao de probabilichde ou densidade. Com base nisso, a f.d de
sea:

H(z) = P(Z 2z)=PMin(X;Y) 2z)=1 P(Min(X;Y)>2z)
= 1 PX>zY>z)=1 PX>z)P(Y >2)=1 [1 Fi(2][1 F2(2)]
= 1 [1 F2) Fu2)+ Fu(2)F2(2)] = Fa(2) + F2(2) Fi(2)F2(2):
Com isso,
n@ = 202 = El)+ Fl) F(DF) + Fa@F)

f1(z)+ f2(2) fu(2)Fa(z) Fu(2)f2(2)
f1(2)[1  Fa(2)]+ f2(2)[1  Fa(2)]

Observaao 5.9. SeX eY tiverem a mesma distribucao de probabilidade, entao :
h(z)=2f(2)[1 F(2)];

ondef (z) = f1(z) = f2(2) e F(2) = F1(2) = F2(2).

5.10 Distribucees Condicionais

Em certas situecees desejamos obter a distribucao dema furcao de varaveis, dada uma deter-
minada condcao, ou no condicionamento pode estar uma fumo. Vejamos alguns casos:

Exemplo 5.30. Sejam X  Bin(n;p) e Y Bin(n;p), independentes. Entao a distribucao de
X, dado queX + Y = me Hipergeonetrica, com

n
n

n
P(X =kjiX +Y=m)= Kk mn.

3 ¥|3

Pelo Exemplo 5.22 g temos queX + Y  Bin(2n;p). Portanto, para 0 k min(n;n),
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P(X =kjX +Y =n) P(sz;X+Y=n):P(X=k;Y=n K)

P(X +Y =n) P(X +Y =n)
_ P(X=KP(Y=n kK
- P(X +Y =n)

Epk(l p)n k mnk pm k(l p)n (m k)
?T? pm (1 p)2n m

Exemplo 5.31. SejamX Poisson( 1) eY Poisson( »), independentes. Entao a distribucao
de X, dado queX + Y = ne Bin(n; —4—).

1+t 2

J sabemos do Exemplo 5.23 quX + Y Poisson( 1+ »). Portanto,

PX=kX+Y=n)_PX=kY=n k)

P(X =kjX+Y =n) =

P(X +Y =n) P(X +Y =n)
_ PX=KP(Y=n k) _e Xk e 21 Kkgn k)
- P(X +Y =n) - e (1t 2)( 1+ H)n=nl
_ n 1 k ) n k
I 1+ 2 1+ 2

Exerccio 5.10.1. SejamX Poisson( ) eYj(X = x) Bin(x;p). Entao,
a) A distribucao de Y e Poisson(p).
b) A distribucao condicional de X j(Y = y)e Poisson( (1 p)).

5.11 Varaveis Aleabrias n-dimensionais

Praticamente todos os conceitos introduzidos para o caso diimensional podem ser facilmente es-
tendidos para 0 caso em que temos \arias varaveis em estud por isso faremos um breve resumo
sobre este caso. Consideremoa a varavei-dimensional (X 1; X 2; 1 Xn).

Seja(X1; X2o; ; Xn) uma varavel aleabria n-dimensional contnua tomando todos os valo-
res em alguma regiadR " do espaco auclidiano. Uma furcaof que satisfecaas seguintes condcees:

) f(x; ixn) O 8(xy; ;Xn)2R"
zZ Z

ii) f(Xq; iXp)dxy  dxp =1

e denominada Furcao Densidade de Probabilidade Conjunta de (X1; X>; i Xn).
SendoC 2 R", a probabilidade associadaaC e dada por
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z Z
P(X1; X2, ;Xp)2C)= f(x1;  5xp)dxa  dXp:
C

As distribucees marginais ou de um subconjunto das vasaveis em(X1;X2;  ;Xp) podem ser
obtidas integrando-se com relacaoas demais. Por exemp| para dimensaon = 3, a marginal de
X1 e a conjunta deX, e X3 sao dadas por

Z Z
f1(x1) = f (X1;X2; X3)dx20x3

Z
faa(X2;x3) = f(X1;X2;x3)dXy

5.11.1 Metodo do jacobiano para o caso  n-dimensional

Teorema 7. SuponhaqueX = (X1;X2; ;Xp) sejauma varavel aleabria contnua n-dimensional

com f.d.p conjunta f. Sejam Z; = H;(X ), e admitamos que as furceesl; satisfacamas seguintes
condtcees:

a) As equaceesz = Hj(x) podem ser univocamente resolvidas parx em termos dez, istoe,
xi = Gi(z)
b) As derivadas parciais @ x=@;z existem e sao contnuas.

Nessas circunstancias, a f.d.p conjunta d& , istoe, k(z)e dada pela seguinte expressad(z) =
f (x) jJ(z)j , onde J(:)e o determinante n  n:

@x @x

W

@ &y

Iz)= ¢ o
@y @/

@z @w
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Captulo 7

Valor Esperado de uma furcao de uma v.a.
bidimensional

7.1 De ncao

Seja (X;Y ) uma varavel bidimensional e sejaZ = H(X;Y ) uma furcao real de (X;Y ). Normal-
mente, para obtermos o valor esperado dé temos que encontrar a distribucao da varavel para,
entao, calcular sua esperarca. Veremos que esta etapa erinedaria, da obtercao da distribucao
de Z naoe necessria.

a) SeZ for uma v.a discreta, entao:
R

E(Z)= zip(zi); onde p(z)= P(Z = z)
i=1

b) SeZz for uma v.a Contnua, com f.d.p g, entao:
Z .4
E(Z)= zg(z)dz
1

Exemplo 7.1. Seja(X;Y ) uma v.a com a distribucao conjunta a seguir. Encontre aE(Z), onde
Z=X2+Y.

YIX -1 0 1 Total

0 02 0 04 006
1 01 01 02 04

Total 0,3 0,1 06 1,0

Distribucao da v.a Z

E(Z)=1 0;7+2 0;3=1:3
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Z 1 2 Total

p(z) 0,7 03 1,0

Exemplo 7.2. SejamX e Y v.a's independentes, cada uma tendo uma distribucadJ(0; 1). Seja
Z=X+Y, encontre aE(Z).

(2) = Z, 0 z 1
92)= 5 z2 1 z 2
Z, Z, Z,
E(Z) = . zg(z)dz = ) z%dz + 1(2z z%)dz
2, 5, 8., 1 8 1
= —jg+ —)jg==+4 = 1+)=4 2 1=1
310 (z 3)11 3 ( 3 3)

Teorema 8. Seja(X;Y ) uma v.a bidimensional e sejaZ = H(X;Y ).

a) Se (X,Y) for uma v.a discreta e sep(x;; yj) = P(X = x;; Y = yj)j;i =1,;2;:::; entao:

X X
E(Z)= H (xi;y;)p(Xi; ;)
j=1i=1

b) Se (X,Y) for uma v.a contnua com f.d.p conjunta f , entao:

E(Z) = . . H (x; y)f (x;y)dxdy

Exemplo 7.3. Refazer os Exemplos 7.1 e 7.2 atraves do Teorema 8.
7.1: Temos queZ = X2+ Y. Portanto,

D
H(Xi yj)p(Xi yj)
i=1i=1
H( L0p( LO)+H( L1)p( 1,1)+ H(0;1)p(0;1) + H(1;,0)p(1,0) + H(1;1)p(1;1)
1 02+2 0O01+1 O01+1 04+2 02=1:3

E(Z)

7.2: Temos queZ = X + Y, logo,

1; 0 x 1
Fixy) = 0; c.c
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Portanto,
lel lel Zlx2 "
E(Z) = . H(x;y)f (x;y)dxdy = . O(X+ y)dxdy = 0[7+ yxljgdy
Zl
1 y, ¥y ._1 1
= — + = 4+ — = -+ —-=1:
O(2 Ndy=35+>0=5+5=1

7.2 Algumas Propriedades envolvendo Esperarca e Variancia

Seja (X;Y ) uma varavel aleabria bidimensional com distribuca o de probabilidade conjunta
f(x;y). SejaZ = Hi(X;Y) eW = H(X;Y). Entao, E(Z + W) = E(Z)+ E(W).

Demostracao:
E(Z+W) = [Hi(x;y) + Ha(x; y)If (x;y)dxdy
zh, 7%, Z,12Z.,
= H1(x;y)f (x;y)dxdy + H2(x;y)f (x;y)dxdy
1 1 1 1
= E(@Z)+ E(W): (7.1)

Propriedade 7.4) Seja X e Y duas varaveis aleabrias quaisquer. Entao:
EXX+Y)=EX)+ E(Y):

Demostracao:

Isto decorre imediatamente de (7.1), ao se fazeH1(X;Y )= X e Hy(X;Y )= Y:
Propriedade 7.5) Sejamn varaveis aleabrias X1;X2;:::;X. Entao:
E(X1+ i+ Xp)= E(X) + + E(Xp):

Demostracao:

Isto decorre imediatamente da Propriedade 7.4, pela aplicao da indwcao matenatica.

Comengrio: Conbinando-se esta propriedade com outra pconhecida,E(aX + b) = aE(X) + b,
obteremos: I
xn xn
E aXi = aE(Xj);

onde 0sa; sao0 constantes.
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Propriedade 7.6)  Seja(X;Y ) uma varavel aleabria bidimensional e suponha-se queX e Y
sejam independentes. Entao,

E(XY)= E(X)E(Y):

Demostracao:

Z,,7Z., Z,,2Z2.,
xyf (x;y)dxdy = xyg(x)h(y)dxdy
1 1 1 1
Z,, Z .,
xg(x)dx . yh(y)dy = E(X)E(Y):

E(XY)

1

Propriedade 7.7)  Se C for uma constante,
Var(X + C)= Var(X)
Demostracao:
Var(X + C)= E[(X + C) E(X + C)]?= E[(X + C) E(X) CJ?
= E[X E(X)?=Var(X):
Propriedade 7.8)  Se for uma constante,
Var(CX)= C?Var(X)
Demostracao:

Var(CX) E(CX)2 [E(CX)]?= CE(X)]?

C?[E(X?) [E(X)]?]= C*Var(X)

Propriedade 7.9) Se (X;Y ) for uma varavel aleabria bidimensional, e se X e Y forem
independentes, entao

Var(X + Y)= Var(X)+ Var(Y):

Demostracao:
Var(X +Y) = E(X +Y)? [E(X +Y))?
= E(X2+2XY +Y? [EX)? 2E(X)E(Y) [E(Y)]?
= E(X? [EMX)?+E(Y? [E(Y)?=Var(X)+ Var(Y):
Propriedade 7.10) Sejam X73;:::; Xy, varaveis aleabrias independente. Entao,

X
Var(X1+ :::+ Xp)= Var(Xy)+ :::+ Var(Xy) = Var(X;):
i=1
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Demostracao:
Isto decorre da Propriedade 7.9, por inducao matenatica

Propriedade 7.11) Sejam Xg;::

X XX
Var(X1+ :::+ Xp) = Var(Xj)+2 Cov(Xi; Xj):
i=1 i=1 j>i
Prova: decorre diretamente de (1.8):
[
X 2 X XP XX
Xi = XiXj=  x2+2 XiX;:
i=1 i i=1 i=1 j>i

7.3 Expressees Aproximadas da Esperarca e da Vari@ncia

Teorema 7.7) Seja(X;Y ) uma varavel aleabria bidimensional. Suponha-se queE(X) = x;E(Y)=
v:V(X)= 2 eV(Y)= 2.SejazZ = H(X;Y), deriavel em ( x; y). Entao, seX eY forem

independentes, ter-sea

1 H
E(Z) © H(xi )+ 3 %ﬁi
Var(z) @((;X 2+ @@y g:

H
+g§,$

Demostracao: A demostracao envolve o desenvolvimento dél em <srie de Taylor, no ponto
( x; v), para um de dois termos, o abandono do resto, e, a seguir, o leulo da esperarca e da
variancia de ambos os membros, tal como foi feito na demostrao do Teor. 7.6.

Exemplo 7.4.
X U(@0;1); E(X)=0.5 Var(X)=1=12
Y U(0;1); E(Y)=0.5 Var(Y)=1=12

Z=X+Y; E(Z)=1 e Var(Z)=1=6
Valores aproximados:
1 @H1 @H 1
1 : . : + - 7+ .
E(Z)"' H(0:5;05) 2 @312 @y 12

. @H?%1 @H?2 1
Var(Z) @x 1—2+ @y e

1
E(Z)' 0;,5+0;5+ —- 0=1:0
( ) 1 1 12

1 1 2 1
Var(z)' 12 —+12 —= =72
ar(z) 12 12 12 6
2018 Notas de aulas
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192 Valor Esperado de uma furcao de uma v.a. bidimensional

7.4 Esperarca Condicional

Em muitas situacees estamos interessados em determinasglecaractersticas (distribucao, nedia
etc.) de uma varavel, sujeita a determinada condcao. Neste caso passamos a trabalhar com dis-
tribucees condicionais, xada uma outra varavel.

De ncao 7.1.

a) Se(X;Y) for uma varavel aleabria conthua bidimensional, de niremos o valor esperado
condicional de X, dadoY =y, como
Z .4 Z .4
E(Xjy) = . xg(xjy)dx  E(Y]jx) = . yh(yjx)dy

b) Se(X;Y) for uma v.a discreta bidimensional, de niremos o valor esperado condicional de
X, dadoY =y;, como

.

E(Xjyj)) = xip(Xijy;j)
i=1
. X‘ .
ECYixi) = yjp(yjixi)
j=1
OBS:
1. E(XjY)eumafurcaode Y ; (v.a)
2. E(YjX)e uma furcao de X ; (v.a)

3. ComoE(XjY) e E(YjX) sao v.a's, tea sentido falarmos em seu valor esperado.
Teorema 9. Seja(X;Y ) for uma varavel aleabria uma varavel aleabria qual quer. Temos que
E(E(X]jY)) = E(X)

E(E(YiX)) = E(Y)

Demostracao: (p/ caso contnuo)

: f(xy) 1
E(X = xg(x;y)dx = X dx = xf (x;y)dx
(Xjy) . a(x;y) . hY) hy) . (x;y)
Portanto,
E[E(X]Y)] = E(Xjy)h(y)dy Ty xf (x;y)dx h(y)dy
Zl ~ 1 E(Y) Zl
+1 £ +1 +1 £ +1
= xf (x;y)dxdy = xf (X;y)dydx =
1 1
2 +1 +1

= x| f(x;y)dyldx = xg(x)dx = E(X)
1 1 1
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Teorema 10. SeX e Y forem varaveis aleabrias independentes, entao
E(XjY)= E(X)

E(YjX)= E(Y)

7.5 Vari@ncia condicional

Teorema 11.
Var(X)= E[Var(XjY)]+ Var[E(X]Y)]

Var(Y)= E[Var(YjX)]+ Var[E(Y]X)]

Exemplo 7.5. Adimita que um inseto ponha ovos segundo uma distribucade Poisson de parametro
4 e que a probabilidade de que um ovo dé origem a um novo inseta 0,6. Admitimos que 0s ovos
produzam novos insetos de maneira independente, encontre mamero esperado de novos insetos
gerados pelo inseto.

X = n° de ovos produzidos pelo inseto.
X P@4)

Y = n° de novos insetos gerados.
E(Y)=?
(YjX = x) B(x;0;6) E(Y]jx)=0;6x

Portanto,
E(Y)= E(E(YjX))= E(0;6X)=0;6 E(X)=0;6 4=2;4:

Exemplo 7.6. Suponha-se que a varavel aleabria bidimensional(X;Y ) seja uniformemente dis-
tribuda sobre a regiao triangular a seguir. ObterE(XjY) e E(Y|X)
T=1(xy)j0<x<y< 1g

femos que
2, (X 21
f (X; y) - 0; ( Cy(?l
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Captulo 8

Coe cientes de Covari@ncia e Correlaao

A principal medida de o quanto duas varaveis estao relacinadase o coe ciente de covariancia
No entanto, sua ordem de grandeza depende da unidade de mediths varaveis. Para contornar
este problema, costuma-se adotar goe ciente de correlacaoquee a normalizecao da covari@ncia,
restringindo-se ao intervalo [-1,1].

8.1 Coe ciente de covaridncia

Dencao 8.1. Seja(X;Y ) uma varavel aleabria bidimensional com nmedias x e v, respecti-
vamente. De niremos o coe ciente de correlacao Cov(X;Y ) entre X e Y @s vezes representado
por xy ) por

Cov(X;Y)=EI(X x)Y v)

Teorema 12.
Cov(X;Y)= E(XY) EMX)E(Y):

Demostracao:
Cov(X;Y) = Ef[X EMX)Y E(Y)]g
= E[XY XE(Y) YE(X) E(X)E(Y)]
= E(XY) EMX)E(Y) E(Y)EX)+ E(X)E(Y)
= E(XY) EMX)E(Y):
Como consequéncia deste teorema temos que
Cov(X;X )= Var(X): (8.1)

Tamlkeme fcil perceber que
Cov(X;Y )= CowY; X):

8.2 Coe ciente de correlacao

De ncao 8.2. Seja(X;Y ) uma varavel aleabria bidimensional com nedias x e vy e desvios-
padrao x e v, respectivamente. De niremos xv , 0 coe ciente de correlacao entre X e Y, por

Ef[X  xIIY vig
v Var(X)Var(Y)

Xy =
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Propriedade 1.
_ E(XXY) EX)E(Y) _ Cov(X;Y)

Y, ar(X)Var(Y) X Y

XY

Teorema 13. SeX eY forem independentes, entaoxy =0.

Demostraao: Isto decorre imediatamente do Teorema 12, pois sendd e Y independentes, temos

E(XY)= E(X)E(Y):

Observaao 8.1.
1. ) A recproca naoe verdadeira
2. ) =0 signicaque X eY sao nao correlacionadas

Teorema 14.
1 1:

Demostracao: Considere a seguinte furcao da varavel realt:
o(t) = Efv+ tw]?
ondeV=X EMX) e W=Y E(Y).
Como [v+tw]? 0 =) qt) O 8t

Agora
q(t) = E[V? +2tvw + t?w?] = E(V?) + 2tE (vw) + E(vw) + t°E (wW?)

Como q(t) e uma expressao quadatica det, que © assume valores 0, para todo t, entao
4 =K 4ac O
Nao possui duas razes distintas. Logo,
k>  4dac=4[E(vw)]? 4E(V))EW?) 0

. [E(vw)3]
%) E (V2)E (W?)
[EX EX)(y E(Y))?

? Elx EX)ELY E(Y)D
=) 21 9 1 1
Teorema 15. Se 4, = 1, entaoY sela uma furcao linear de X (com probabilidade 1).
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Teorema 16. Suponha queX eY sejam duas v.a's, para as quaiy = AX + B, onde A e B sao
constantes. Entaoj j=1. SeA> 0, =+1,; seA<O0 = L1

Teorema 17. Se xy for o coe ciente de correlecao entreX eY,eseV = AX+B eW = CY+D,
onde A, B, C e D sao constantes, conrA 60 e C 6 0, entao

AC

= E XY - (8.2)

VW
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Captulo 9

Constricao de Algumas Distribucees Especiais

9.1 Distribucees Discretas

9.1.1 Distribucao Multinomial

Suponha que existank resultados po]s_,sveis para um experimentoAq;Az; i Ax. Sejap =
P(Aj); i =1; ;k. Assim, devemos ter !‘:1 pi = 1. Suponha que repetimos o experimentos
vezes independentemente. Sepd; o n° de vezes que ocorre o resultadd;; i =1;2; ;k. Entao,
a f.p conjunta das v.a'sX;; ;Xge dada por:

X1 ~X2

P(X1=X1; X2=X2; ;XK= Xk)= 1 P> P«

X11X5! Xk!p
P
comx;=0;1;:::;n; iz Xi = ni

Teorema 18.
E(Xi)=npi e Var(Xj)=npi(l p); i=1;:5k

Observacao 9.1.
Cada v.aX; tem distribucao binomial, ou seja, X;  Binomial (n;p;)
As Xi's nao sao independentes.

Exemplo 9.1. Consideremos o experimento de larcarmos um dado = 12 vezes. Temosk =
6 resultados possveis eA; = fresultadoe faceig, com p; = % A probabilidade de obtermos 2
resultados de cada faceee dada por

12! 121212121
P(X1=2 X0=2:Xaz=2-X4=2 Xe=2:Xe=2) = % - = = = =
(X1=2; X2=2iX3=2;X4=2;X5=2; X6 =2) 202221216 6 6 6 6

121 1 12

(206 6

Exemplo 9.2. Uma barra de comprimento especi cadoe fabricada. Admitase que o comprimento
real X (polegada) seja uma varavel aleatria uniformemente distribuda sobre [10,12]. Suponha-se
gue somente interesse saber se um dos trés eventos seguiet ocorrido.

A =fX< 105g; A,=fl05 X 11,8 e Az=fX> 11,8qg
p1=P(A1)=0;25 p,=P(A2)=0;65 e p=P(A3)=0;1
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9.2 Distribucees Contnuas

Distribucao Normal

A varavel aleabria X e dita ter distribicao Normal com parametros e “sesuafdpe
dada por

f(x) = p;—eﬁ(x )2
1 <x< +1 ; 1 << +1; >0

Notacao: X N(; ?

Teorema 19. SeX N{(; 2), entao
E(X)= e Var(X)= ?2
Observaao 9.2.
1. f e sinetrica em torno de

2. Nao ha solwcao explcita para a Furcao Distribui cao, apenas nunerica, com tabelas na mai-
oria dos livros

3.Se =0e 2=1,dizemos que X tem distribucaonormal padraoou padronizada (tabelada).

Observaao 9.3. Ha livros que apresentam tabelas com a Normal AcumuladaNA) de (1 ;d),
outros (maioria) no intervalo (0;d). Nesteultimo caso devemos usarsimetria . Por exemplo, que
NA(1 ;0)=0;5e queNA(1 ; d) = NA(d;1). Alguns autores preferem adotar a notacao:
NA(1 ;d)y= ( d.

Teorema 20. SeX N(; 2), entao:

(i Z=%*— N(0;1) [Transformamos e usamos a tabela]
(i) Y=aX+b N(a +b& ?)
Teorema 21. SeX; N¢( i; i2); i=1;:::;n e as v.a'sX; sao independentes, entao
X
S = = Xi= X1+ X+ 111+ Xy N(; ?
i=1
com
X 2 X 2
= i e = i
=1 i=1

Exemplo 9.3. Na distribucao X N (100; 100), encontre:
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a) P(X < 115)

b) P(X 80)

c) PGX 10 100)

d) ovalor\a"tal que P(100 a X 100+a)=0;95

a)
X 100 115 100
P(X< 11 = P < =P(Z< 1
( %) 10 10 ( )
= 0;5+0;43319 = ;93319
b)
P(X 80) = P Z 78010100 =P@Z 2
= =0;5+0;47725=0,97725
C)
P(GX 10 10) = P( 10 X 100 10)
10 10
=P 5 Z P12z
= 2P(0<Z< 1)=2 0;34134=068268
D)

P(100 a X 100+a)=0;95
100 a 100 X 100 100+a 100

P 10 10 10 0%
a a
L P g5 2 g =0:95
P o<z & =9 047522 _1.969 a=19:6

10 2 10

Exemplo 9.4. Na distribucao X N(; 2), encontre:
a) P(X +2 )
b) P(GX j )
c) on®°\a"talque P( a X +a )=0;99
d) on®\a"tal que P(X >a)=0;90
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Appendix A

Normal distribution table

NA (0,d) = area of

shaded region

>
0 d

00 01 02 03 .04 05 06 .07 .08 .09
0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 .1554 1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879
0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224
0.6 .2257 2291 .2324 2357 .2389 .2422 2454 2486 .2517 .2549
0.7 .2580 .2611 .2642 .2673 .2704 2734 2764 2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 .4032 4049 4066 .4082 .4099 4115 4131 .4147 .4162 .4177
1.4 4192 4207 .4222 4236 .4251 4265 .4279 .4292 4306 .4319
15 .4332 4345 .4357 4370 .4382 4394 .4406 4418 4429 4441
1.6 .4452 4463 .4474 4484 4495 4505 .4515 4525 4535 4545
1.7 .4554 4564 4573 .4582 4591 4599 .4608 .4616 .4625 4633
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 4713 4719 .4726 4732 4738 4744 4750 .4756 4761 4767
2.0 .4772 4778 .4783 .4788 4793 4798 .4803 .4808 .4812 .4817
2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .4842 .4846 .4850 .4854 4857
2.2 4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 .4803 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 4918 .4920 .4922 4925 4927 4929 .4931 .4932 .4934 4936
25 .4938 .4940 .4941 .4943 4945 4946 .4948 4949 4951 4952
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 .4971 .4972 4973 .4974
2.8 .4974 4975 .4976 4977 4977 4978 .4979 .4979 .4980 .4981
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 4984 .4985 .4985 .4986 .4986
3.0 .4987 .4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990
3.1 .4990 .4991 .4991 .4991 .4992 .4992 .4992 .4992 .4993 .4993
3.2 4993 .4993 .4994 .4994 4994 .4994 4994 4995 4995 4995
3.3 .4995 .4995 .4995 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4997
3.4 4997 4997 4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 .4998
35 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998
3.6 .4998 .4998 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.7 .4999 4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.8 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.9 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000
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a)
X +2
P(X +2 )=P = P(Z 2)=0;97725
b)
PGX | )=P( X < )=P(1 Z 1)=0:68268
c)
P( a X +a)=0;99
P(a Z a=0;99
PO Z a)=0;299=0;495
a=2;58
d)
P(X>a)=0:905 P(Z> > )=0:90
5 & - 1289 a= 128

Distribucao Normal Bidimensional

Dencao 9.1. Seja (X;Y ) uma varavel aleabria contnua, bidimensional, toman do todos os
valores no plano euclidiano. Diremos qugX;Y ) tem uma distribucao normal bidimensional se

sua fdp conjunta for dada pela seguinte espressao
n #)

2 2

1 1 X x x  x)y v) y v
f(x;y) = p ex 2 +
V= T =2 2w oy, y y

1 <x<1 ; 1 <y<1
Teorema 22. Suponha-se qudX;Y ) tenha fdp como a dada pela equacao acima. Entao, nesse
caso:
a) As distribucees marginais de X eY saoN( x; )2() eN( x; 5), respectivamente.

b) O parametro e o coe ciente de correlacao entre X e Y.
c) As distribucees condicionais de X (dado queY = y) e de Y (dado queX = Xx) serao,
respectivamente:

N x+*§(y v) 5@ 3

N v+ L yv) Y

X
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Observaao 9.4.
1. A recproca de a) no Teorema nao vale.

2. Se =0, entao X e Y sao independentes. Isto © vale na distribgiao Normal bidimensional.

Distribucao Normal n-dimensional

De ncao 9.2. SejaX = (X1;Xo; ; Xn) uma varavel aleabria contnua, n-dimensional, to-
mando todos os valores no espaco euclidiano. Diremos que& tem uma distribucao normal n-
dimensional ou multivariada se sua fdp conjunta for dada pal seguinte espressao

1 1
f(x)= —————ex ~(x 0 I(x © x2R™
(0= G P S ) )
onde =( g; ; n)€ o vetor das nedias dasX;;i=1; n:
0
% 12 13 in
B % 21 5 23 2n§_
nl n2 n3 %
onde i2: Var(Xij) e jea Cov(Xi;Xj)= j i j.-Ainda, j jrepresenta o determinante de e

le ainversa de

Teorema 23. Suponha-se queX tenha fdp como a dada pela equacao acima. Entao,
a) A distribucao marginal de Xj; i =1; ;nje N( i iz).
b) O parametro j e o coe ciente de correlecao entre X e Xj.

c) A distribucao condicional de X; dado queX; = xe dada por

9.2.1 Furcao Gama

De ncao: A furcao gama, denotada por e de nida para p > 0 por
Z,
(p)= xP le *dx
0

Propriedades:
L.(p=(p H(p 1
2. (n)=(n 1)! sen for um inteiro positivo.

3. (y=P-
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9.2.2 Distribucao Gama

f(xj; )= x e ; x>0 >0 >0

X Gama(; )

E(X)= —; Var(X) = —
9.2.3 Distribucao Beta
oo (a+Db 5 b1 . : :
f(Xja,b)—mX a x) ; O<x< 1;a>0;b>0
_a
E(X)= 2+ b
_ ab
VarX) = G 2@+ b+ 1)
OBS:
Z
wo (3(b _ lal b 1 .
B(a,b)—i(aer)— u* 2 u)® ‘du ; a>0b>0
— 1 al b 1
f(x)—B(a_b)x 1 x

9.2.4 Distribucao Qui-quadrado

Dizemos que a v.aX tem distribucao qui-quadrado comn graus de liberdade se sua f.d.p for

dada por
1

22 ()

xz 1

f(x)= ez ; x>0 n:inteiro positivo

Notacao:
2
X n

Observecao 9.5. A f.d.p acimae um caso particular da distribucao Gama(; ), com = % e

3
Teorema 24. SeX 2 entao E(X)=n e Var(X)=2n

Teorema 25. SeZ N(0;1) entaoX? %
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Teorema 26. Sejam X;:::; Xk v.a@'s independentes tais queX; ﬁi, i =1;:::;k. Entao,
X
Y= Xi=Xg+i+Xe o3
i=1
com
X
n= n;
i=1
. . P_— :
Teorema 27. SejayY 2. Entao, para n su cientemente grande, a v.a 2Y tem aproximada-

mente a distribucao N( 2n  1;1).
Uso da Tabela
Exemplo 9.5. SejaX 2., obtenha o valor de \a"tal que:
a) P(X a=0;10
b) P(X>a)=0;95
c) P(X a=0;99
d) P(X a)=0;025
Exemplo 9.6. SejaX 3, calcule:
a) P(X 11;689)
b) P(X 38 076)
C) P(X > 18137)
Exemplo 9.7. SejaX 25, Obtenha o valor de "a"tal que:
P(X>a)=0;80
P(X a)=0:20

Temos que
P(X 12,443)=0;10
P(X 15,452) =0;25

Portanto, devemos fazer umanterpolaao:
0;15! 3;009

0;10! x
~ _ 0,10 3;009
%) x= 0;15
a=12;443 +2;006 = 14; 449

= 2,006

Introdwc-aoa Probabilidade 2018 Notas de aulas



9.2 Distribucees Contnuas 207

Exemplo 9.8. Seja X1;X, e X3 v.a's independentes, cada uma tendo distribucao normatom
nmedia 5 e variancia 16. Encontre a distribucao das seguntes v.a's:

a) Y = 7x2452
by S= o,

Exemplo 9.9. SejaY 2, calcule:
a) P(Y >50)

b) P(Y < 40;5)

Y %3) Py N(p®;1)

a) p_—
P(Y >50)= P(2Y > 100)= P(" 2Y > 10) =

[
P P P__°
2Y 99 10 99
P 1 > 1 = P(Zz> 0;0501) =1 0;5199 =0;4801

b) p__
P(Y <40,5)= P(2Y <81)=P( 2Y <9)=

=P(Z< 9 p@): P(Z < 0;94987)=0;1711

9.2.5 Distribucao t-Student

Dizemos que a v.a contnuaX tem distribucao t-student comn graus de liberdade se sua f.d.p
for dada por

n+l 2 T3 -
X . "
fX(X):Wé? l+F ;7 1 <x< +1 n:inteiro positivo
2

Notaxxao: X t,

Teorema 28. SeX t,entaoE(X)=0 eVar(X)= -:

. 1 x2 ,
Teorema 29. nIlllm f(x)= p?e 2, 0uUseja, seX typentaoquandon!l , X ! N(0;1)

Teorema 30. SejamZ N(@O;1)eY ﬁ v.a's independentes, entao a v.aT = tk

x‘-(“TN
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Uso da Tabela t-Student

1. SejaX toq4, calcule:

a) P(X 1;71)=0,95

b) P(X > 0;68) = 1-0,75 = 0,25

c) P(X> 1;32)=0,90

d) P(1;32< X < 2;49) = 0,99-0,90 = 0,009

e) P( 0;68 X 1;32)=0,90-[1-0,75] = 0,90-0,25 = 0,65

2. SejaX  tss, econtre o valor de \a"tal que
a) P(X a)=0;975 a=2,0301
b) P(X>a)=0;10 a=1,3062
c) P(jXj a=0;90 P[ a x a]=0;90=) a=1;6896

9.2.6 Distribucao F de Snedecor

Dizemos que a v.a contnuaX tem distribucao F de Snedecor corm; graus de liberdade (g.l.)
no numerador en, g.l. no denominador se sua f.d.p for dada por

ng (ng+np)
n 2 n n

N ? o n 1

N2 n2

ni+n2

FO)= —&; : [}
2 2

Notacao: X  F(n1;ny)

Teorema 31. SeX  Fp;:n,, €Ntao

n
E(X)= - 2; parany; 2

2n3(ny+ny 2)

Var)= nn, 22m, &)

parany, 4

Teorema 32. Sejam X1 ﬁ, e X, ﬁ v.a's independentes. Entao, a v.a

X1=
F= 21
X2=n

Teorema 3: SeX Fmn, entao av.aY = Xi Fr:m

Uso da Tabela
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Exemplo 9.10. SejaX Fg:10, calcule
a) P(X> 3;,07)
b) P(Z 3;35),comZ= &
c) P(X 5;06)
d) o valor \a"tal que P(X>a)=0;10

Exerccio 9.2.1. SejamX N(0;16)eY = 3%, v.a's independentes. Encontre a distribucao da
vau = P% t16

Exerccio 9.2.2.  Sejam X ﬁ k=1,2,3, v.a's independentes.

a) Obtenha a distribucao da v.aW = x§>+(>1<3 Fis

b) CalculeP[W 10]=0;975
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Captulo 10

Caractersticas especiais

10.1 A Desigualdade de Tchebyche

SejaX uma v.a comE(X) = e sejac uma constante real qualquer. Entao, s& (X  c)? for
nita e " for qualquern® positivo, teremos

1

PX d "] 3

E(X 0%

As seguintes formas sao equivalentes:
a) Considerando o evento complementar, teremos:

PiX ¢<"] 1 %E(X 0)?
b) Escolhendoc= |, temos:
. . 2
PIX "1 =
c) Escolhendoc= e " =k
. 1
PIX § k1
, . 1
P[iX i k] 1 2

Observaao 10.1. Estaultima formae particularmente informativa de como a vari@ncia mede o
\grau de concentracao” da probabilidade em torno deE (X)) =

Demostraao: (Contnuo)

z
p=P[X ¢ "]= f (x)dx A=fx:jx ¢ "g
A

Mas,

(x_ ©?

1 n l

ix ¢ ", (x ©? "2
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Caractersticas especiais

Logo,
VA 2
b= f)dx (x ,,ZC) f (x)dx
A
c " 2 +1 2
_ (x 0© (x ©
= . 1 (X)dx + " =T (X)dx

= ZEX 97

10.2 A Desigualdade de Jensen

+1 (X

np

0)?

f (x)dx
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Captulo 11

Furcao Geradora de Momentos

A Furcao Geradora (ou Geratriz) de Momentos e um caso paricular de furcao de varaveis
aleaprias, onde

H(X)=expftX g=expftiX1+ toXo+ +t,Xn0, n L
Muitos resultados importantes sao obtidos atraes dessarcao. Ae a obtercao de E(X) eV ar(X)
ca bastante simpli cada.

Dencao 11.1. Seja X uma v.a discreta ou contnua. A furcao geradora de momenos (f.g.m)
da v.a X e de nida por
Mx (t) = E(e%):

Portanto, se X for uma v.a discreta com f.p.p(xj) = P(X = x;),1=1;2;:::; af.g.m sea
X1
Mx ()= e*p(x)
i=1
E se X for contnua, 7
+1

Mx (t) = . e*fx (x)

Observaao 11.1.
1. A f.g.m podera nao existir para todos os valores d«;

2. A f.g.m existe sempre parat =0, ee igual a 1, ou seja,Myx (0) =1 para qualquer v.aX.

11.1 Principais distribucees

Exemplo 11.1. X U(a;b

etx 1 1 etx
M — - X - b
x () a b adx b a ae dx b a b a@
_ 1 & 1 th a
b at T ae )
(
1; t=0;
Mx (1) = gb gla {60
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Exemplo 11.2. X B(n;p)

X
etkP(X — k): etk E pk(l p)n k

Mx (t) =
k=0 k=0
n
- , (P p" K= pé+1 p”
k=0
Exemplo 11.3. X P()
h t ok
Mx(t) =  ep(X = k)= k& = (ekl)
k=0 k=0 ' k=0 ’
- e e D
Observacao 11.2. Serie de Maclaurin:
X n
- y
T
n=0
Exemplo 11.4. X Exp( )
Z, Z,
Mx (t) = eXe Xdx= et x
0 0
que  converge sé& < 0, ou seja,t< . Admitindo que esta condcao seja satisfeita, teremos:
" t ) #
elt X, 1 1
My (t) = = 0O —— = =
x (t) n Jo " i i
Mx () = Lo t<
Exemplo 11.5. X N¢(: 2
Z +1 Z +1

X 2 x 2
My (t) = e”‘pzl—e S) gx = 9217 e H) gy
1

Seja:
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Logo,
Z Z
1 +1 l +1 s2
Mx (1) = I;T s * e 2% (s = pz— e e Zds
1 1
el Z+l 1,2
= P e 2(8° 25)ds e notando ques? 2ts =(s t)2 22
1
et Z+1 1 2 242
= pzj e?[(s t) t]ds
1
el Z+1 1 2 %2
= p? e 256 1) a3(s
1
2 2
o ¢ L i(s )2
= 49727 e 2 ds
1
2tzz+1 1 1 2
= d e p—e 28 1)(s

2
| = {z }
f:d;p de uma N (t 1)

2,2
Mx(t)= e
Exemplo 11.6. X Gama(; )
Z,
Mx (t) = e ( )x le X dx
° z 1 Z,
— 1, X +1tx — 1, x( t)
= — X -e dx = X -e dx
()o () o
A integral © converge se t> 0, ou seja,t< . Neste caso, fazenda = t, temos
Z, — 3t {
u
Mx (t) = @) x le Ydx= 0 x le Ydx
0 I 0 {z }
Gama(;u )
= a = 7.[
Portanto,
Mx (1) = t<

t 1
Observacao 11.3.

) Se =1=) Mx(t)= —=) X Exp()
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i) Seja X Gama(; ), se =5e =31 entaoX e

Exemplo 11.7. X %,

1
Mx ()= 12 = = =1 )3

11.2 Momentos

De ncao 11.2. De ni-se o Momento de Ordem n da varavel aleabria X, em relacao a zero, a
guantidadeE (X ").

Observacao 11.4.
i) Podemos notar que o primeiro momento deX e E(X).
ii) A variancia de X e uma furcao dos dois primeiros momentos:V ar(X ) = E(X?) 2
iii) Todos os momentos, se existirem, podem ser obtidos viggh.
iv) Quando a furcaoe de nida por E (tX) ela recebe o nome d&urcao Geradora de Probabilidades

v) Quando a furcaoe de nida por E(€ ), ondei = P 1, ela recebe o nome ddurcao Carac-
terstica

Primeiro momento:

dMx (t) _ d
dt  ~ dt

Agora, avaliando no pontot =0,

E(e*)=E dex - E(Xe™)

0 —
MX(t)_ dt

dMy (t) .
My (0) = (;(t( ) jizo= E(Xe® X)= E(X)
Segundo momento:
2 2
My = SMXO - D ey - %E(Xe“ﬁ E IxeX = Ex2¥)

d2  ~ dt
Agora, avaliando no pontot =0,

dt

d®Mx (t) .
az !

3) Admitindo que a derivadanesima de My (t) exista, teremos:

M %0) = 0= E(X2€® *)= E(X?)

M™M@©) = E(X")
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Exemplo 11.8. X B(n;p). Obter E(X) e Var(X).

n

Mx (t)=[pe +1 p]

M (0)
E(X?) E((X))2= My(0) (My(0)2

E(X)
Var(X)

Temos que, .
M (t)= nlpe +1 p]" 'pé = npe'pd +1 p]" *

E, avaliando no pontot =0,
E(X)= My (0) = npe’[p’ +1 " *=np

Vamos agora obter o segundo momento o€ :

00 d
M (t) gPepe +1 p)" 7
= npe(pe +1 p" t+npe'(n 1)(pe +1 p)" *pé

= npe'(pd +1 p" '+ n(n 1)(p)i(pd+1 p)" 2

E(X?) = My(0)=npef(p+1 p" ‘+n(n 1(p)’pe+1 p" 2
= np+n(n 1p’=np+n?p® np?

Com isso,
Var(X)= np+n?p> np?> n?p*=np np®=npl p)

Exemplo 11.9. X N(; ?2)
2t2
Mx (t) = expft + ?g

P22
Mty=e 7 ( + )
2,2 2,2

t o+ 5
MA)=( + 2% 7 =e 7 2

E(X)= My (0)= €9 ( + 20)=
E(X?) = My(O)( +0)%+ ¢ 2= 2+ 2

Var(X)= E(X?) (E(X)?= %+ 2 2= 2
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11.3 Transformaees via fgm
Teorema 33. Suponha que a v.a X tenha f.g.nMx. Af.gmdav.aY = X + sea dada por:
My (t) = e' Mx (1)

Demostraao:

E(etY): E(et(X + )): E(etX +t): et E(etX )
eth(t)

My (1)

Teorema 34. Sejam X e Y duas v.a's com f.g.mMx (t) e My (t), respectivamente. SeMx (t) =
My (t) para todos os valores de, entao X e Y terao a mesma distribucao de probabilidade.

Exemplo 11.10. X N(; 2).Usando a f.g.m prove que¥ = X + tea distribucao normal
com nedia  + e variancia 2 2,

242

X N(; ?=) Mx(t)=e'* =z

2
etMX(t )= al [et +7(t)2]

()t
= gttt +—— =

My (t)
e ¢ %212

=) Y N( + %3

Teorema 35. Sejam X e Y v.a's independentes & = X + Y. Sejam Mx (1), My (t) e Mz(t) as
f.gm das v.a'sX, Y e Z, respectivamente. Entao:

Mz (t) = Mx (t)My (1)
Demostracao:
Mz(t) - E(etZ) — E(et(X+Y)) — E(etX +tY) — E(etX etY) —
= E(etx )E(etY) = My ()My (1)

Observacao 11.5. Este teorema pode ser generalizado para uma soma dev.a's independentes.

8
% X1 Ml(t)
Xo: Ma(t)
.Xn: Mn(t)
Y
Z=X1+ Xo+ i+ Xy Mz(t)= M1(t) ::: Mp(t)= Mi(t)

i=1
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Teorema 36. SejamXi;X;:::; X, v.a's independentes com distribucagN ( i; 2),i=1;2:::;n
X xo
Entao, av.aZ = X1+ X+ 111+ X, tea distribucao N it 2
i=1 i=1
Demostracao:
ey 22 .
My, (t) = e it* i : i=1:2::::00n
Mz(t) = Mxl(t)sz(t) . Mxn(t)
= et 17 ot BY entt i
,[2

= el 1t atmt (I 3+ o+ D)

P P
= el oo DY
!
X0 X0 )
=) Z N i i
i=1 i=1

Teorema 37. SejamXq; Xo;:::; Xy v.a@'s independentes. Suponha qu¥; P( i),i=1;2;:::;n.
Entao,av.aZ = X1+ X+ + X, tea distribucao de Poisson com parametro = 1+ >+:::+ .
Demonstraao:

My (1) = ei®hH i=1;2::::n
Logo,

Mz(t) = e 1(et l) e 2(et 1) e n(et 1) = e( 1+t ot i+ n)(et l)
P, . X0
= e( i=1 i)(e 1) :) Z P( I)
i=1

Teorema 38. Suponha queX; ﬁi, i=1;2;::::k, onde os)g sao v.a's independentes. Entao,
avaZ = X1+ Xo+ :::+ X, tea distribucao (Zn), onden= ", n;.
Demonstracao:

Mx, (t)=(1 2t) 7 ; i=1;2::0k
Portanto,

Mz(1) = My, (OMx,(0): My, (=1 202°@Q 20020 2t #
_ (l 2'[) n1+n2;:::+ni< :(1 2'[) %,
onde
X 2
i=1
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220 Furcao Geradora de Momentos

Teorema 39. SejaZ = X1+ X+ :::+ X, onde 0sX; saor v.a's independentes e indenticamente
distribudas, cada uma tendo distribucao exponencialcom o mesmo parametro . Entao, Z tema
distribucao Gama com parametrosr e

Demonstracao:

MXi(t):

M,(t) = — =) Z Gama(r; )

a) S vale para exponenciais de mesmo parametro;

— 2
yw=2z 2,

' 1 ' 2r
Mw(t)= Mz(2t) = T = 1 o =1 2t)7=2

Portanto, na necessidade de alguma probabilidade assocéad uma distribucao Gama, faze-
mos a transformacao e usamos tabela da distribucao 2. Por exemplo,

P(Z 3)=P2Z 6) (usar a p)
Exemplo 11.11. Suponha queX tenha a seguinte fdp:
fx(x)= e & ) X
a) Determine a fgm deX.
b) Empregando a fgm, ache & (X) e Var(X).
Resposta:

a)
et

My (t) = o
b)
+1

E(X)= ; Var(X)= iz

Observaao 11.6. Vericarque Y =X + ,ondeY Exp( ):

Exemplo 11.12. Alguns resistoresR;, i = 1;2;:::;n sao montados em rie em um circuito.
Suponha que a resisténcia de cada um seja normalmente digktnda com E(R;) = 10 ohms e
Var(R;) = 0; 16 ohms?
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11.3 Transformaees via fgm 221

a) Sen =5, qual sea a probabilidade de que a resisténcia do circuit exceda 49 ohms ?

b) Quantos resistores devemos escolher (ou seja) de forma que a probabilidade de que a
resisténcia total exceda 100 ohms seja de aproximadamen®e05?

Solwcao:
a)
n=5; R=R;+Ry+:::+Rs =) R N(50;08)
49 50
P(R> 49)=P(Z> jeﬁ)z P(z> 1;12)=0;8686
b)

P(R> 100)=0;05 ; n=?
R=R;+Ry+:::+ Ry=) R N(10n;0;16n)

1 1 1 1
P(R> 100)=0;059 P Z>ﬂ|9,—On =0;059 M:O;GS
0;4 n 0;4 n
100 10n)?
=) %zZ;?ZZSz) 10000 200Ch +100n? = 0; 4356
=) 10n? 200Q 4356 + 10000 = 0 n1=9:8 ) n=10
n,=10;2

Exemplo 11.13. Em um circuito, n resistores sao montados em sries. Suponha que a resistda
de cada um seja uniformemente distribuda sobre [0,1] e sumha, tamkem, que todas as resisténcias
sejam independentes. Sej&R a resisténcia total.

a) Estabeleca a fgm deR.

b) Empregando a fgm, obtenha & (R) e V ar(R)
Solcao:

Ri = Resisténcia do iesimo resistor. (i =1;2;:::;n)

Ri U(0;1) independentes.
R = Resisténcia total. R= R1+ R+ :::+ Ry

a) MR(t) = MRl(t)MRz(t) A MRn (t)

Z 1 tr t
e, e 1
Mg,(t)= E(eR1)=  €&"dr= - j&= :
0

g 1"
t

MRg(t) =
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b) E(R)=?  Var(R)=?

M) = n e 1"t (¢ ) - e 1"ttt e+l
t t2 t t2
0 _ 0 .
My (0) = o (Indeterminacao)
Aplicando a regra de L'hopital, temos: "
. 0 d 1"t te?2 d+1
E(X)= IHnOM t)= n —
im o € gy e @rl
T to t tho t2
Notando, agora, que
et 1 n 1 et 1 n 1 et 1 n 1
limn = nlim =n lim =n limée =n
t! 0 t th o t t! t t!
e
lim te! e+1 im e+ te! € - im te! 1
th 0 t2 T to 2t T2t 2
temos 1 n
E(X)=nZ= =

Exemplo 11.14. Suponha que a duracao da vida de uma peca seja exponenciante distribuda,
com nedia 2. Suponha que 10 dessas pecas sejam instaladagsssivamente, de modo que iesima
peca seja instalada imediatamente depois que a ordeifi 1) tenha falhado. SejaT; a duracao ae
falhar daiesima peca, i = 1;2;:::;10, sempre medida a partir do instante de instalecao. Portaro,
Si10= T1+ :::+ Ty representa o tempo total de funcionamento das 10 pecas. Aditimdo que 0sT;
sejam independentes, calcul® (S;p 15, 5).

Solwcao:

D, = Duracao de vida

D Exp(0;5)

T; = Durecao at falhar da iesimapeca i =1;2;:::;10

S=Ti1+ T2+ + Ty = Tempo total de funcionamento das 10 pecas.

P(S > 155) =?
r =10;

S Gama(l0;0;5) _ 05

2S =S 3,
P(S> 155)= P( 3,> 15,5)=0;75
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Captulo 12

Teoremas limite e convergéncia

12.1 Lei dos grandes rumeros

Dencao 12.1 (A lei dos grandes rumeros - LGN - Formulecao de Bernoull). SejaE um expe-
rimento e A um evento associado & . Considere n repetcees independentes dé&, sendona o n°

de vezes em qué ocorre nas n repetcees, e facaf,(A) = 7’*. SejaP(A) = p (a qual se admite

seja a mesma para todas as repetcees). Entao, para todb> 0, teremos

. o 1
PLifn(A) p] ] p(n..zp)
ou, equivalentemente,
. . 1
P[ifn(A) pj<"] 1 p(n..zp)
Demonstracao:
. E(na)= np
B ’
A BOWP) var ()= mp @ p)
E(fn(A)=1p

Mas, f,(A) = &
"B var (faA)= & @ p= 200

Usando a desigualdade de Tchebyche , temos:

q
P jfn(A) pj<k R&R g L

" o_ p(1 p — ! 2 _
Tomando "=k =+~ ) k= p—— ) ke = ST
) Plifa(A) pj<"] 1 PRLP

Obs

b nl!i{n Plfa pj<"]=1 paratodo"> O;



224 Teoremas limite e convergéncia

( fn(A) convergepara todop= P(A) )

2) Estae uma \convergéncia em probabilidade”, no sentidode que a probabilidade do evento
h [
na
_m P A < n
= P&
pode se tornar arbitrariamente poxima da unidade, ao se tonar n su cientemente grande;

Exemplo 12.1. Quantas repetcoees deE deveremos realizar, a m de termos uma probabilidade
de ao menos0; 95 para que a frequéncia relativa dira dep = P(A) por menos do qued; 01?

Plifa pj<001] 0,95

Para " = 0;01 qual o valor den que satisfaz a

p(l p) _ .. p(l p) _ .. _ b p
1 i =095 0 g =0i05 0 ”‘7(0;01)20;05

Portanto,

. . 1
Plifa pj<"] |1.{z-} sempre que n M

Exemplo 12.2. Quantas vezes deveremos jogar um dado equilibrado de mamel& carmos ao
menos 95% certos de que a frequéncia relativa de tirarmos um seis, g& ao menos de0; 01 da
probabilidade teorica 1=67?

"=0;01 =0:;05

ol

p:

15
n m=27:777;8 27778

Observaao 12.1. Quando nao conhecermos o valor deg, podemos empregar o fato de que (1 p)
e maximo quando p= 1, e esse valor maximoe 1=4. Logo,

. . 1
Plifa pj<"]1 1 sempre quen 4"2;
pois,
f())=p@ Pp=p p* ; O<p<1
fAp)=1 2p ) f%p)= 2<0

fqp)=0 ) 1 2p=0 ) p=1=2(ponto de maximo)

A LNG pode ser usada de maneirautil na seguinte situecao. 8ponha que queiramos saber quan-
tas repetcoes de um experimento de Bernoulli devemos izar a m de que K=n dira do valor
teorico p (desconhecido) de menos d&, com probabilidade maior ou igual a . Ou seja, queremos
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12.1 Lei dos grandes rumeros 225

determinar n, tal que

K
P — <"
n P
K Pl p
P — <" 1 ;
n P n"2
Logo, comparando, temos que deve satisfazer
1 p(luzp) = ) n= p(luzp); onde =1
n
Como nao conhecemog, usamos o fato de quep (1 p) 1=4. Logo, basta tomarn tal que
n=1=(4"2):

Exemplo 12.3. Suponha que a proporcao de fumantes de uma populecao agp, desconhecida.
Queremos determinarp com um erro de, no maximo, 0;05. Qual deve ser o tamanho da amostra
n a ser escolhida com reposcao, se = 0;95?

Dencao 12.2 (Outra formulacao da Lei dos Grandes Numeros). SejamX; ;X, v.a.'si.id
com E(Xj) = eVar(X;) = 2 SejaX = X1*X2t=tXo (Media aritimetica de  X1;  ;Xp ).
Entao,
_ _n 2 2
E(X)= e Var(X)= ——= —
(X) ()= "= =
Pela desigualdade de Tchebyche , temos:
h i
P X < b 1 %
. P
Seja "=#8z ) k= —, logo
P X <" 1 -5
lim P X <" =1
n!l

) A nedia aritmetica X e uma v.a. que convergepara E (X).

12.1.1 Aproximaao Normal da Distribucao Binomial

Consideremos uma v.aX com distribucao Binomial, ou seja, X  B(n;p), com fp dada por
n
PX=k=  p@ p"*k

No entanto, sen for grande sel bastante complicado calcular os fatoriaisde forma que precisamos
de alguma simpli cacao ou aproximacao.
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Formulas de Stirling

Para n grande,
nt* 2 e "n"*:

Empregando a brmula de Stirling aos \arios fatoriais, obtemos

8 " #.9
< 2=
P(X =k)' ! exp ! p¢
= P . 5 —
2np (1 p) -2 " np(l p) s
Aproximacao de Demoire - Laplace para a Distribucao Bin omial

SeX B(n;p) esezZ = % entao, paran grande, Z tea aproximadamente distribucao

normal padrao( =0 e 2=1).
Observaao 12.2. Esta aproximacao sem \alida para n > 10, desde quep seja poximo de % Se
p for poximo de 0 ou 1, n dever ser um tanto maior para garantir uma boa aproximecao.

Correcao de Continuidade:

Ao aproximar uma v.a. discreta por uma contnua, estamos apoximando uma integral pela soma
das areas de retangulos, de forma que precisamos de cuidasl adicionais. Algumas correcees de
continuidade devem ser utilizadas para melhorar a aproxinc@o. Estas correcees consistem em
adicionar ou subtrair 0,5 de forma conveniente.

Exemplo 12.4. Seja X B (10;0;5). Obter P(X 7) e P(X < 3) utilizando a correcao de
continuidade.

Y N(p;npl p) =) Y NG;2Z5

@P(X 7" P(Y 65

P(X 7)=0;172

P(Y 65=P Z %% = P(Z 0;94)=0;1736
b) P(X< 3)'" P( 0;5<Y < 2;5)
P(X < 3)=0;055

0,5 5 25 5
< < $7
2.5 z 2.5

P( 3;48<Z < 1;58)=0,;49975 0;44295 = (0,0568

P( 0;5<Y < 2;5) P
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No geral, devemos aplicar as seguintes correcees, comoerplo,

ayPX=k"'Pk 3 Y k+

NI

by P@ X b' P a Y b+l

N[

oP(X C)'P 3 Y c+

NI

Exemplo 12.5. Um sistema complexo e constitudo de 100 componentes queuficionam inde-
pendentemente. A probabilidade de que qualquer um dos compates venha a falhar durante o
perodo de operecaoe igual a 0,10. A m de que o sistema cmpleto funcione, pelo menos 85 dos
componentes devem funcionar perfeitamente. Calcule a prabilidade de que isso aconteca.

Como X B(100; 09), podemos adotarY N (90 ; 9). Com isso,

P(X 85)" P(Y 845=P z 859 =-p(z 1;83) = 0; 96638

Exemplo 12.6. Suponha que o sistema do Exerccio 12.5 seja constitudo @ n componentes cada
um deles tendo uma con abilidade de 0,90. O sistema funciomase ao menos 80 por cento dos
componentes funcionarem adequadamente. Determine de maneira que o sistema tenha uma con-
abilidade de 0,95.

P(T 0;81)=0;95 T Bin(n;0;90)

P(T Os8n)' P z %00 -p 7z _§8 -0;05 ) n=24;21

Portanto, devemos adotarn = 25.

12.2 O Teorema Central do Limite

Teorema 40. Sejam Xg; ; Xn, varaveis aleabrias independentes, todas com a mesma idtri-
P,u'cao. Sejam = E(X;) e ? = Var(X;) a esperarca e a variancia comuns. Far:amos%ij =
", Xi.Entao, E(Sp)=n eVar(Sy)=n 2 g, paran grande temos queT, = (S, n )= n

tem aproximadamente a distribucao N (0; 1), no sentido de quenllilm P(Ta, t)=( t):

Demonstracao:
Mx (t): fm.gdasX%
Mg, (t): f.m.g de Sy
Ms, (t) = [Mx (t)]"

Como T, e uma furcao linear de S,, temos que
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Mr, ()= e ' Mx p=

Portanto,

P—

t
InMr, (t) = + ninMyx pﬁi

DesenvolvenddV x (t) em serie de Mclaurin, obtemos
M@{)=1+ MYO)t + W+R ! onde Re o resto da rie

_ ( 24 2)t2
=1+ t + —"—+R
Logo,
p— 2 2\ 12
nt t ( 2+ 9t
nMg, (t)= ——+nln 1+p—+-——-"—+R
Tn() n 2n 2
Agora, empregando o desenvolvimento de Mclaurin parln(1 + X);

2 X3

X
N1+ x)=x —+ —+::: iXj< 1
( ) >3 (jxj< 1)
Em nosso caso, x = p%— + (ZZJ’H# + R , e para n su cientemente grande, o valor absoluto
sea menor que a unidade. Com isso,
pﬁt " t (2+ 2)t2 1 t (2+ 2)t2 2 #
InM t) = +n p—+ —+—+R - p—+ ——+R +
T (1) n 2n 2 2 n 2n 2
Ams algumas transformacees, teremos
. t2
r‘I!l{n InM+, (t) = >
2
) nI|i1m M, (t) = ez quee a fgm de uma N(0,1)
2
Exemplo 12.7. Suponha queX;, i =1;2; ;50sejam v.a's independentes, cada uma delas tendo

distribucao de Poisson com parametro =0;03. Feca S= X + + Xsp.
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a) Empregando o Teorema Central do Limite, calculeP (S  3).

b) Compare a resposta de (a) com o valor exato dessa probabdide.

Solwcao:

a) Temos queE(S) = Var(S) =50

P(S 3)=P(Z 1;22)=0;11123

by S P(1;5)
P(S 3)=1 P(S<3)=1 P(S

=1 el e 15 (1.5
2) (Lista # 4- 3)

=1;5.Logo,S N(1;5; 15)

=0) P(S=1) P(S=2

e P05 = 0;19115

n bolas ) r" possibilidades

r caixas

1; se a caixai estiver vazia

Xi= 0, c.c
a) E(Xi)="?
P(Xi=1)= b= 51 %= 1
P(Xj=0)=1 1 1°
E(Xi)=1 P(Xi=1)+0

b) E(XiYj)=7 6]

1N
r

PXi=0)= 1 %"

0; seXij=0 e Xj=0 ou X;j=0 e Xj=1 ou X;j=1 e X;=0

XiXi= 1 sexi=lex;=1
EXXiXj)=0 PXiX;=0)+1 PXiX;=1)=P(X;iXj;=1)
EXXiXj)=P(XiX; =1)= (rrnZ)” = 1 rg n
c) S;=n° de caixas vazias.
S =X+ i+ Xy
E(S)= E(Xy)+ :iiii+ E(X)=r 1 17
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d) Var(S,)="?
Var(X + Y)= Var(X)+ Var(Y) + 2coUX;Y) ; couX;Y )= E(XY) EMX)E(Y)
Var(Xy+ i+ Xp)= - Ly Var(Xi)+2 {5 -1 coUXi; X;)
Var(S;)= Var(X1+ Xo+ i+ Xy)
= g Var(Xi)+2 5 =1 Cov(Xi;X))

Var(Xi)= E(X?) (E(X))? : i=1;:nr
E(X)=12 P(Xj=1)+0%P(X;=0)= 1 1"
Var(xj)= 1 " 1 1%
=1 "1 1 1°
Cov(Xi; Xj) = E(XiXj) E(Xi)E(X)) ; 1 6]
=1 2" 1 1 1"?
-1 rgn 1 rlZn
h i
vars)=r1 "1 1 2"+2 0 1 2" q 1®
=r1 "1 1 1" 4 1)h1 2" 1%2”|

3) (Lista #4 - 9)

X P()
aP X 5 4
P(X )= P(X> 5)=1 P(X > 5 )

P(X > )

1
1

=1 P jX j<5; +P(X > 5)
1

2 2
=1 P jX j<5, P X>3
=P jX j 5 P X>3

. . Var (X
P(jX J j) (irg)z) = 2z = 4

by P(X 2) 1
P(X 2)=P(X )=1 P(X < )
=1 [P(jX i< )+ P(X < )]
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= P(jX i< ) PX < )
=P(X j ) PX < )
P(X j ) ==t
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