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Pref�acio

A id�eia de escrever um texto introdut�orio sobre a Teoria da Probabilidade com aspectos com-
putacionais surgiu da necessidade de criar uma proximidademaior dos alunos de gradua�c~ao com
rotinas de programa�c~ao, usando processos de simula�c~aopara entender v�arios conceitoss de Proba-
bilidade e Estat��stica.

Embora a vontade seja de come�car com linguagens mais avan�cadas, como em Ox, R, SPSS,
SAS, por exemplo, nada mais natural do que usar algo que praticamente todos os computadores
com sistema windows j�a têm instalado, o Excel, e sua linguagem subjacente, o Visual Basic for
Applications (VBA). Assim trabalhamos o uso da Planilha e a Programa�c~ao conjuntamente.

A maior preocupa�c~ao foi a de escrever um texto que pudesse ser utilizado n~ao s�o pelos estat��sticos,
mas tamb�em por interessados de outras �areas. Por conta disso o material �e realmente introdut�orio,
de forma que h�a muitos outros materiais dispon��veis com maior formalismo matem�atico. Procu-
ramos detalhar apenas os pontos que achamos mais interessantes para um texto introdut�orio e
fornecer o maior n�umero poss��vel de referências bibliogr�a�cas que cobrissem os outros pontos.

De forma a suprir de material necess�ario para o desenvolvimento da teoria e exerc��cios, o primeiro
cap��tulo apresenta diversos resultados de matem�atica b�asica. Sugest~oes e reclama�c~oes ser~ao sempre
bem-vindas de forma a melhorar continuamente estas notas deaula. Este material, bem como
as macros desenvolvidas, est~ao disponibilizados emwww.helitontavares.com. Sua atualiza�c~ao est�a
sendo cont��nua, e ainda est�a em fase inicial de prepara�c~ao, certamente com muitas imperfei�c~oes. E
que �que registrada a colabora�c~ao de v�arios alunos de Gradua�c~ao e P�os-Gradua�c~ao.

Julho 2018

H�eliton Ribeiro Tavares
Maria Regina Madruga Tavares

Paulo Cerqueira dos Santos J�unior
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7.5 Variância condicional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

8 Coe�cientes de Covariância e Correla�c~ao 195
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Cap��tulo 1

Introdu�c~ao

1.1 A hist�oria da Probabilidade

1.2 A rela�c~ao com a Matem�atica e Computa�c~ao

1.3 A base para a Estat��stica

1.4 Interconex~oes com outras �areas





Cap��tulo 1

Matem�atica B�asica

Neste cap��tulo s~ao apresentadas algumas express~oes quepoder~ao ser usadas nos cap��tulos subse-
quentes. Talvez alguns ainda n~ao sejam de dom��nio de estudantes em in��cio de gradua�c~ao, mas s~ao
de relativa facilidade, de forma que podem ser rapidamente absorv��dos. O cap��tulo tem por objetivo
ser de consulta r�apida, podendo ser dispensado em uma primeira leitura, mas sugere-se um passar
de olhos para um breve conhecimento do seu conte�udo.

1.1 Constantes importantes

Abaixo as principais constantes usadas a �area de Estat��stica.

� = 3 ; 14159265358979323846264338327950288419716939937::: (1.1)

e = 2 ; 718281828459045235360287::: = lim
n!1

�
1 +

1
n

� n

(1.2)


 = 0 ; 577215664901532860606512::: = Constante de Euler (1.3)

= lim
n!1

�
1 +

1
2

+
1
3

+ ::: +
1
n

� ln n
�

(1.4)

p
� = �

�
1
2

�
= 1 ; 772453850905516027298167:::(onde � �e a fun�c~ao gama) (1.5)

1.2 Fra�c~ao e potências

(a) an+ m = anam

(b) ( an )m = anm

(c) a� n = 1=an

(d) a1=n = n
p

a

1.3 Fun�c~ao Exponencial ( exp)

(a) x = eln( x) = ln( ex )
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(b) ( ex )c = ecx , onde c �e uma constante.

(c) ea+ b = ea � eb, onde a e b s~ao constantes quaisquer.

(d) ea� b = ea

eb , onde a e b s~ao constantes quaisquer.

1.4 Fun�c~ao Logaritmo ( ln ou log)

a) log(xc) = clogx 6= (log x)c

b) log a
b = log a � logb

c) log(a � b) = log a + log b 6= log( a + b)

1.5 Somat�orios

Frequentemente precisamos representar s�eries e sequências em uma nota�c~ao mais sint�etica. Por
exemplo, considerandox i ; i = 1 ; � � � ; n; os termos de uma progress~ao aritm�etica ou geom�etrica,
ent~ao a soma destes termos ser�a representada pelo s��mbolo

P
, em que o primeiro e �ultimo termos

ser~ao colocados abaixo e acima do s��mbolo, resultando em:

x1 + x2 + � � � + xn =
nX

i =1

x i :

Costuma-se adotar as letrasi; j; k e l nos somat�orios, mas outras letras tamb�em podem ser
encontradas com menor frequência. Ainda, quando temos umasoma dupla (emi e j , por exemplo)
costuma-sepoupar nota�c~ao adotando-se apenas um s��mbolo de somat�orio, ouseja,

P

i

P

j
x i x j =

P

i;j
x i x j .

Obs: se f xngn� 1 �e uma sequência, ent~ao a soma in�nitax1 + x2 + � � � + xn + � � � =
P 1

i =1 x i �e
chamada deS�erie .

Propriedades: seja c uma constante qualquer

(a)
nP

i =1
c = nc. Caso especial,n =

nP

i =1
1.

(b)
nP

i =1
cxi = c

nP

i =1
x i

(c)
nP

i =1
(c + x i ) = nc +

nP

i =1
x i
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(d)
nP

i =1
(x i + yi ) =

nP

i =1
x i +

nP

i =1
yi

(e)

nP

i =1
x i

nP

i =1
yi

= x1+ x2+ ��� + xn
y1+ y2+ ��� + yn

(f)
nP

i =1

x i
yi

= x1
y1

+ x2
y2

+ � � � + xn
yn

(g)
nP

i =1
x i yi = x1y1 + x2y2 + � � � + xnyn

(h)
�

nP

i =1
x i

� �
nP

i =1
yi

�
= ( x1 + x2 + � � � + xn ) � (y1 + y2 + � � � + yn ) =

nP

i =1

nP

j =1
x i yj =

P

i;j
x i x j .

1.6 Produt�orios

De forma similar ao somat�orio, o produto dos termos de uma sequência x1; x2; � � � ; xn ser�a repre-
sentada pelo s��mbolo

Q
, resultando em

x1 � x2 � � � � � xn =
nY

i =1

x i :

Propriedades:

(a)
nQ

i =1
c = cn

(b)
nQ

i =1
c xi = cn

nQ

i =1
x i

(c)
nQ

i =1
xc

i =
�

nQ

i =1
x i

� c

(d)
nQ

i =1
(x i + yi ) = ( x1 + y1) � (x2 + y2) � � � � � (xn + yn )

(e)
nQ

i =1
x i +

nQ

i =1
yi = ( x1 � x2 � � � � � xn ) + ( y1 � y2 � � � � � yn )

(f)

nQ

i =1
x i

nQ

i =1
yi

= x1 � x2 ����� xn
y1 � y2 ����� yn

=
nQ

i =1

x i
yi
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1.7 Miscelânea

(a)
nQ

i =1
ex i = ex1 � ex2 � � � � � exk n = e

P n
i =1 x i

(b)
nQ

i =1
ec x i = ec

P n
i =1 x i

(c)
nQ

i =1
c ex i = cne

P n
i =1 x i

(d)
nQ

i =1
ec+ x i = enc +

P n
i =1 x i

(e)
nQ

i =1
ex i + yi = e

P n
i =1 x i +

P n
i =1 yi

(f)
nQ

i =1
clog(x i ) = cn

nQ

i =1
log(x i ) =

nQ

i =1
log(xc

i )

(g) log
�

nQ

i =1
x i

�
=

nP

i =1
log(x i )

Exerc��cio 1.7.1. Escreva a soma
1X

i =1

1X

j = i

aij com os s��mbolos invertidos, primeiro o j e depois o

i (note que sej � i , ent~ao na nova ordem teremosi � j ).

1.8 Contagem

Sejan 2 IN . De�ne-se o fatorial de n por

n! = 1 � 2 � 3 � � � � � n

I) Permuta�c~ao: o n�umero de maneiras de ordenarn objetos distintos �e n!.

II) Arranjo: o n�umero de maneiras de escolherk objetos distintos dentren poss��veis, importando-
se a ordem, �eA(n; k) = n!

k! .

III) Combina�c~ao de n, k a k: Cn;k = n!
k!(n� k)! , e representa-se por

� n
k

�
.

IV) F�ormula Binomial para n Positivo Inteiro: Esta �e a chamada F�ormula Binomial. Ela p ode ser
estendida para outros valores den sendo, ent~ao, uma s�erie in�nita.
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(x + y)n = xn + nxn� 1y + n(n� 1)
2! xn� 2y2 + n(n� 1)(n� 2)

3! nn� 3y3 + ::: + yn

Que tamb�em pode ser escrita da seguinte forma:

(x + y)n = xn +
� n

1

�
xn� 1y +

� n
2

�
xn� 2y2 +

� n
3

�
xn� 3y3 + ::: +

� n
n

�
yn

onde os coe�cientes, chamados coe�cientes binomiais, s~aodados por
� n

k

�
= n(n� 1)(n� 2):::(n� k+1)

k! = n!
k!(n� k)! =

� n
n� k

�
; n � k � 0 naturais

Propriedades:

(a) 0! = 1

(b)
� n

n

�
=

� n
1

�
=

� n
0

�
= 1

(c) Cn;k = 0 se n < k

(d) Cn;k = Cn;n � k , ou seja,
� n

k

�
=

� n
n� k

�

(e)
� n

k

�
+

� n
k+1

�
=

� n+1
k+1

�

(f)
� n

0

�
+

� n
1

�
+

� n
2

�
+ ::: +

� n
n

�
= 2 n

(g)
� n

n

�
+

� n+1
n

�
+

� n+2
n

�
+ ::: +

� n+ k
n

�
=

� n+ k+1
n+1

�

(h)
� n

0

�
+

� n+1
1

�
+

� n+2
2

�
+ ::: +

� n+ k
k

�
=

� n+ k+1
k

�

(i)
� n

0

� 2 +
� n

1

� 2 +
� n

2

� 2 + ::: +
� n

n

� 2 =
� 2n

n

�

(j)
� n

0

�
�

� n
1

�
+

� n
2

�
+ ::: + ( � 1)n

� n
n

�
= 0

(k) 1 �
� n

1

�
+ 2 �

� n
2

�
+ 3 �

� n
3

�
+ ::: + n �

� n
n

�
= n � 2n� 1

(l) 1 �
� n

1

�
� 2 �

� n
2

�
+ 3 �

� n
3

�
+ ::: + ( � 1)n+1 � n

� n
n

�
= 0

(m)
� n

0

�
+

� n
2

�
+

� n
4

�
+ ::: =

� n
1

�
+

� n
3

�
+

� n
5

�
+ ::: = 2 n� 1

(n)
� m

0

�� n
p

�
+

� m
1

�� n
p� 1

�
+ ::: +

� m
p

�� n
p� p

�
=

� m+ n
p

�

F�ormula Multinomial

(5) (x1 + x2 + ::: + xp)n =
P n!

n1 ! n2 ! ::: n p ! � xn1
1 � xn2

2 � ::: � xnp
p

onden1; n2; :::; np s~ao inteiros n~ao negativos tais quen1 + n2 + ::: + np = n e a
P

�e sobre todos
os ni

(6) (a + b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc
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1.9 Triângulo de Pascal

0
� 0

0

�

1
� 1

0

� � 1
1

�

2
� 2

0

� � 2
1

� � 2
2

�

3
� 3

0

� � 3
1

� � 3
2

� � 3
3

�

4
� 4

0

� � 4
1

� � 4
2

� � 4
3

� � 4
4

�

5
� 5

0

� � 5
1

� � 5
2

� � 5
3

� � 5
4

� � 5
5

�

...
...

...
...

...
...

...
. . .

()

0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 + 6 4 1
5 1 5 = 10 10 5 1
...

...
...

...
...

...
...

. . .

A express~ao recursiva b�asica para montagem do triângulode Pascal �e dada por
�

n
k

�
+

�
n

k + 1

�
=

�
n + 1
k + 1

�
: (1.6)

1.10 Fun�c~oes Polinomiais

As express~oes abaixo, do tipo (x + y)n , podem ser genericamente escritas como

(x + y)n =
nX

k=0

�
n
k

�
xkyn� k : (1.7)

Alguns casos particulares s~ao:

i ) (x + y)2 = x2 + 2xy + y2

ii ) (x � y)2 = x2 � 2xy + y2

iii ) (x + y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

iv ) (x � y)3 = x3 � 3x2y + 3xy2 � y3

v) (x + y)4 = x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4

vi ) (x � y)4 = x4 � 4x3y + 6x2y2 � 4xy3 + y4

Alguns casos especiais s~ao:

i ) x2 � y2 = ( x � y)(x + y)

ii ) x3 � y3 = ( x � y)(x2 + xy + y2)

iii ) x3 + y3 = ( x + y)(x2 � xy + y2)

iv ) x4 � y4 = ( x � y)(x + y)(x2 + y2)

v) x5 � y5 = ( x � y)(x4 + x3y + x2y2 + xy3 + y4)
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1.11 T�ecnicas de Demonstra�c~ao 11

Generaliza�c~oes destas express~oes s~ao dadas por:

i ) x2n � y2n = ( x � y)(x + y)(xn + xn� 1 + xn� 2y + xn� 3y2 + :::)(xn� 1y + xn� 3y2 � :::)

= ( x � y)(x + y)
�
x2 � 2xy cos�

n + y2
� �

x2 � 2xy cos2�
n + y2

�
:::

�
x2 � 2xy cos(n� 1)�

n + y2
�

ii ) x2n + y2n =
�
x2 + 2xy cos �

2n + y2
� �

x2 + 2xy cos3�
2n + y2

�
:::

�
x2 + 23xy cos(2n� 1)�

2n + y2
�

iii ) x2n+1 � y2n+1 = ( x � y)(x2n + x2n� 1y+ x2n� 2y2 + :::+ y2n) = ( x � y)
�

x2 � 2xy cos 2�
2n+1 + y2

�

�
x2 � 2xy cos 4�

2n+1 + y2
�

:::
�

x2 � 2xy cos 2n�
2n+1 + y2

�

iv ) x2n+1 + y2n+1 = ( x + y)(x2n � x2n� 1y+ x2n� 2y2 � :::+ y2n) = ( x + y)
�

x2 + 2xy cos 2�
2n+1 + y2

�

�
x2 + 2xy cos 4�

2n+1 + y2
�

:::
�

x2 + 2xy cos 2n�
2n+1 + y2

�

Multinomial

Uma generaliza�c~ao da express~ao (1.7) �e dada por

(x1 + x2 + � � � + xp)n =
X

n1 ;n2 ;��� ;np

n!
n1!n2! � � � np!

xn1
1 xn2

2 � � � xnp
p ;

onde n1; n2; � � � ; np s~ao inteiros n~ao negativos tais que
P p

i =1 ni = n. Para n = 2, temos

 pX

i =1

x i

! 2

=
X

i;j

x i x j =
pX

i =1

x2
i + 2

nX

i =1

X

i<j

x i x j : (1.8)

1.11 T�ecnicas de Demonstra�c~ao

Um teorema �e uma proposi�c~ao do tipo: "SeH, ent~ao T ", a qual prova-se ser verdadeira sempre,
ou seja, que: "H implica T ". As proposi�c~oes 'H ' e 'T ' s~ao denominadasHip�otese e Tese, respecti-
vamente.

�E usual denominar corol�ario a um teorema que �e uma consequência quase direta de um outro
j�a demonstrado (ou seja, cuja prova �e trivial ou imediata) . Adicionalmente, um teorema auxiliar
que possui um resultado importante para a prova de um outro �eusualmente denominadolema.
Teoremas s~ao fundamentais em Matem�atica, Estat��stica,dentre outras. Por exemplo, um teorema
permite veri�car se uma determinada a�rma�c~ao �e correta. Sob este ponto de vista, um teorema pode
ser visto como um algor��tmo que, prova-se, sempre funciona. Antes de iniciar uma demonstra�c~ao,
�e fundamental identi�car claramente a hip�otese H e a teseT . Por exemplo, considere o seguinte
teorema: 0 �e o �unico elemento neutro da adi�c~ao no conjunto dos n�umeros naturais. Uma reescrita,
identi�cando claramente a hip�otese e a tese, �e como segue:se 0 �e elemento neutro da adi�c~ao no
conjunto dos n�umeros naturais, ent~ao 0 �e o �unico elemento neutro da adi�c~ao no conjunto dos
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12 Matem�atica B�asica

n�umeros naturais. �E importante observar que, na demonstra�c~ao de que, de fato, H implica T , a
hip�otese �e suposta verdadeira. Consequêntemente, a hip�otese n~ao deve ser demonstrada. De fato,
todas as teorias possuem um conjunto de premissas (hip�oteses) que s~ao supostas verdadeiras e sobre
as quais todo o racioc��nio �e constru��do. A teoria dos conjuntos �e baseada em uma premissa que �e a
no�c~ao de elemento, a qual �e simplesmente suposta. A pr�opria Estat��stica �e constru��da sobre v�arias
premissas, a partir das quais demonstra-se todos os resultados adotados na pr�atica.

1.11.1 Demonstra�c~ao Exaustiva

A conjectura pode ser provada veri�cando-se que ela �e verdadeira para todos os elementos da
cole�c~ao. Para provar a falsidade da conjectura, basta achar um contra-exemplo.

Exemplo 3: Prove a conjectura: Para todo inteiro positivon; n! � n2. Solu�c~ao: A conjectura �e
falsa pois n~ao �e verdade para todon: �e falsa para n = 4.

1.11.2 Demontra�c~ao Direta

A demontra�c~ao direta de uma senten�caH =) T funciona da seguinte forma: assuma que o ante-
cedenteH �e verdade e deduza a conclus~ao (ou consequente)T .

1.11.3 Demonstra�c~ao por Contraposi�c~ao

A senten�ca condicional H =) T pode ser provada mostrando-se que a sua contrapositiva �e verda-
deira: T =) H . Em suma, seH implica T , ent~ao 'N~aoT ' implica 'N~ao H '.

1.11.4 Demonstra�c~ao por Absurdo

Para demonstrar T , assumimosT e mostramos que isso leva a uma contradi�c~ao. ComoH \ !F �e
verdadeira, concluimos queH �e falsa e portanto que p �e verdadeira. De outra forma, para provar
H =) T , basta mostrar ..., pois (p:q!F )!(p!q) �e uma tautologia.

1.11.5 Demonstra�c~ao por Indu�c~ao (Finita)

Tamb�em conhecida por Indu�c~ao Matem�atica ou princ��pio da Indu�c~ao, essa �e uma t�ecnica largamente
aplicada. Por exemplo, algumas vezes nos defrontamos com a�rma�c~oes envolvendo os n�umeros
naturais e a quest~ao que surge �e: ser�a tal a�rma�c~ao verdadeira sempre, ou seja, vale para qualquer
n�umero natural n = 1 ; 2; 3; � � � ? Exemplos de a�rma�c~oes s~ao validades de f�ormulas, taiscomo:

i) A soma dos n primeiros n�umeros naturais �e n(n + 1) =2, ou seja:

1 + 2 + 3 + � � � + n =
n(n + 1)

2

ii) A soma dos n primeiros n�umeros ��mpares �e n2:

1 + 3 + 5 + � � � + (2 n � 1) = n2
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1.11 T�ecnicas de Demonstra�c~ao 13

iii) O trinômio P(n) = n2 + n + 41, produz como resultado um n�umero primo.

�E claro que para responder �as quest~oes colocadas pelos problemas n~ao basta \testar"a veraci-
dade das \f�ormulas"substituindo valores espec���cos para n. Por mais que as igualdades ganhem
credibilidade, nunca poderemos garantir sua validade paraalgum valor de n que n~ao tenha sido
testado!

Quando uma proposi�c~ao �e enunciada em termos de n�umeros naturais, o Princ��pio de indu�c~ao
�nita constitui um e�ciente instrumento para demonstrar a p roposi�c~ao no caso geral. Na pr�atica,
o m�etodo pode ser entendido por um artif��cio muito simples. Vamos supor que temos uma s�erie de
pe�cas do domin�o colocados em �la, que come�ca por um deles eprossegue inde�nidamente. Nosso
objetivo �e: empurrando apenas uma pe�ca do domin�o, garantir que todas caiam. Como derrubar
todas as pe�cas?

Para isso, basta nos assegurarmos de que: 1) A primeira pe�cacai; 2) As pe�cas est~ao dispostas de
tal modo que qualquer uma delas, toda vez que cai, automaticamente, empurra a pe�ca seguinte e a
faz cair tamb�em. Assim, mesmo que a �la se estenda inde�nidamente, podemos a�rmar que todas
as pe�cas cair~ao.

O sucesso desse m�etodo depende da demonstra�c~ao de duas etapas:

Etapa 1 ) A proposi�c~ao �e v�alida para o primeiro termo ( n = 1).

Etapa 2 ) Se a proposi�c~ao �e v�alida para o n-�esimo termo (n = k), ent~ao ela tamb�em �e v�alida para o
caso seguinte (n = k + 1).

Se ambas as partes forem verdadeiras, podemos a�rmar que a proposi�c~ao �e v�alida para todo
inteiro positivo n.

Exemplo 1.1. Provar que seSn = 1 + 3 + 5 + ::: + (2 n � 1), ent~ao, Sn = n2.

Etapa 1 : A f�ormula vale para n = 1. De fato, S1 = 1 2 = 1.
Etapa 2 : Como Sn+1 = a1 + a2 + � � � + an+1 = Sn + an+1 , temos que

Sn+1 = n2 + [2( n + 1) � 1] = n2 + 2n + 1 = ( n + 1) 2:

Exerc��cio 1.11.1. Veri�car a validades das proposi�c~oes:

i ) Sn =
P n

k=1 k = n(n+1)
2

ii ) Sn =
P n

k=1 k2 = n(n+1)(2 n+1)
6

iii ) Sn =
P n

k=1 k3 =
h

n(n+1)
2

i 2
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14 Matem�atica B�asica

iv ) Sn =
P n

k=1 k4 = n(n+1)(2 n+1)( n2 � :::)
30

v) an = 4n +1 � 1
3 �e inteiro e ��mpar.

vi ) ln an = n ln a para todo a > 0 e n 2 IN

vii ) (a + b)n =
P n

k=1

� n
k

�
akbn� k

viii ) Sn =
P n

k=0 qn = 1� qn +1

1� q

ix ) (1 + r )n � 1 + rn; 8r > 0:

Exerc��cio 1.11.2. Encontrar a express~aoSn para as seguintes somas:

i ) 2 + 4 + 6 + � � � + 2n

ii ) 3 + 8 + 13 + � � � + (5 n � 2)

1.12 Trigonometria

De�ni�c~ao de Fun�c~oes Trigonom�etricas para um triângulo ret o

sin A =
a
c

=
lado oposto
hipotenusa

(1.9)

cosA =
b
c

=
lado adjacente

hipotenusa
(1.10)

tan A =
a
c

=
lado oposto

lado adjacente
(1.11)

cotgA =
b
a

=
lado adjcente
lado oposto

(1.12)

secA =
c
b

=
hipotenusa

lado adjacente
(1.13)

cosecA =
c
a

=
hipotenusa
lado oposto

(1.14)

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

Z
Z

ZZC B

A

cb

a
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1.12 Trigonometria 15

Rela�c~oes entre as Fun�c~oes Trigonom�etricas

i ) tan A = sin A
cosA

ii ) cotgA = 1
tan A = cosA

sin A

iii ) secA = 1
cosA

iv ) cosecA = 1
sin A

v) sin2 A + cos2 A = 1

vi) sec2 A � tan2 A = 1

vii ) cosec2A � cotg2A = 1

Fun�c~oes de Ângulos Negativos

i ) sec (� A) = � sin (A)

ii ) cos (� A) = cos (A)

iii ) tan ( � A) = � tan (A)

iv ) cosec(� A) = � cosec(A)

v) sec (� A) = sec (A)

vi ) cotg(� A) = � cotg(A)

F�ormulas de Adi�c~ao

i ) sin (A � B ) = sin A cosB � cosA sinB

ii ) cos (A � B ) = cos A cosB � sinA sinB

iii ) tan ( A � B ) = tan A � tan B
1 � tan A tan B

F�ormulas de Ângulos Duplos

i ) sin 2A = 2 � sinA � cosA

ii ) cos 2A = cos2 A � sen2A = 1 � 2 sin2 A = 2 � cos2 A � 1

iii ) tan 2A = 2 tan A
1� tan 2 A
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16 Matem�atica B�asica

Soma, Diferen�ca e Produto de Fun�c~oes Trigonom�etricas

i ) sin A + sin B = 2 sin 1
2 (A + B ) cos1

2 (A � B )

ii ) sin A � sinB = 2 cos 1
2 (A + B ) sin 1

2 (A � B )

iii ) cosA + cos B = 2 cos 1
2 (A + B ) cos1

2 (A � B )

iv ) cosA � cosB = 2 sin 1
2 (A + B ) sin 1

2 (B � A)

v) sin A sinB = 1
2 [cos (A � B ) � cos (A + B )]

vi ) cosA cosB = 1
2 [cos (A � B ) + cos (A + B )]

vii ) sin A cosB = 1
2 [sin (A � B ) + sin ( A + B )]

1.13 Limites

1.14 Derivadas

Regras Gerais de Diferencia�c~ao

Nas express~oes seguintes,u, v, w s~ao fun�c~oes dex; a, c, n s~ao constantes.

i ) d
dx (c) = 0

ii ) d
dx (cx) = c

iii ) d
dx (cxn ) = ncxn� 1

iv ) d
dx (u � v � w � :::) = du

dx � dv
dx � dw

dx � :::

v) d
dx (uv) = u dv

dx + v du
dx

vi ) d
dx ( u

v ) = v(du=dx)� u(dv=dx)
v2

vii ) d
dx (un ) = nun� 1 du

dx

viii ) d
dx (senu) = cosudu

dx
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1.14 Derivadas 17

ix ) d
dx (cosu) = � senudu

dx

x) d
dx (tg u) = sec2 u du

dx

xi ) d
dx ln u = 1

u
du
dx

xii ) d
dx au = au ln adu

dx

xiii ) d
dx eu = eu du

dx

Derivadas Superiores

A segunda, terceira e as derivadas superiores s~ao de�nidasda seguinte forma:

i ) Segunda Derivada = d
dx

dy
dx = d2y

dx2 = f 00(x) = y00

ii ) Terceira Derivada = d
dx

d2y
dx2 = d3y

dx3 = f 000(x) = y000

iii ) En�esima Derivada = d
dx

dn � 1y
dxn � 1 = dn y

dxn = f (n) (x) = y(n)

Exemplo: Dado y = 2x3 temos:

dy
dx = y0 = 6x2

d2y
dx2 = y00= 12x
d3y
dx3 = y000= 12
d4y
dx4 = y0000= 0

Derivadas de Fun�c~oes Compostas (V�arias Vari�aveis)

Seja f (x; y; z) uma fun�c~ao tal que:

x = f 1(r; t )
y = f 2(r; t )
z = f 3(t)

De modo, que via indireta, f �e uma fun�c~ao de r e t.

�
�

�
��

x X X X Xz r
� � � �: t

- y X X X Xz r
� � � �: t

@
@

@
@R z - t

f
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18 Matem�atica B�asica

1.15 Integrais

Regras Gerais de Integra�c~ao

Nas express~oes seguintes,u, v, w s~ao fun�c~oes dex; a, n s~ao constantes.

1)
R

a dx = ax

2)
R

af (x) dx = a
R

f (x)

3)
R

(u � v � w � :::)dx =
R

u dx �
R

v dx �
R

w dx � :::

4)
R

u dv = uv �
R

v du [Integra�c~ao por partes]

5)
R

f (x)dx = 1
a

R
f (u)du

6)
R

F f (x)dx =
R

F (u) dx
du du =

R F (u)
f (x) du onde u = f (x)

7)
R

undu = un +1

n+1 ; n 6= � 1 [Para n = -1, ver pr�oximo item]

8)
R du

u = ln u [para u> 0 ou u< 0]

9)
R

eudu = eu

10)
R

audu =
R

eu ln adu = eu ln a

ln a = au

ln a ; a > 0; a 6= 1

11)
R

sin u du = � cos u

12)
R

cos u du = sin u

13)
R du

u2+ a2 = 1
a arctan u

a

14)
R du

u2 � a2 = 1
2a ln

�
u� a
u+ a

�
= � 1

a arc cotgh u
a u2 > a 2

15)
R du

a2 � u2 = 1
2a ln

�
a+ u
a� u

�
= 1

a arc tgh u
a u2 < a 2

16)
R dup

a2 � u2 = arc sin u
a

17)
R dup

u2+ a2 = ln ( u +
p

u2 + a2)

18)
R dup

u2 � a2 = ln ( u +
p

u2 � a2)

19)
R du

u
p

u2 � a2 = 1
a arc secj u

a j

20)
R

F (ax + b) dx = 1
a

R
F (u) du onde u = ax + b
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21)
R

F (
p

ax + b) dx = 2
a

R
u F (u) du onde u =

p
ax + b

22)
R

F ( n
p

ax + b) dx = n
a

R
un� 1 F (u) du onde u = n

p
ax + b

23)
R

F (
p

a2 � x2) dx = a
R

F (a cosu) cosu du onde x = a sinu

24)
R

F (
p

x2 + a2) dx = a
R

F (a secu) sec2 u du onde x = a tan u

25)
R

F (
p

x2 � a2) dx = a
R

F (a tan u) secu tan u du onde x = a secu

26)
R

F (eax ) dx = 1
a

R F (u)
u du onde u = eax

27)
R

F (ln x) dx =
R

F (u) eudu onde u = ln x

28)
R

eax dx = eax

a

29)
R

xeax dx = eax

a

�
x � 1

a

�

30)
R

x2eax dx = eax

a

�
x2 � 2x

a + 2
a2

�

31)
R

xneax dx = xn eax

a � n
a

R
xn� 1eax dx

= eax

a

�
xn � nx n � 1

a + n(n� 1)xn � 2

a � ::: (� 1)n n!
an

�
, sen = n�umero positivo inteiro.

32)
R eax

a dx = ln x + ax
1 � 1! + (ax)2

2 � 2! + (ax)3

3 � 3! + :::

33)
R eax

xn dx = � eax

(n� 1)xn � 1 + a
n� 1

R eax

xn � 1 dx

Integrais De�nidas

Integral de�nida de f (x) em [a, b] �e:

Z b

a
f (x) dx = lim

n!1

 
n� 1X

i =0

f (a + i � � x) � � x

!

(1.15)

e esse limite existir�a sef (x) for cont��nua ponto a ponto.

Teorema Fundamental do C�alculo Integral:

O c�alculo da integral anterior pode ser feito pela regra

Z b

a
f (x) dx = g(x)jba = g(b) � g(a) (1.16)

quando a condi�c~aog0(x) = f (x) for satisfeita;
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Propriedades das Integrais De�nidas

1)
Rb

a f (x) � g(x) � h(x) � :::dx =
Rb

a f (x) dx �
Rb

a g(x) dx �
Rb

a h(x) dx � :::

2)
Rb

a cf (x) dx = c
Rb

a f (x) dx; onde c �e qualquer constante

3)
Ra

a f (x) dx = 0

4)
Rb

a f (x) dx = �
Ra

b f (x)dx

5)
Rb

a f (x) dx =
Rc

a f (x) dx +
Rb

c f (x) dx

1.16 Fun�c~ao Gamma ( � )

De�ni�c~ao da Fun�c~ao Gama �( n) para n > 0

�( n) =
Z 1

0
tn� 1e� t dt n > 0 (1.17)

F�ormula de Recorrência

1) �( n + 1) = n�( n)

2) �( n + 1) = n! se n = 0 ; 1; 2; ::: onde 0! = 1

1.17 Fun�c~ao Beta

De�ni�c~ao da Fun�c~ao Beta B (m; n)

B (m; n) =
Z 1

0
tm� 1(1 � t)n� 1 dt m > 0; n > 0 (1.18)

Rela�c~ao Entre a Fun�c~ao Beta e a Fun�c~ao Gamma

B (m; n) =
�( m)�( n)
�( m + n)
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1.18 PA, PG e S�eries 21

Obs: B (m; n) = B (n; m)

1.18 PA, PG e S�eries

De�ni�c~ao: Sejamn = n�umero natural e an = f (n) uma fun�c~ao que associa o n�umeroan a cadan.
Assim, an = f (n) �e de�nido como uma seq•uência an de constantes.

A soma dos termos de uma P.A. �e uma "S�erie Aritm�etica"

a1 + a2 + a3 + ::: + an =
(a1 + an ) � n

2
(1.19)

A s�erie �e harmônica (S.H.) quando for constitu��da por te rmos rec��procos aos termos de uma P.A.

a1; a2; a3; :::; an �e P.A. !
1
a1

+
1
a2

+
1
a3

+
1
a4

+
1
an

�e S.H. (1.20)

Casos �uteis (P.A. e P.G.)

i ) 1 + 2 + 3 + ::: + n = n(n+1)
2

ii ) 1 + 3 + 5 + ::: + (2 n � 1) = n2

iii ) 2 + 4 + 6 + 8 + ::: + (2 n) = n(n + 1)

iv ) 1 � 2 � 3 � 4 � ::: � n = n!

v) 1 � 3 � 5 � 7 � ::: � (2n � 1) = (2n)!
2n �n!

vi ) 2 � 4 � 6 � 8 � ::: � (2n) = 2 n � n!

vii ) a + ar + ar2 + ::: = a
1� r se jr j < 1:

Soma de Potências de N�umeros Inteiros Positivos

i ) 12 + 2 2 + 3 2 + ::: + n2 = n(n+1)(2 n+1)
6

ii ) 13 + 2 3 + 3 3 + ::: + n3 = n2 (n+1) 2

4

iii ) 14 + 2 4 + 3 4 + ::: + n4 = n(n+1)(2 n+1)(3 n2+3 n� 1)
30
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S�eries Envolvendo Rec��procas de potências de n�umeros posit ivos inteiros

i ) 1 � 1
2 + 1

3 � 1
4 + 1

5 � ::: = ln 2

ii ) 1 � 1
3 + 1

5 � 1
7 + 1

9 � ::: = �
4

1.19 S�eries de Taylor

S�erie de Taylor para fun�c~oes de uma vari�avel

f (x) = f (a) + f 0(a)(x � a) + f 0(a)( x� a)2

2! + ::: + f n � 1 (a)( x� a)n � 1

(n� 1)! + Rn

S�eries Binomiais

i ) (a + x)n = an + nan� 1x + n(n� 1)
2! an� 2x2 + n(n� 1)(n� 2)

3! an� 3x3 + ::: (a > x )
= an +

� n
1

�
an� 1x +

� n
2

�
an� 2x2 +

� n
3

�
an� 3x3 + ::: (quando n 2 N )

ii ) (a + x)2 = a2 + 2ax + x2

iii ) (a + x)3 = a3 + 3a2x + 3ax2 + x3

iv ) (a + x)4 = a4 + 4a3x + 6a2x2 + 4ax3 + x4

v) (1 + x) � 1 = 1 � x + x2 � x3 + x4 � ::: � 1 < x < 1

vi ) (1 + x) � 2 = 1 � 2x + 3x2 � 4x3 + 5x4 � ::: � 1 < x < 1

S�eries para Fun�c~oes Exponenciais e Logar��tmicas

i ) ex = 1 + x + x2

2! + x3

3! + ::: � 1 < x < 1

ii ) ax = ex ln a = 1 + x ln a + (x ln a)2

2! + (x ln a)3

3! + ::: � 1 < x < 1

S�eries para Fun�c~oes Trigonom�etricas

i ) sin x = x � x3

3! + x5

5! � x7

7! + ::: � 1 < x < 1

ii ) cosx = 1 � x2

2! + x4

4! � x6

6! + ::: � 1 < x < 1
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Convergência

S =
1X

n=0

an �e convergente quando sua soma tende a um n�umero �nito e bem de�nido.

Nota: Quando
1X

n=0

jan j �e convergente, a s�erie
1X

n=0

an �e absolutamente convergente

1.20 Alfabeto Grego

Nome Grego
S��mbolos Gregos

Nome Grego
S��mbolos Gregos

Min�usculas Mai�usculas Min�usculas Mai�usculas

Alfa � A Nu � N
Beta � B Csi � �
Gama 
 � Ômicron o O
Delta � � Pi � �
�Epsilon � E Ro � P
Zeta � Z Sigma � �
Eta � H Tau � T
Teta � � Upsilon � �
Iota � I Fi � �
Capa � K Chi � �
Lambda � � Psi  	
Mu � M Ômega ! 
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Cap��tulo 2

Inform�atica B�asica

Neste cap��tulo ser�a apresentado um breve resumo de programa�c~ao, com ênfase noVisual Basil for
Applications atrav�es do Excel, dispon��vel em www.helitontavares.com, desenvolvendo macros b�asicas
para gera�c~ao de n�umeros aleat�orios, solu�c~ao de problemas de probabilidades e outras necessidades
inerentes �a �area. Um breve t�opico sobre o a linguagem e ambiente R fechar�a o cap��tulo com seus
principais comandos.

2.1 Uso de fun�c~oes na planilha do Mocrosoft Excel

Nas c�elulas da planilha podem ser usadas diversas fun�c~oes, digitando-se diretamente a fun�c~ao em
qualquer c�elula com o s��mbolo de igualdade na frente. A seguir apresetamos algumas fun�c~oes b�asicas.

Fun�c~ao Descri�c~ao

=2*3 Produto de dois n�umeros
= 2^3 Esponencia�c~ao 23

= ln(x) Logaritmo de x na base neperiana
= exp(x) ex

= aleatorio() Um n�umero no intervalo [0,1)
= aleatorio() � b Um n�umero no intervalo [0,b)
=( b� a) � aleatorio() + a Um n�umero real no intervalo [a,b)

As planilhas trabalham com a Referência (linha, coluna), de tipo A1, indicando que �e a c�elula da
intesec�c~ao da colunaA e linha 1. Frequentemente usamos o s��mbolo $ para �xar a linha ou coluna,
ou ambas, tal como $A$1. A teclaF 4 tamb�em tem esse papel, pressionando v�arias vezes. Abaixo
algumas fun�c~oes que usam referências.

Algumas fun�c~oes fazem uso de uma estrutura especial chamada MATRIZ . O determinante de
uma matriz quadrada �e um escalar, mas a inversa, assim como oproduto de duas matrizes, tamb�em
�e matriz. Para exempli�car, digite os n�umeros 1, 2, 3 e 4 nas c�elulas A1, B1, A2 e B2, respecti-
vamente. Digite =MATRIZ.INVERSO(A1:B2) na c�elula D1, est a conter�a a matriz inversa, mas s�o
veremos seu primeiro elemento (-2). Para vermos os demais, marque as c�elulas D1:E2 (dimens~ao
da matriz inversa), depois pressione a tecla F2, e depois CTRL+SHIFT+ENTER. O mesmo pro-
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Fun�c~ao Descri�c~ao

=soma(A1:A10) Soma de uma sequência de valores no intervalo
=media(A1:A10) M�edia dos valores no intervalo
=desvpad(A1:A10) Desvio-padr~ao dos valores no intervalo
=somaquad(A1:A10) Soma dos quadrados
=somarproduto(A1:A10;B1:B10)
=med(A1:A10)
=matriz.determ(A1:C3)

cedimento vale para quando fazemos o produto de duas matrizes, atrav�es do comando =MA-
TRIZ.MULT(A1:B2;D1:E2), por exemplo. Preencha os intervalos citados e fa�ca o teste.

2.2 Suplementos no Excel

Uma parcela do Excel n~ao �e instala inicialmente, mas apenas quando o usu�ario solicita. Estes
s~ao chamados desuplementose servem, por exemplo, para montar um Histograma, para fazer
uma An�alise de Regess~ao, achar m�aximos e m��nimos, ou ra��zes, de fun�c~oes. A forma de instala�c~ao
depende da vers~ao do Excel, procureOp�c~oes do Excele depoisSuplementos, e ser�a apresentado um
quadro de suplementos. Clique emIr , e ser�a apresentada uma caixa para você marcar o suplemento
desejado. Por exemplo, clique emFerramentas de An�alise e depois emOk e a instala�c~ao ser�a
realizada. Pronto, agora você j�a pode testar v�arias ferramentas deste suplemento. V�a na abaDados
e clique emAn�alise de Dados para ver as op�c~oes de an�alise (Figura 2.2). Para exempli�car, baixe
o arquivo denominadoDados1.xlsx do site www.helitontavares.com/probabilidade. Para montar o
histograma de um conjunto de dados na planilhaExemplo1, que cont�em n = 1000 observa�c~oes
na coluna A (A1:A1000) e os intervalos de classe (bloco) paraque sejam contadas as frequencias
(B1:B10). Preencha as informa�c~oes nas caixas conforme a Figura 2.2.

Figura 2.1 Op�c~oes de An�alise de Dados
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Figura 2.2 Passos para montagem de um histograma

Exemplo 2.1. No arquivo Dados1.xlsx , monte o histograma para as demais planilhas. A f�ormula
que gerar�a os dados est�a apenas na c�elula A1, mas você poder�a copi�a-las at�e a c�elula A1000.

Instale tamb�em o suplemento Solver para trabalhar com fun�c~oes e oAn�alise de Dados - VBA
para a constru�c~ao de rotinas (tamb�em chamadas de c�odigos, scripts ou macros) de programa�c~ao.

2.3 Programa�c~ao em VBA

2.3.1 Orienta�c~oes gerais

Em muitas situa�c~oes �e mais conveniente elaborar macros no ambiente do Visual Basic for Applicati-
ons (VBA), dentro do Excel. Pra abrir o ambiente deve-se inicialmente pressionar simultaneamente
as teclasALT e F11 (esta a�c~ao �e geralmente representada porALT+F11 ). Com o ambiente
aberto, simplemente aperteF7 para iniciar o ambiente de digita�c~ao, ou clique sobre umasdas pla-
nilhas (Plan1, por exemplo) e escolha a op�c~ao \exibir c�odigo". A Figura 2.3.1 apresenta o layout
do editor em que você digitar�a sua macro.

A macro j�a pode ser digitada, come�cando sempre comSub NomeMacro(), (onde NomeMacro�e
o nome da macro, a crit�erio) e terminando com End Sub. Para execut�a-la, digite F5 (se quiser
executar passo a passo, pressione F8 repetidamente).
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Figura 2.3 Editor de VBA

H�a muitas fun�c~oes prontas para serem inclu��das nas macros. Uma rela�c~ao bem ampla pode ser
encontrada no arquivoApostila_Excel_VBA.pdf no sitewww.helitontavares.com/prog. No material
que segue, vamos evitar inicialmente o uso de fun�c~oes prontas, de forma a entender como constru��-
las.

Você pode preferir, pode con�gurar o Excel para apresentaros ��cones do VBA em uma de suas
abas. No Excel 2007 basta clicar no��cone redondo doOffice , depois emOp�c~oes do Excel > Personalizar ,
e marcar a caixaMostrar guia Desenvolvedor na Faixa de Op�c~oes . No Excel 2010 basta cli-
car emArquivos > Op�c~oes > Personalizar Faixa de Op�c~oes , e marcar a caixaDesenvolvedor
nas guias do lado direito.

Observa�c~ao 2.1. Algumas sugest~oes ou cuidados na elabora�c~ao de uma macros~ao:

(a) Quando quisermos colocar observa�c~oes na macro, devemos usar aspas simples (') no in��cio da
observa�c~ao.

(b) Normalmente devemos de�nir o tipo de vari�avel antes de iniciar, mas vamos deixar esta etapa
para quando necess�ario.

(c) �E frequente em probabilidade a repeti�c~ao de um experimento n vezes, por isso o uso deLoops
�e corriqueiro, particularmente do For ... Next .

(d) Estruturas alternativas de loops s~aoWhile ... Wend e Do ... Loop .
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(e) Tamb�em �e frequente a veri�ca�c~ao de uma condi�c~ao, com o uso deIF ... Then. A estrutura IF
... Then ... Else�e um pouco mais complexa, necessitando ser conclu��da com um End If

(f ) Toda vez que formos acumular ou contar valores em uma vari�avel, esta deve ser zerada antes
de iniciar a opera�c~ao. Por exemplo, com o comandoSoma = 0 ou Cont = 0.

(g) Para solicitar a digita�c~ao de uma informa�c~ao, use C= InputBox("Digite um caracter") ,
onde C �e a vari�avel que receber�a o conte�udo digitado.

(h) Para apresentarmos na tela v�arias parcelas, o s��mbolo& deve separ�a-los.

(i) Podemos gerar valores dentro das c�elulas da planilha Excel. Para isso, podemos usar a referência
[A1]=2 , por exemplo, ou usamos o comando=cells(i,j) , onde i e j s~ao, respectivamente a
linha e a coluna da planilha. Por exemplo,B3 equivale acells(3,2)(ver Figura2.3.1).

(j) Se quisermos obter ou colocar um conte�udo em uma c�elulada planilha Plan1, basta usarmos
Sheets("Plan1").Cells(i,j)

(k) Se desejar colocar v�arios comandos na mesma linha, basta separ�a-los por dois pontos (:). Por
exemplo,a = 1 : b = 5 : c = 10

Figura 2.4 Visual matricial da planilha do Excel

A seguir ser~ao apresentados alguns exemplos de macros. Evitaremos colocar acentos nas palavras,
pois ao copiarmos uma macro de um arquivo pdf, os caracteres acentuados (ou o �c) podem dar ori-
gem a outros caracteres. No entanto, todas estar~ao dispon��veis emwww.helitontavares.com/probabilidade/
MacrosVBA.txt .

Exemplo 2.2. Elabore uma macro para solicitar um n�umero e imprimir na tela uma mensagem.

Sub Informacao()
C = InputBox("Digite um caracter")
MsgBox "Voce digitou o caracter " & C

End Sub
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Exemplo 2.3. Elabore uma macro para solicitar um n�umero e veri�car se ele �e igual a 1, impri-
mindo na tela uma mensagem.

Sub Teste1()
C = InputBox("Digite um numero")
If C = 1 Then MsgBox "Voce digitou o caracter 1!!!"

End Sub

Nesta macro nenhuma mensagem ser�a apresentada se for digitado um n�umero diferente de 1.
Podemos alter�a-la para apresentar uma mensagem em qualquer caso.

Sub Teste2()
C = InputBox("Digite um numero")
If C = 1 Then

MsgBox "Voce digitou o caracter 1!!!"
Else

MsgBox "Voce nao digitou o caracter 1!!!" & " Voce digitou o " & C
End If

End Sub

Exemplo 2.4. Elabore uma macro para solicitar dois numeros e indicar qual�e o menor deles.

Sub Menor1()
Dim x, y As Integer
x = InputBox("Digite o primeiro numero")
y = InputBox("Digite o segundo numero")
If x < y Then

MsgBox "O menor numero e' o " & x
Else

MsgBox "O menor numero e' o " & y
End If

End Sub

Vale ressaltar que em alguns casos �e importante declarar o tipo de vari�avel ( Dim x, y As Integer ),
pois se o VBA identi�car como texto (string), o resultado da condi�c~ao x < y pode se inverter.
Ilustraremos essa situa�c~ao quando necess�aria.

Podemos alterar a macro anterior criando uma vari�avel parareceber o menor valor. Este proce-
dimento �e essencial quando temos mais de dois valores.

Sub Menor2()
Dim x, y As Integer
x = InputBox("Digite o primeiro numero")
y = InputBox("Digite o segundo numero")
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If x < y Then
Menor = x

Else
Menor = y

End If
MsgBox "O menor n�umero e' o " & Menor

End Sub

Agora consideremos três n�umeros. Podemos ainda ter uma solu�c~ao bem simples, fazendo uso do
AND .

Exemplo 2.5. Elabore uma macro para solicitar três n�umeros distintos e indicar qual �e o menor
deles.

Sub Menor3()
Dim x, y As Integer
x = InputBox("Digite o primeiro n�umero")
y = InputBox("Digite o segundo n�umero")
z = InputBox("Digite o terceiro n�umero")

If x < y AND x < z Then Menor = x
If y < x AND y < z Then Menor = y
If z < x AND z < y Then Menor = z

MsgBox "O menor n�umero �e o " & Menor
End Sub

Poder��amos ter uma sa��da alternativa, considerando ox inicialmente como o menor, e testando
os demais com rela�c~ao ax. Sey j�a for menor que x, ent~ao faremos a vari�avel "Menor"receber o valor
de y. Vejamos um exemplo, que pode ser estendido para um n�umero maior de valores, substituindo
os passos 2 e 3 abaixo por umLOOP .

Sub Menor4()
Dim x, y As Integer
x = InputBox("Digite o primeiro numero")
y = InputBox("Digite o segundo numero")
z = InputBox("Digite o terceiro numero")

Menor = x ' Passo 1
If y < Menor Then Menor = y ' Passo 2
If z < Menor Then Menor = z ' Passo 3

MsgBox "O menor n�umero �e o " & Menor
End Sub
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Em muitas situa�c~oes temos que ler n~ao apenas três, mas umconjunto bem maior de valores. O
Excel funciona como uma matriz denominadaCELLS (c�elulas), em que podemos obter seus valores
sabendo-se a linha e coluna. Para uso do CELLS (ou cells), as colunas de referência (A; B; C; � � � )
ter~ao suas letras substituidas por n�umeros (A � 1; B � 2; � � � ). Por exemplo, o elementoB 3 equivale
a cells(3; 2). Para poucas c�elulas, podemos usar diretamente a refer^encia usual, tipo [B3]=10 .

Exemplo 2.6. Elabore uma macro para ler as c�elulasA1 : A10 e indicar qual �e o menor deles.

Na execu�c~ao do exemplo abaixo, �e did�atico acompanhar o resultado a cada loop. TecleF8 para
executar uma linha de cada vez e coloque o cursor sobre a vari�avel Menor para visualizar seu valor.

Sub Menor5()
Menor = Cells(1, 1) ' leu o elemento A1
For i = 2 To 10

If Cells(i, 1) < Menor Then Menor = Cells(i, 1) ' lê mais um ele mento
Next
[A12]="Menor" : [B12]=Menor ' Colocar o menor na c�elula B12 .
MsgBox "O menor numero e' o " & Menor

End Sub

Naturalmente esse programa pode ser facilmente adaptado para indicar qual �e o m�aximo de um
conjunto de dados.

Exemplo 2.7. Elabore uma macro para ler as c�elulasA1 : A10 e indicar qual �e o maior deles.

Sub Maior()
Maior = Cells(1, 1) ' leu o elemento A1
For i = 2 To 10

If Cells(i, 1) > Maior Then Maior = Cells(i, 1) ' lê mais um ele mento
Next
MsgBox "O maior numero e' o " & Maior

End Sub

Ao inv�es de ler o elemento da c�elula, você pode colocar o elemento na c�elula. Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.8. Elabore uma macro para colocar os n�umeros 1 a 10 nas c�elulasA1 a A10 da planilha.

Sub Gera10()
For i = 1 To 10

Cells(i, 1) = i
Next
End Sub

Tamb�em podemos mesclar n�umeros e string (texto), usando ooperador & para junt�a-los. Ve-
jamos um exemplo:
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Exemplo 2.9. Sub Gera10()
For i = 1 To 10

Cells(i, 1) = "Eu sou nota " & i
Next

End Sub

Uma outra situa�c~ao extremamente frequente �e a obten�c~ao desomas de vari�aveis, em geral atrav�es
de loops. Vale ressaltar que a vari�avel que ser�a usada paraacumular tal soma sempre deve ser zerada
antes do in��cio do loop. Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.10. Sub Soma()
n=10 : Soma = 0
For i = 1 To n

Cells(i, 1) = Soma + i
Next

End Sub

�E frequente a situa�c~ao em que temos que pegar parte de um conjunto de n�umeros e reorganiz�a-
los de outra forma. Por exemplo, na regi~ao [A1:J10] temos uma matriz 10� 10 e desejamos ler os
elementos da diagonal principal e colocar na colunaL .

Exemplo 2.11. Elabore uma macro para ler os elementos da matriz em [A1:J10]e colocar na
coluna L.

Sub Diagonal()
n = 10
For i = 1 To n

Cells(i,12) = Cells(i, i)
Next

End Sub

A Tabela 2.1 apresenta algumas exemplos de fun�c~oes matem�aticas usadas no VBA. Vamos ilustrar
o uso de algumas destas atrav�es de gr�a�cos de fun�c~oes. Podemos tanto usar as pr�oprias f�ormulas
do Excel como as fun�c~oes do VBA para esse �m.

Exemplo 2.12. Construa uma macro para obterf (x) = x2 � 5x + 6 para x 2 (0; 4) com step 0,1,
colocando o par(x; f (x)) nas colunasA e B , respactivamente.

Um cuidado necess�ario �e criar um ��ndice de linhas i , incrementando-o a cada valor dex gerado.
Ap�os obtidos ( x; f (x)) podemos usar Inserir > Gr�aficos > Dispers~ao e escolha a op�c~ao de
Dispers~ao com linhas suaves.

Sub Grafico1()
i = 1
For x = 0 To 4 Step 0.1
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Fun�c~ao Descri�c~ao

x^y Retorna o n�umero x elevado ay
SQR(x) Retorna a raiz quadrada de x
x MOD y Retorna o resto da divis~ao ex por y
LN(x) Retorna o log neperiano dex
LOG10(x) Retorna o log neperiano dex na base 10
LOG(x) Retorna o log neperiano dex em uma base especi�cada
ABS(x) Retorna o valor absoluto de x
COS(x) Retorna o cosseno dex em radianos
SIN(x) Retorna o seno dex em radianos
COS(x*Application.Pi()/180) Retorna o cosseno dex em graus
SIN(x*Application.Pi()/180) Retorna o seno dex em graus
INT(x) Retorna a parte inteira de x
FACT(x) Retorna o fatorial de x
SGN(x) Retorna o sinal de x (-1 ou +1)

Tabela 2.1 Exemplos de fun�c~oes no Excel

Cells(i, 1) = x
Cells(i, 2) = x ^ 2 - 5 * x + 6
i = i + 1

Next
End Sub

Exerc��cio 2.3.1. Construa uma macro para obterf (x) = 1p
2�

exp� x2=2 para x 2 (� 4; 4) com step
0,1, colocando o par(x; f (x)) nas colunasA e B , respectivamente.

Exerc��cio 2.3.2. Construa uma macro para obterf (x) =
� n

x

�
px (1 � p)n� x para x 2 f 0; 1; � � � ; 5g

inteiro e n = 5 , colocando o par(x; f (x)) nas colunasA e B , respectivamente.

Muitas outras fun�c~oes do Excel podem ser usadas no VBA, mascom o nome da fun�c~ao em
inglês. Na tabela que segue s~ao apresentados os nomes adotados na vers~ao em português do Ex-
cel e a respectiva fun�c~ao em inglês do VBA. No entanto, algumas delas devem estar na forma
Application.NOME(parametros) ou Application.WorksheetFunction.NOME(parametros) , onde
NOME�e o nome da fun�c~ao na tabela eparametros �e o conjunto de parâmetros que a fun�c~ao exige.
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Fun�c~ao Descri�c~ao

Abs Valor absoluto de um n�umero.
Cbool Converte uma express~ao de forma num�erica ou textual para um valor de tipo booleano.
Cdate Converte uma express~ao de forma num�erica ou textual para um valor de tipo data.
Cint Converte uma express~ao de forma num�erica ou textual par a um valor de tipo inteiro.
CLng Converte uma express~ao de forma num�erica ou textual para um valor de tipo Long.
CurDir Diretoria MS-DOS corrente.
Date Data do sistema.
Exit Do Interrompe a execu�c~ao de uma ciclo Do - Loop
Exit For Interrompe a execu�c~ao de um ciclo For - Next ou For Each - Next
Exit Function Provoca a interrup�c~ao da execu�c~ao de uma fun �c~ao.
Exit Sub Provoca a interrup�c~ao da execu�c~ao de uma sub-roti na.
Fix Arredonda um n�umero decimal positivo para baixo, e um neg ativo para cima.

Ex 3,9 $->3 e $-3,9 -> -3
Int Arredonda para cima um n�umero decimal positivo ou negat ivo.

Ex 3,9 ->4 e -3,9 -> -4
Is Array True se a express~ao �e um array. False caso contr�ario.
IsDate True se a express~ao �e do tipo Date. False caso contr�ario.
IsEmpty True se nenhum valor foi atribu��do �a vari�avel.
IsError True se a express~ao contiver um erro.
IsNull True se a express~ao representar o valor NULL.
IsNumeric True se a express~ao for num�erica.
IsObject True se se tratar de um objeto.
Len Retorna a dimens~ao de uma String.
Now Retorna o valor da data e da hora atual.
Shell Roda um programa execut�avel.
Sqr Retorna a raiz quadrada de um n�umero.
Str Retorna a representa�c~ao String de um n�umero.
StrComp Realiza a compara�c~ao de strings, produzindo True ou False conforme sejam ou n~ao iguais.
Time Produz a hora atual.
TypeName Retorna o tipo de dados de uma vari�avel.
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Fun�c~ao EXCEL Fun�c~ao VBA DESCRIC� ~AO

ABS ABS Retorna o valor absoluto de um n�umero
ACCRINT ACCRINT Retorna os juros acumulados de um t��tulo que paga uma taxa peri�odica de juros
ACCRINTM ACCRINTM Retorna a taxa de juros acumulados de um t��tulo que paga juros no vencimento
ACOS ACOS Retorna o arco cosseno de um n�umero
ACOSH ACOSH Retorna o cosseno hiperb�olico inverso de um n�umero
AGORA NOW Retorna o n�umero de s�erie da data e da hora atuais
ALEAT �ORIO RAND Retorna um n�umero aleat�orio entre 0 e 1
AMORDEGRC AMORDEGRC Retorna a deprecia�c~ao para cada per��odo cont�abil usando o coe�ciente de deprecia�c~ao
AMORLINC AMORLINC Retorna a deprecia�c~ao para cada per��odo cont�abil
ANO YEAR Converte um n�umero de s�erie em um ano
�AREAS AREAS Retorna o n�umero de �areas em uma referência
ARRED ROUND Arredonda um n�umero at�e uma quantidade especi�cada de d��gitos
ARREDMULTB FLOOR Arredonda um n�umero para baixo, aproximando-o de zero
ARREDONDAR.PARA.BAIXO ROUNDDOWN Arredonda um n�umero para baixo at�e zero
ARREDONDAR.PARA.CIMA ROUNDUP Arredonda um n�umero para cima, afastando-o de zero
ARRUMAR TRIM Remove espa�cos do texto
ASEN ASIN Retorna o arco seno de um n�umero
ASENH ASINH Retorna o seno hiperb�olico inverso de um n�umero
ATAN ATAN Retorna o arco tangente de um n�umero
ATAN2 ATAN2 Retorna o arco tangente das coordenadas x e y especi�cadas
ATANH ATANH Retorna a tangente hiperb�olica inversa de um n�umero
BD DB Retorna a deprecia�c~ao de um ativo para um per��odo especi�cado, usando o m�etodo de balan�co de decl��nio �xo
BDCONTAR DCOUNT Conta as c�elulas que contêm n�umeros em um banco de dados
BDCONTARA DCOUNTA Conta c�elulas n~ao vazias em um banco de dados
BDD DDB Retorna a deprecia�c~ao de um ativo para um per��odo especi�cado usando o m�etodo de balan�co de decl��nio duplo

ou algum outro m�etodo especi�cado
BDDESVPA DSTDEVP Calcula o desvio padr~ao com base na popula�c~ao inteira de entradas selecionadas de um banco de dados
BDEST DSTDEV Estima o desvio padr~ao com base em uma amostra de entradas selecionadas de um banco de dados
BDEXTRAIR DGET Extrai de um banco de dados um �unico registro que corresponde a um crit�erio espec���co
BDM �AX DMAX Retorna o valor m�aximo de entradas selecionadas de um banco de dados
BDM �EDIA DAVERAGE Retorna a m�edia de entradas selecionadas de um banco de dados
BDM �IN DMIN Retorna o valor m��nimo de entradas selecionadas de um banco de dados
BDMULTIPL DPRODUCT Multiplica os valores em um campo espec���co de registros que correspondem ao crit�erio em um banco de dados
BDSOMA DSUM Adiciona os n�umeros na coluna de campos de registros do banco de dados que correspondem ao crit�erio
BDV VDB Retorna a deprecia�c~ao de um ativo para um per��odo especi�cado ou parcial usando um m�etodo de balan�co

declinante
BDVAREST DVAR Estima a variância com base em uma amostra de entradas selecionadas de um banco de dados
BDVARP DVARP Calcula a variância com base na popula�c~ao inteira de entradas selecionadas de um banco de dados
BESSELI BESSELI Retorna a fun�c~ao de Bessel In(x) modi�cada
BESSELJ BESSELJ Retorna a fun�c~ao de Bessel Jn(x)
BESSELK BESSELK Retorna a fun�c~ao de Bessel Kn(x) modi�cada
BESSELY BESSELY Retorna a fun�c~ao de Bessel Yn(x)
BETA.ACUM.INV BETAINV Retorna o inverso da fun�c~ao de densidade da probabilidade beta cumulativa
BIN2DEC BIN2DEC Converte um n�umero bin�ario em um decimal
BIN2HEX BIN2HEX Converte um n�umero bin�ario em um hexadecimal
BIN2OCT BIN2OCT Converte um n�umero bin�ario em um octal
CARACT CHAR Retorna o caractere especi�cado pelo n�umero de c�odigo
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Fun�c~ao EXCEL Fun�c~ao VBA DESCRIC� ~AO

C �EL CELL Retorna informa�c~oes sobre formata�c~ao, localiza�c~ao ou conte�udo de uma c�elula
C �ODIGO CODE Retorna um c�odigo num�erico para o primeiro caractere em um a seq•uência de texto
COL COLUMN Retorna o n�umero da coluna de uma referência
COLS COLUMNS Retorna o n�umero de colunas em uma referência
COMBIN COMBIN Retorna o n�umero de combina�c~oes de um determinado n�u mero de objetos
COMPLEX COMPLEX Converte coe�cientes reais e imagin�arios e um n�um ero complexo
CONCATENAR CONCATENATE Agrupa v�arios itens de texto em um item d e texto
CONT.N �UM COUNT Calcula quantos n�umeros h�a na lista de argumentos
CONT.SE COUNTIF Calcula o n�umero de c�elulas n~ao vazias em um int ervalo que correspondem ao crit�erio especi�cado
CONT.VALORES COUNTA Calcula quantos valores h�a na lista de arg umentos
CONTAR.VAZIO COUNTBLANK Conta o n�umero de c�elulas vazias no in tervalo especi�cado
CONVERT CONVERT Converte um n�umero de um sistema de medida para out ro
CORREL CORREL Retorna o coe�ciente de correla�c~ao entre dois conjunto s de dados
CORRESP MATCH Procura valores em uma referência ou matriz
COS COS Retorna o cosseno de um n�umero
COSH COSH Retorna o cosseno hiperb�olico de um n�umero
COUPDAYBS COUPDAYBS Retorna o n�umero de dias do in��cio do per��od o de cupom at�e a data de liquida�c~ao
COUPDAYS COUPDAYS Retorna o n�umero de dias no per��odo de cupom q ue cont�em a data de quita�c~ao
COUPDAYSNC COUPDAYSNC Retorna o n�umero de dias da data de quit a�c~ao at�e a data do pr�oximo cupom
COUPNCD COUPNCD Retorna a pr�oxima data de cupom ap�os a data de quita�c~ao
COUPNUM COUPNUM Retorna o n�umero de cupons pag�aveis entre as dat as de quita�c~ao e vencimento
COUPPCD COUPPCD Retorna a data de cupom anterior �a data de quita �c~ao
COVAR COVAR Retorna a covariância, a m�edia dos produtos dos desvi os pares
CRESCIMENTO GROWTH Retorna valores ao longo de uma tendência expo nencial
CRIT.BINOM CRITBINOM Retorna o menor valor para o qual a distribui �c~ao binomial cumulativa �e menor ou igual a um valor padr~ao
CUMIPMT CUMIPMT Retorna os juros acumulados pagos entre dois per ��odos
CUMPRINC CUMPRINC Retorna o capital acumulado pago sobre um empr� estimo entre dois per��odos
CURT KURT Retorna a curtose de um conjunto de dados
DATA DATE Retorna o n�umero de s�erie de uma data espec���ca
DATA.VALOR DATEVALUE Converte uma data na forma de texto para u m n�umero de s�erie
DEC2BIN DEC2BIN Converte um n�umero decimal em um bin�ario
DEC2HEX DEC2HEX Converte um n�umero decimal em um hexadecimal
DEC2OCT DEC2OCT Converte um n�umero decimal em um octal
DEF.N �UM.DEC FIXED Formata um n�umero como texto com um n�umero �xo de decim ais
DELTA DELTA Testa se dois valores s~ao iguais
DESLOC OFFSET Retorna um deslocamento de referência com base em uma determi nada referência
DESV.M �EDIO AVEDEV Retorna a m�edia dos desvios absolutos dos pontos de da dos a partir de sua m�edia
DESVPAD STDEV Estima o desvio padr~ao com base em uma amostra
DESVPADA STDEVA Estima o desvio padr~ao com base em uma amostra, inclu sive n�umeros, texto e valores l�ogicos
DESVPADP STDEVP Calcula o desvio padr~ao com base na popula�c~ao to tal
DESVPADPA STDEVPA Calcula o desvio padr~ao com base na popula�c~ao total, inclusive n�umeros, texto e valores l�ogicos
DESVQ DEVSQ Retorna a soma dos quadrados dos desvios
DIA DAY Converte um n�umero de s�erie em um dia do mês
DIA.DA.SEMANA WEEKDAY Converte um n�umero de s�erie em um dia da sem ana
DIAS360 DAYS360 Calcula o n�umero de dias entre duas datas com base em um ano de 360 dias
DIATRABALHO WORKDAY Retorna o n�umero de dias �uteis inteiros entr e duas datas
DIATRABALHOTOTAL NETWORKDAYS Converte um n�umero de s�erie em um n�umero representando onde a semana cai numericamente em um ano
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DIREITA RIGHT Retorna os caracteres mais �a direita de um valor de tex to
DIST.BIN.NEG NEGBINOMDIST Retorna a distribui�c~ao binomial neg ativa
DIST.HIPERGEOM HYPGEOMDIST Retorna a distribui�c~ao hipergeom �etrica
DIST.LOGNORMAL LOGNORMDIST Retorna a distribui�c~ao lognorm al cumulativa
DIST.NORM NORMDIST Retorna a distribui�c~ao cumulativa normal
DIST.NORMP NORMSDIST Retorna a distribui�c~ao cumulativa norm al padr~ao
DIST.QUI CHIDIST Retorna a probabilidade unicaudal da distrib ui�c~ao qui-quadrada
DISTBETA BETADIST Retorna a fun�c~ao de densidade da probabilidad e beta cumulativa
DISTEXPON EXPONDIST Retorna a distribui�c~ao exponencial
DISTF FDIST Retorna a distribui�c~ao de probabilidade F
DISTGAMA GAMMADIST Retorna a distribui�c~ao gama
DISTORC� ~AO SKEW Retorna a distor�c~ao de uma distribui�c~ao
DISTRBINOM BINOMDIST Retorna a probabilidade de distribui�c~ao binomial do termo individual
DOLLARDE DOLLARDE Converte um pre�co em formato de moeda, na forma fracion�aria, em um pre�co na forma decimal
DOLLARFR DOLLARFR Converte um pre�co, apresentado na forma decimal, em um pre�co apresentado na forma fracion�aria
DPD SLN Retorna a deprecia�c~ao em linha reta de um ativo durante um per ��odo
DURAC� ~AO DURATION Retorna a dura�c~ao anual de um t��tulo com pagamento s de juros peri�odicos
E AND Retorna VERDADEIRO se todos os argumentos forem VERDADEIRO
�E.N ~AO.DISP ISNA Retorna VERDADEIRO se o valor for o valor de erro #N/D
�E.N ~AO.TEXTO ISNONTEXT Retorna VERDADEIRO se o valor for diferente d e texto
�EC �EL.VAZIA ISBLANK Retorna VERDADEIRO se o valor for vazio
EDATE EDATE Retorna o n�umero de s�erie da data que �e o n�umero ind icado de meses antes ou depois da data inicial
�EERRO ISERR Retorna VERDADEIRO se o valor for um valor de erro dif erente de #N/D
�EERROS ISERROR Retorna VERDADEIRO se o valor for um valor de erro
EFFECT EFFECT Retorna a taxa de juros anual efetiva
�EIMPAR ISODD Retorna VERDADEIRO se o n�umero for ��mpar
�EL �OGICO ISLOGICAL Retorna VERDADEIRO se o valor for um valor l�og ico
ENDEREC� O ADDRESS Retorna uma referência como texto para uma �unica c�elula em uma planilha
�EN �UM ISNUMBER Retorna VERDADEIRO se o valor for um n�umero
EOMONTH EOMONTH Retorna o n�umero de s�erie do �ultimo dia do mês antes ou depois de um n�umero especi�cado de meses
EPADYX STEYX Retorna o erro padr~ao do valor y previsto para cada x d a regress~ao
�EPAR ISEVEN Retorna VERDADEIRO se o n�umero for par
�EREF ISREF Retorna VERDADEIRO se o valor for uma referência
ERF ERF Retorna a fun�c~ao de erro
ERFC ERFC Retorna a fun�c~ao de erro complementar
ESCOLHER CHOOSE Escolhe um valor a partir de uma lista de valores
ESQUERDA LEFT Retorna os caracteres mais �a esquerda de um valor de text o
�ETEXTO ISTEXT Retorna VERDADEIRO se o valor for texto
EXATO EXACT Veri�ca se dois valores de texto s~ao idênticos
EXP EXP Retorna e elevado �a potência de um n�umero especi�cado
EXT.TEXTO MID Retorna um n�umero espec���co de caracteres de uma seq•uênci a de texto come�cando na posi�c~ao especi�cada
FACTDOUBLE FACTDOUBLE Retorna o fatorial duplo de um n�umero
FATORIAL FACT Retorna o fatorial de um n�umero
FISHER FISHER Retorna a transforma�c~ao Fisher
FISHERINV FISHERINV Retorna o inverso da transforma�c~ao Fisher
FRAC� ~AOANO YEARFRAC Retorna a fra�c~ao do ano que representa o n�umero de d ias entre data inicial e data �nal
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FREQ •UÊNCIA FREQUENCY Retorna uma distribui�c~ao de freq•uência como um a matriz vertical
FVSCHEDULE FVSCHEDULE Retorna o valor futuro de um capital ini cial ap�os a aplica�c~ao de uma s�erie de taxas de juros compostas
GCD GCD Retorna o m�aximo divisor comum
GESTEP GESTEP Testa se um n�umero �e maior do que um valor limite
GRAUS DEGREES Converte radianos em graus
HEX2BIN HEX2BIN Converte um n�umero hexadecimal em um bin�ario
HEX2DEC HEX2DEC Converte um n�umero hexadecimal em um decimal
HEX2OCT HEX2OCT Converte um n�umero hexadecimal em um octal
HOJE TODAY Retorna o n�umero de s�erie da data de hoje
HORA HOUR Converte um n�umero de s�erie em uma hora
HYPERLINK HYPERLINK Cria um atalho ou um salto que abre um docum ento armazenado em um servidor de rede, em uma intranet

ou na Internet
IMABS IMABS Retorna o valor absoluto (m�odulo) de um n�umero complex o
IMAGINARY IMAGINARY Retorna o coe�ciente imagin�ario de um n�umer o complexo
IMARGUMENT IMARGUMENT Retorna o argumento theta, um ângulo exp resso em radianos
IMCONJUGATE IMCONJUGATE Retorna o conjugado complexo de um n�um ero complexo
IMCOS IMCOS Retorna o cosseno de um n�umero complexo
IMDIV IMDIV Retorna o quociente de dois n�umeros complexos
IMEXP IMEXP Retorna o exponencial de um n�umero complexo
IMLN IMLN Retorna o logaritmo natural de um n�umero complexo
IMLOG10 IMLOG10 Retorna o logaritmo de base 10 de um n�umero compl exo
IMLOG2 IMLOG2 Retorna o logaritmo de base 2 de um n�umero complexo
�IMPAR ODD Retorna o n�umero arredondado para cima at�e o inteiro �� mpar mais pr�oximo
IMPOWER IMPOWER Retorna um n�umero complexo elevado a uma potência i nteira
IMPRODUCT IMPRODUCT Retorna o produto de dois n�umeros complexo s
IMREAL IMREAL Retorna o coe�ciente real de um n�umero complexo
IMSIN IMSIN Retorna o seno de um n�umero complexo
IMSQRT IMSQRT Retorna a raiz quadrada de um n�umero complexo
IMSUB IMSUB Retorna a diferen�ca entre dois n�umeros complexos
IMSUM IMSUM Retorna a soma de n�umeros complexos
INCLINAC� ~AO SLOPE Retorna a inclina�c~ao da linha de regress~ao linear
�INDICE INDEX Usa um ��ndice para escolher um valor de uma referência ou m atriz
INDIRETO INDIRECT Retorna uma referência indicada por um valor de texto
INFODADOSTABELADIN ÂMICA GETPIVOTDATA Retorna os dados armazenados em uma tabela din âmica
INFORMAC� ~AO INFO Retorna informa�c~oes sobre o ambiente operacional atual
INT INT Arredonda um n�umero para baixo at�e o inteiro mais pr�ox imo
INT.CONFIANC� A CONFIDENCE Retorna o intervalo de con�an�ca par a uma m�edia da popula�c~ao
INTERCEPC� ~AO INTERCEPT Retorna a intercep�c~ao da linha de regress~ao linear
INTRATE INTRATE Retorna a taxa de juros de um t��tulo totalment e investido
INV.NORM NORMINV Retorna o inverso da distribui�c~ao cumulativa n ormal
INV.NORMP NORMSINV Retorna o inverso da distribui�c~ao cumulativ a normal padr~ao
INV.QUI CHIINV Retorna o inverso da probabilidade unicaudal da d istribui�c~ao qui-quadrada
INVF FINV Retorna o inverso da distribui�c~ao de probabilidade F
INVGAMA GAMMAINV Retorna o inverso da distribui�c~ao cumulativa g ama
INVLOG LOGINV Retorna o inverso da distribui�c~ao lognormal
INVT TINV Retorna o inverso da distribui�c~ao t de Student
IPGTO IPMT Retorna o pagamento de juros para um investimento em um det erminado per��odo
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LCM LCM Retorna o m��nimo m�ultiplo comum
LIN ROW Retorna o n�umero da linha de uma referência
LINS ROWS Retorna o n�umero de linhas em uma referência
LN LN Retorna o logaritmo natural de um n�umero
LNGAMA GAMMALN Retorna o logaritmo natural da fun�c~ao gama, G (x)
LOCALIZAR SEARCH Localiza um valor de texto dentro de outro (n~ao diferencia mai�usculas de min�usculas)
LOG LOG Retorna o logaritmo de um n�umero de uma base especi�cada
LOG10 LOG10 Retorna o logaritmo de base 10 de um n�umero
MAIOR LARGE Retorna o maior valor k-�esimo de um conjunto de dados
MAI �USCULA UPPER Converte o texto em mai�usculas
MATRIZ.DETERM MDETERM Retorna o determinante de uma matriz
MATRIZ.INVERSO MINVERSE Retorna a matriz inversa de uma matriz
MATRIZ.MULT MMULT Retorna o produto matricial de duas matrizes
M �AXIMO MAX Retorna o valor m�aximo em uma lista de argumentos
M �AXIMOA MAXA Retorna o maior valor em uma lista de argumentos, inclusi ve n�umeros, texto e valores l�ogicos
MDURATION MDURATION Retorna a dura�c~ao de Macauley modi�cada pa ra um t��tulo com um valor de paridade equivalente a R$ 100
MED MEDIAN Retorna a mediana dos n�umeros indicados
M �EDIA AVERAGE Retorna a m�edia dos argumentos
M �EDIA.GEOM �ETRICA GEOMEAN Retorna a m�edia geom�etrica
M �EDIA.HARM ÔNICA HARMEAN Retorna a m�edia harmônica
M �EDIA.INTERNA TRIMMEAN Retorna a m�edia do interior de um conjunt o de dados
M �EDIAA AVERAGEA Retorna a m�edia dos argumentos, inclusive n�umeros, texto e valores l�ogicos
MENOR SMALL Retorna o menor valor k-�esimo em um conjunto de dados
M ÊS MONTH Converte um n�umero de s�erie em um mês
M�INIMO MIN Retorna o valor m��nimo na lista de argumentos
M�INIMOA MINA Retorna o menor valor na lista de argumentos, inclusive n �umeros, texto e valores l�ogicos
MIN �USCULA LOWER Converte texto para min�usculas
MINUTO MINUTE Converte um n�umero de s�erie em um minuto
MODO MODE Retorna o valor mais comum em um conjunto de dados
MROUND MROUND Retorna um n�umero arredondado ao m�ultiplo desejad o
MTIR MIRR Calcula a taxa interna de retorno em que 
uxos de caixa posi tivos e negativos s~ao �nanciados com diferentes taxas
MUDAR REPLACE Muda os caracteres dentro do texto
MULT PRODUCT Multiplica os argumentos
MULTINOMIAL MULTINOMIAL Retorna o multinomial de um conjunto de n�umeros
N N Retorna o valor convertido em um n�umero
N ~AO NOT Inverte o valor l�ogico do argumento
N ~AO.DISP NA Retorna o valor de erro #N/D
NOMINAL NOMINAL Retorna a taxa de juros nominal anual
NPER NPER Retorna o n�umero de per��odos de um investimento
N �UM.CARACT LEN Retorna o n�umero de caracteres em uma seq•uência de texto
OCT2BIN OCT2BIN Converte um n�umero octal em um bin�ario
OCT2DEC OCT2DEC Converte um n�umero octal em um decimal
OCT2HEX OCT2HEX Converte um n�umero octal em um hexadecimal
ODDFPRICE ODDFPRICE Retorna o pre�co por R$ 100de valor nominal de um t��tulo com um primeiro per��odo inde�nido
ODDFYIELD ODDFYIELD Retorna o rendimento de um t��tulo com um pri meiro per��odo inde�nido
ODDLPRICE ODDLPRICE Retorna o pre�co por R$ 100 de valor nominal de um t��tulo com um �ultimo per��odo de cupom in de�nido
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ODDLYIELD ODDLYIELD Retorna o rendimento de um t��tulo com um �ul timo per��odo inde�nido
ORDEM RANK Retorna a posi�c~ao de um n�umero em uma lista de n�umeros
ORDEM.PORCENTUAL PERCENTRANK Retorna a ordem percentual de um va lor em um conjunto de dados
OU OR Retorna VERDADEIRO se um dos argumentos for VERDADEIRO
PADRONIZAR STANDARDIZE Retorna um valor normalizado
PAR EVEN Arredonda um n�umero para cima at�e o inteiro par mais pr� oximo
PEARSON PEARSON Retorna o coe�ciente de correla�c~ao do momento do pro duto Pearson
PERCENTIL PERCENTILE Retorna o k-�esimo percentil de valores em um in tervalo
PERMUT PERMUT Retorna o n�umero de permuta�c~oes para um dado n�um ero de objetos
PGTO PMT Retorna o pagamento peri�odico de uma anuidade
PHONETIC PROPER Extrai os caracteres fon�eticos (furigana) de uma seq•uência de texto.
PI PI Retorna o valor de Pi
POISSON POISSON Retorna a distribui�c~ao Poisson
POT ÊNCIA POWER Retorna o resultado de um n�umero elevado a uma potência
PPGTO PPMT Retorna o pagamento de capital para determinado per��od o de investimento
PREVIS ~AO FORECAST Retorna um valor ao longo de uma linha reta
PRI.MAI �USCULA PROPER Primeira letra de cada palavra em mai�uscula
PRICE PRICE Retorna a pre�co por R$ 100de valor nominal de um t��tulo que paga juros peri�odicos
PRICEDISC PRICEDISC Retorna o pre�co por R$ 100de valor nominal de um t��tulo descontado
PRICEMAT PRICEMAT Retorna o pre�co por R$ 100de valor nominal de um t��tulo que paga juros no vencimento
PROB PROB Retorna a probabilidade de valores em um intervalo estarem entre dois limites
PROC LOOKUP Procura valores em um vetor ou em uma matriz
PROCH HLOOKUP Procura na linha superior de uma matriz e retorna o v alor da c�elula especi�cada
PROCURAR FIND Procura um valor de texto dentro de outro (diferencia mai�usculas de min�usculas)
PROCV VLOOKUP Procura na primeira coluna de uma matriz e move ao l ongo da linha para retornar o valor de uma c�elula
PROJ.LIN LINEST Retorna os parâmetros de uma tendência linear
PROJ.LOG LOGEST Retorna os parâmetros de uma tendência exponencia l
QUARTIL QUARTILE Retorna o quartil de um conjunto de dados
QUOTIENT QUOTIENT Retorna a parte inteira de uma divis~ao
RADIANOS RADIANS Converte graus em radianos
RAIZ SQRT Retorna uma raiz quadrada positiva
RANDBETWEEN RANDBETWEEN Retorna um n�umero aleat�orio entre os n� umeros especi�cados
RECEIVED RECEIVED Retorna a quantia recebida no vencimento de um t�� tulo totalmente investido
REPT REPT Repete um texto um determinado n�umero de vezes
ROMANO ROMAN Converte um numeral ar�abico em romanos, como texto
RQUAD RSQ Retorna o quadrado do coe�ciente de correla�c~ao do momento d o produto de Pearson
SDA SYD Retorna a deprecia�c~ao dos d��gitos da soma dos anos de um at ivo para um per��odo especi�cado
SE IF Especi�ca um teste l�ogico a ser executado
SEGUNDO SECOND Converte um n�umero de s�erie em um segundo
SEM SIN Retorna o seno de um ângulo dado
SENH SINH Retorna o seno hiperb�olico de um n�umero
SERIESSUM SERIESSUM Retorna a soma de uma s�erie polinomial com b ase em uma f�ormula
SINAL SIGN Retorna o sinal de um n�umero
SOMA SUM Adiciona os argumentos
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SOMAQUAD SUMSQ Retorna a soma dos quadrados dos argumentos
SOMARPRODUTO SUMPRODUCT Retorna a soma dos produtos de componen tes correspondentes de matrizes
SOMASE SUMIF Adiciona as c�elulas especi�cadas por um determinado crit �erio
SOMAX2DY2 SUMX2MY2 Retorna a soma da diferen�ca dos quadrados dos valores correspondentes em duas matrizes
SOMAX2SY2 SUMX2PY2 Retorna a soma da soma dos quadrados dos valo res correspondentes em duas matrizes
SOMAXMY2 SUMXMY2 Retorna a soma dos quadrados das diferen�cas dos valores correspondentes em duas matrizes
SQRTPI SQRTPI Retorna a raiz quadrada de (n�umero * Pi)
SUBSTITUIR SUBSTITUTE Substituir um novo texto por um texto antig o em uma seq•uência de texto
SUBTOTAL SUBTOTAL Retorna um subtotal em uma lista ou em um banco de dad os
T T Converte os argumentos em texto
TAN TAN Retorna a tangente de um n�umero
TANH TANH Retorna a tangente hiperb�olica de um n�umero
TAXA RATE Retorna a taxa de juros por per��odo de uma anuidade
TBILLEQ TBILLEQ Retorna o rendimento de um t��tulo equivalente a uma obriga�c~ao do Tesouro
TBILLPRICE TBILLPRICE Retorna o pre�co por R$ 100de valor nominal de uma obriga�c~ao do Tesouro
TBILLYIELD TBILLYIELD Retorna o rendimento de uma obriga�c~ao do T esouro
TEMPO TIME Retorna o n�umero de s�erie de um hor�ario espec���co
TEND ÊNCIA TREND Retorna valores ao longo de uma tendência linear
TEST.QUI CHITEST Retorna o teste para independência
TESTEF FTEST Retorna o resultado de um teste F
TESTET TTEST Retorna a probabilidade associada ao teste t de Student
TESTEZ ZTEST Retorna o valor-P bicaudal do teste-z
TETO CEILING Arredonda um n�umero para o inteiro mais pr�oximo o u para o m�ultiplo mais pr�oximo de signi�cância
TEXTO TEXT Formata um n�umero e o converte em texto
TIPO TYPE Retorna um n�umero indicando o tipo de dados de um valor
TIPO.ERRO ERROR.TYPE Retorna um n�umero correspondente a um tipo d e erro
TIR IRR Retorna a taxa interna de retorno de uma s�erie de 
uxos de ca ixa
TIRAR CLEAN Remove todos os caracteres do texto que n~ao podem ser impresso s
TRANSPOR TRANSPOSE Retorna a tranposi�c~ao de uma matriz
TRUNCAR TRUNC Trunca um n�umero para um inteiro
VALOR VALUE Converte um argumento de texto em um n�umero
VALOR.TEMPO TIMEVALUE Converte um hor�ario na forma de texto p ara um n�umero de s�erie
VAR VAR Estima a variância com base em uma amostra
VARA VARA Estima a variância com base em uma amostra, inclusive n�umer os, texto e valores l�ogicos
VARP VARP Calcula a variância com base na popula�c~ao total
VARPA VARPA Calcula a variância com base na popula�c~ao total, in clusive n�umeros, texto e valores l�ogicos
VF FV Retorna o valor futuro de um investimento
VP PV Retorna o valor presente de um investimento
VPL NPV Retorna o valor l��quido atual de um investimento com base em u ma s�erie de 
uxos de caixa peri�odicos e em uma taxa de

desconto
WEIBULL WEIBULL Retorna a distribui�c~ao Weibull
XIRR XIRR Fornece a taxa interna de retorno de um programa de 
uxos de caixa n~ao necessariamente peri�odico
XNPV XNPV Retorna o valor presente l��quido de um programa de 
uxo s de caixa n~ao necessariamente peri�odico
YIELD YIELD Retorna o rendimento de um t��tulo que paga juros peri �odicos
YIELDDISC YIELDDISC Retorna o rendimento anual de um t��tulo desco ntado. Por exemplo, uma obriga�c~ao do Tesouro
YIELDMAT YIELDMAT Retorna o rendimento anual de um t��tulo que p aga juros no vencimento
FALSO FALSO Retorna o valor l�ogico FALSO
VERDADEIRO VERDADEIRO Retorna o valor l�ogico VERDADEIRO
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Exemplo 2.13. Elabore uma macro para ler as c�elulasA1 : A100 e indicar qual �e o maior deles
usando uma fun�c~ao direta do VBA.

Sub CalculandoMaximo()
[B1] = Application.WorksheetFunction.Max([A1:A100])

End Sub

2.4 Exerc��cios

Exerc��cio 2.4.1. Elabore uma macro para solicitar um n�umero n e construir as seguintes quanti-
dades:

S1 =
nX

k=1

k; S2 =
nX

k=1

k2; S3 =
nX

k=1

k3 S4 =
nX

k=1

k4;

lembrando que o"^" serve para exponencia�c~ao no VBA, e apresentando as respectivas mensagens.
Veri�que se as f�ormulas I e II de PA e PG (p�ag. 22) est~ao corretas.

Exerc��cio 2.4.2. Elabore uma macro para colocar nas c�elulas:
i) A1:A10: n�umeros 1 a 10
ii) B1:B10: o dobro dos n�umeros na coluna A
iii) C1:C10: o quadrado dos n�umeros na coluna A
iv) D1:D10: valores da coluna A acumulados
v) E1:E10: valores da coluna C acumulados
vi) F1: soma dos valores da coluna A (

P n
i =1 X i ; n = 10)

vii) F2: soma dos valores da coluna C (
P n

i =1 X 2
i )

viii) F3: m�edia dos valores da coluna A, por X = 1
n

P n
i =1 X i

ix) F4: variância dos valores da coluna A, porV ar(X ) = 1
n

P n
i =1 X 2

i � X
2

x) F5: desvio-padr~ao dos valores da coluna A, porDP (X ) =
p

V ar(X )

Observa�c~ao 2.2. �E frequente usarmos o conceito deMomentos Amostrais de Ordem k da
vari�avel X , de�nidos por

M X;k =
1
n

nX

i =1

X k :

Neste caso temos queE(X ) = M X; 1 e V ar(X ) = M X; 2 � M 2
X; 1: Algumas vezes usa-se oMomentos

Amostrais de Ordem k em torno de X , de�nido por M 0
X;k = 1

n

P n
i =1 (X � X )k e neste caso

temos queV ar(X ) = M 0
X; 2: Se n~ao houver risco de confus~ao, a denomina�c~ao da vari�avel ser�a

retirada da nota�c~ao, �cando M k e M 0
k respectivamente.

Exerc��cio 2.4.3. Elabore uma macro para, com os valores quaisquer de A1:A10:
i) Obter o m��nimo, colocar em D1
ii) Obter o m�aximo, colocar em D2
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iii) Ordenar a coluna A em ordem crescente, colocar em B1:B10.
iv) Ordenar a coluna A em ordem decrescente, colocar em C1:C10.

Exerc��cio 2.4.4. Elabore uma macro para, com os valores quaisquer de A1:A1000:
i) Construir a Amplitude Total: X max � X min .
ii) Construir o Desvio M�edio: DM = 1

n

P n
i =1 jX i � X j.

iii) Construir o Desvio M�edio Absoluto: DM = 1
X

P n
i =1 jX i � X j.

iv) Construir o Primeiro Quartil ( Q1), ou seja, 25% est~ao abaixo dele.
v) Construir o Segundo Quartil (Q2), que �e a Mediana (Md), com 50% abaixo dela.
vi) Construir o Terceiro Quartil ( Q3), ou seja, 75% est~ao abaixo dele.

vii) Construir a Amplitude Semi-Interquart��lica (ou Desv io-Quart��lico): DQ =
Q3 � Q1

2
.

viii) Construir o Percentil de Ordem k = 10; 25; 50; 75; 90 (Obs.: P25 = Q1; P50 = Q2; P75 =
Q3)

ix) Construir a Moda (valor mais frequente, se houver).
x) Construir o Coe�ciente de Assimetria de Pearson: CAP = ( X � Md)=S
xi) Construir o Coe�ciente de Assimetria de Bowley: CAB = ( Q1 + Q3 � 2Md)=S

xii) Construir o Coe�ciente de Curtose: K =
Q3 � Q1

2(P90 � P10)
:

xiii) Construir o Coe�ciente de Varia�c~ao (ou Dispers~ao R elativa): CV = S=X

Exerc��cio 2.4.5. Elabore uma macro para, comn = 10 valores quaisquer em A1:A10 e B1:B10,
representando duas vari�aveisX e Y , obter:

i ) os primeiros Momentos Amostrais deX e Y , dados por M X; 1 e M Y;1 (simpli�cando, M X e
M Y ), e os desvios-padr~ao deX e Y .

ii ) a soma dos produtos cruzados:SXY =
nP

i =1
x i yi

iii ) a m�edia dos produtos: M XY = SXY =n

iv ) o Coe�ciente de Covariância, dado porCov(X; Y ) = M XY � M X M Y

v) o Coe�ciente de Correla�c~ao, dado porCorr (X; Y ) =
Cov(X; Y )

DP (X )DP (Y )

2.5 Gera�c~ao de n�umeros aleat�orios

Na pr�atica da Estat��stica acredita-se que os dados vieramde alguma distribui�c~ao de probabilidade
(isto �e, s~ao realiza�c~oes de alguma vari�avel aleat�oria), e por isso h�a necessidadede apresentar algu-
mas das principais distribui�c~oes de probabilidades, para dados discretos e cont��nuos. Nosso objetivo
�e conhecer algumas caracter��sticas importantes, tais como o valor esperado (m�edia), desvio-padr~ao
(ou a variância), coe�cientes de assimetria e curtose. Alguns desses conceitos ser~ao vistos detalha-
damente mais �a frente, mas ser�a importante j�a antecipar alguns resultados de forma a obter valores
aproximados nesta se�c~ao.
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Fun�c~ao Nota�c~ao

1 =ALEAT �ORIO() U(0; 1)
2 =ALEAT �ORIO()*5+10 U(5; 10)
3 =INV.NORMP(ALEAT �ORIO()) N (0; 1)
4 =INV.NORM(ALEAT �ORIO();10;5) N (10; 52)
5 =INV.QUI(ALEAT �ORIO();5) � (5)
6 =INVT(ALEAT �ORIO();5) t(5)
7 =INVF(ALEAT �ORIO();3;5) F (3; 5)
8 =INVGAMA(ALEAT �ORIO();1;1) Exp(1)
9 =INVGAMA(ALEAT �ORIO();5;1) Gama(5; 1)

10 =INVLOG(ALEAT �ORIO();0;1) LN (0; 1)

Tabela 2.2 Exemplos das principais fun�c~oes de gera�c~ao de dados no Excel

Assim, nesta se�c~ao vamos apresentar algumas macros de gera�c~ao de valores de vari�aveis (ob-
serva�c~oes ou n�umeros aleat�orios), em geral partindo deuma vari�avel X com distribui�c~ao Uniforme
no intervalo (0,1) [frequentemente representada porX � U(0; 1)], ou seja, ser~ao feitas fun�c~oes
ou transforma�c~oes de vari�aveis de forma a obter a vari�avel desejada. O procedimento geral ser�a
gerar n observa�c~oes e com estes construir alguma fun�c~ao, tiposoma, m�edia ou variancia, ou trans-
form�a-las, ou ainda veri�car se alguma condi�c~ao est�a satisfeita. O valor n, poder�a, em alguns casos,
ser chamado de tamanho da amostra. Na �area de Estat��stica dizemos que quando o tamanho da
amostra aumenta, o resultado da amostra (estimativa) converge para o verdadeiro valor (parâmetro
populacional), e boa parte dos exemplos a seguir s~ao exemplos desse conceito.

No VBA a fun�c~ao RND() , ou simplesmenteRND , simula uma observa�c~ao de umaU(0; 1), com
resultado restrito a [0,1), ou seja, ele pode at�e ser nulo, mas nunca ser�a igual a 1. Na planilha do
Excel a f�ormula equivalente ao RND() �e o =ALEATORIO(). Perceba que a cada chamada da fun�c~ao,
um novo n�umero �e gerado. No Excel, se executarmos qualqueropera�c~ao, ele recalcular�a tudo e
gerar�a outro n�umero aleat�orio (se a op�c~ao de rec�alcul o autom�atico estiver ativada, que �e o padr~ao).
Alternativamente, podemos teclar F9 e ele gerar�a novos valores.

A Tabela 2.2 apresenta um conjunto de fun�c~oes para gerar valores das principais distribui�c~oes
usadas na Estat��stica para modelagem de dados ou testes estat��sticos.

Exemplo 2.14. Elabore uma macro para acumular (somar)n observa�c~oes de umaX � U(0; 1) e
depois apresentar na tela o valor m�edio. Usen = 10000.

Sub MacroMedia()
n = 10000
Soma = 0
For i = 1 To n

x = Rnd()
Soma = Soma + x

Next
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MsgBox "Media = " & Soma / n
End Sub

Para a vari�avel U(0; 1) temos que sua m�edia te�orica �e 1/2, e representamos porE(X ) = 1 =2.
Você poder�a perceber que quando aumentamos on o valor obtido ser�a cada vez mais pr�oximo do
valor te�orico. A variância te�orica �e V ar(X ) = 1 =12 ' 0; 0833.

Exemplo 2.15. Complemente a macro anterior para calcular a Variância dosvalores gerados,
usando a f�ormula j�a apresentada: V ar(X ) = 1

n

P n
i =1 X 2

i � X
2

= M 2 � M 2
1 . (Lembre-se que

V ar(X ) = E(X 2) � [E (X )]2.)

Sub MacroMediaVar()
n = 1000000
Soma1 = 0
Soma2 = 0
For i = 1 To n

x = Rnd()
Soma1 = Soma1 + x
Soma2 = Soma2 + x ^ 2

Next

Media = Soma1 / n
Variancia = Soma2/n - Media ^ 2

MsgBox "Media = " & Media
MsgBox "Variancia = " & Variancia

End Sub

Exemplo 2.16. Elabore uma macro para gerar observa�c~oes de umaX � U(0; 1) e transform�a-las
em Bernoullis Y de parâmetro p = 0 :3, apresentando ao �nal o valor m�edio destas Bernoullis. Use
n = 10000.

Este procedimento consiste simplesmente em gerar vari�aveis X 2 [0; 1] e usar a regra: seX � p,
ent~ao Y = 1; se X > p , adotamos Y = 0. Dessa forma os eventosf Y = 1g e f X � pg s~ao
equivalentes, e da�� P(Y = 1) = P(X � p) = p. Vale lembrar que seX � U(a; b), ent~ao FX (x) =
(x � a)=(b � a), e no caso particular a = 0 e b = 1, temos que FX (x) = P(X � x) = x para
x 2 (0; 1).

Sub Macrobernoulli()
n = 10000 : p = 0.3
Soma = 0
For i = 1 To n
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If Rnd() < p Then
x = 1

Else
x = 0

End If
Soma = Soma + x

Next
MsgBox "Media = " & Soma / n
End Sub

Observa�c~ao 2.3. O comandoif foi usando para gerar bserva�c~oes da Bernoulli de parâmetro p. Al-
ternativamente, poderiamos usarM1 = (Rnd() > p) + 1 ou -(Rnd() < p) ou ainda abs((Rnd() < p)) .
A express~ao(Rnd() < p) gera um Falso (0) ou Verdadeiro (-1), por isso devemos transform�a-lo,
bastando colocar o sinal negativo ou Abs �a frente de(Rnd() < p) . A macro anterior seria reescrita
da seguinte forma:

Sub Macrobernoulli2()
n = 10000 : p = 0.3
Soma = 0
For i = 1 To n

x = -(Rnd() < p)
Soma = Soma + x

Next
MsgBox "Media = " & Soma / n
End Sub

Exemplo 2.17. Elabore uma macro para gerar observa�c~oes de uma vari�avelX � U(0; 1), trans-
form�a-la em uma Y � U(a; b), com a e b, atrav�es da f�ormula Y = ( b� a)X + a e depois apresentar
na tela o valor m�edio de Y . Use n = 1000, a = 10 e b = 30. [Lembre-se queE(Y ) = ( a + b)=2 e
V ar(X ) = ( b� a)2=12]

Sub MacroUab()
n = 10000
a = 10 : b = 30
Soma = 0
For i = 1 To n

x = Rnd()
y = (b - a) * x + a
Soma = Soma + y

Next
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MsgBox "M�edia = " & Soma / n
End Sub

Exemplo 2.18. Elabore uma macro para gerar observa�c~oes de uma vari�avelX � U(0; 1), trans-
form�a-la em uma Exponencial com parâmetro � atrav�es da f�ormula Y = � 1

� ln(1 � X ) e depois
apresentar na tela o valor m�edio deY . Use n = 1000 e � = 0 :1.

Sub Macro3()
n = 10000
lambda = 0.1
Soma = 0
For i = 1 To n

x = Rnd()
y = -1 / lambda * Log(1 - x)
Soma = Soma + y

Next
MsgBox "Media = " & Soma / n
End Sub

Para gerar observa�c~oes de uma distribui�c~ao normal o processo �e um pouco mais complicado. Um
procedimento �e seguir um conhecido problema de probabilidade em que geramos aleatoriamente
duas Uniformes(0,1) e usamos uma transforma�c~ao, mostrada a seguir.

Exemplo 2.19. Elabore uma macro para gerar observa�c~oes deX � U(0; 1) e Y � U(0; 1), e trans-
form�a-las em N (0; 1) atrav�es das f�ormulas Z =

p
� 2 ln(X ) cos(2�Y ) e W =

p
� 2 ln(X )sen(2�Y ).

Apresente na tela os valores m�edios deZ e W . Use n = 10000.

Sub SomaNormais()
n = 10000
Pi = 4 * Atn(1) ' Tamb�em gera o valor de Pi = 3,141592654...
SomaZ = 0: SomaW=0
For i = 1 To n

x = Rnd() : y = Rnd()
Z = Sqr(-2 * Log(x)) * Cos(2 * Pi * y)
w = Sqr(-2 * Log(x)) * Sin(2 * Pi * y)
SomaZ = SomaZ + Z
SomaW = SomaW + W

Next
MsgBox "M�edia de Z = " & SomaZ / n & "; M�edia de W = " & SomaW / n
End Sub

2.5.1 Categorizando ou discretizando vari�aveis

Um procedimento muito frequente �e pegar um n�umero e associar a uma determinada categoria ou
intervalo. Na pr�atica estamos discretizando essa vari�avel. Vejamos abaixo.
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Exemplo 2.20. Elabore uma macro para gerar uma observa�c~ao de umaX � U(0; 1) e transform�a-
las em um Uniforme discreta emf 1; 2; � � � ; 10g. Em suma, estamos discretizando uma vari�avel.

A fun�c~ao int(x) trunca (arredonda pra baixo) o valor x. Com isso, 10� x transformar�a inicialmente
os valores daU(0; 1) em U(0; 10), e a fun�c~aoint(10 � x) transformar�a em 0; 1; � � � ; 9, de forma que
precisamos somar 1 a estes n�umeros para obter 1; 2; � � � ; 10.

Sub Discretiza()
x = Rnd()
y = Int(10 * x) + 1
MsgBox "Valores gerados e transformados: " & x & " " & y
End Sub

Outras situa�c~oes podem ser apresentadas, mas tudo se resume a construir uma fun�c~ao geral,
envolvendo a fun�c~aoint(x). Na Estat��stica �e muito frequente categorizar uma vari�avel X que obser-
vamos, tal como o peso, criando uma outra vari�avelY que representa o centro ou �nal dos intervalos
desejados, ou simplesmente adotando os valores inteiros 1,2,� � � . Por exemplo, crie 20 observa�c~oes
de uma N (250; 502 no Excel com o comando=INV.NORM(ALEAT�ORIO();250;50) ; na c�elula ao lado
coloque a fun�c~ao = Int (C1=10) � 10, expanda para as outras 19 c�elulas e você ver�a que os valores
d~ao pulos de 10 em 10, e s~ao o limite inferior do intervalo. Se você adotar = INT (C1=10)� 10+10/2,
você ter�a novos valores, que s~ao os centros dos intervalos. Troque o 10 por 20 e veja que os intervalos
agora s~ao de 20 em 20.

Exerc��cio 2.5.1. Elabore uma macro para gerar uma observa�c~oes de umaX � U(0; 1000) e
transform�a-las em um Uniforme discreta em f 10; 11; 12; � � � ; 30g.

Exerc��cio 2.5.2. Elabore uma macro para gerar observa�c~oes de umaX � U(50; 100) e transform�a-
las em um Uniforme discreta emf 10; 13; 16; � � � ; 31g.

Muitos outros problemas t��picos em probabilidade podem ser simulados computacionalmente,
dando respostas muito pr�oximas das verdadeiras. No geral,queremos obter a probabilidade de
ocorrência de um evento. Para isso, repetimos o experimento um n�umero grande de vezes (n) e, ao
�nal, veri�camos a propor�c~ao de vezes que o evento ocorreunas n repeti�c~oes. Este procedimento
ser�a melhor descrito posteriormente, mas antecipamos alguns exemplos preliminares.

Exerc��cio 2.5.3. Elabore uma macro para responder �a seguinte pergunta: se selecionarmos r = 23
pessoas ao acaso, qual a probabilidade de pelo menos duas fazerem anivers�ario no mesmo dia do
ano? Considere que h�a 365 dias. Usen = 10000.

Esta situa�c~ao consiste apenas em gerar o nascimento de um indiv��duo, ou seja, um n�umero
aleat�orio inteiro representando os dias do ano: 1; 2; � � � ; 365. Da mesma forma gere o nascimento
dos outros 22 indiv��duos. Agora veri�que se algum n�umero se repetiu (coincidência). Para estimar
a probabilidade, esse processo deve ser repetido um n�umerogrande de vezes (n), e veri�cando a
propor�c~ao de ocorrências de coincidêcias.
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Sub Aniversarios()
Dim F(365) As Integer
n = 10000
dias = 365
r = 23
C = 0

For i = 1 to n
Coincidiu = 0
For k = 1 to r

x = Rnd()
y = Int(dias * x) + 1 'Gera um n�umero inteiro entre 1 e 365 (dias )
F(y) = F(y) + 1 'Gera a frequência ao dia

Next

For y = 1 to dias
If F(y) >= 2 Then Coincidiu = 1
F(y) = 0

Next

If Coincidiu = 1 Then C = C + 1
Next
MsgBox "Probabilidade aproximada: " & C / n
End Sub

Exerc��cio 2.5.4. Complemente o exerc��cio anterior de forma a termos o resultado para valores de
r = 10; 11; � � � ; 60. Plot um gr�a�co da probabilidade ( y) como fun�c~ao de r (x).

Exemplo 2.21. Um bandido �e preso em uma cela que cont�em 3 portas. A primeira porta o leva a
um t�unel que o conduz �a propria cela depois de 2 dias de viagem. A segunda porta leva-o a um t�unel
que o conduz �a pr�opria cela depois de 4 dias de viagem. A terceira porta o conduz �a liberdade depois
de um dia de viagem. Se assumimos que o bandido seleciona as portas 1, 2 e 3 com probabilidades
0.5, 0.3 e 0.2 respectivamente, qual o n�umero esperado de dias para que alcance a liberdade?

Sub Prisioneiro()
n = 100000: p1 = 0.5: p2 = 0.3: dias = 0
For i = 1 To n

saida = 0: 'Inicio do jogo
While saida = 0

x = Rnd()
If x < p1 Then dias = dias + 2 'porta = 1
If x > p1 And x < p1 + p2 Then dias = dias + 4 'porta = 2
If x > p1 + p2 Then dias = dias + 1: saida = 1 'porta = 3
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Wend
Next MsgBox "Estimativa do tempo m�edio para sa��da: " & dias / n
End Sub

Exemplo 2.22. Jo~ao e Jos�e disputam um jogo com uma moeda equilibrada. Cada jogador lan�ca a
moeda duas vezes e vence o jogo aquele que obtiver dois resultados iguais. Jo~ao come�ca jogando e, se
n~ao vencer, passa a moeda para Jos�e e, continuam assim, alternando as jogadas, at�e algu�em vencer.
A namorada de Jos�e descon�a da honestidade do jogo e reclamaque Jo~ao tem mais probabilidade
de vit�oria por iniciar o jogo. Por outro lado, a namorada de J o~ao diz que isso �e besteira pois, como
o n�umero de jogadas pode ser in�nito, tanto faz quem come�cajogando. Quem ser�a que tem raz~ao?

Sub JoaoJose()
n = 1000000: p = 0.5: Joao = 0
For i = 1 To n

pare = 0: conta = 0 'Inicio do jogo
While pare = 0

conta = conta + 1
M1 = Abs(Rnd() < p) 'Moeda 1
M2 = Abs(Rnd() < p) 'Moeda 2
If (M1 + M2 <> 1) Then pare = 1 'P�ara se der 0 ou 2

Wend
If conta Mod 2 = 1 Then Joao = Joao + 1 'Verifica se �e impar

Next
MsgBox "Estimativa da Probabilidade: " & Joao / n
End Sub

Exerc��cio 2.5.5. No circuito abaixo a probabilidade de que cada um dos quatro rel�es esteja fechado
�e p. Se todos funcionares independentemente, qual ser�a a probabilidade de que a energia passe da
esquerda (L) para a direita (R)?

L R1 2

3 4

Denotemos esta probabilidade por� (p). Com um c�alculo simples podemos obter� (p) = 2 p2 � p4.
Este caso �e extremamente simples, em sistemas complexos temos fun�c~oes extremamente complexas.

Vamos tentar con�rmar a fun�c~ao � (p) via programa. Para isso, vamos criarBernoullis (p) para
cada rel�e indicando se est�a aberto ou fechado. Para que haja energia entreL e R devemos ter
f R1 = 1g

T
f R2 = 1g, que equivale af R1� R2 = 1g. Da mesma forma, podemos terf R3� R4 = 1g,

ou ambas. Podemos sintetizar dizendo que queL $ R sef R1� R2 + R3� R4 � 1g. �E esta condi�c~ao
que dever�a ser veri�cada no programa.

Sub circuito()
n = 1000000 : p = 0.2 : conta = 0
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For i = 1 To n
R1 = Abs(Rnd() < p)
R2 = Abs(Rnd() < p)
R3 = Abs(Rnd() < p)
R4 = Abs(Rnd() < p)
If (R1 * R2 + R3 * R4 >= 1) Then conta = conta + 1

Next
MsgBox "Estimativa da Probabilidade: " & conta / n

End Sub

Observa�c~ao 2.4. Perceba que outras constru�c~oes ou condi�c~oes podem ser adotadas. Por exemplo,
f R1 + R2 + R3 + R4 � 3g tamb�em poderia ser usada para indicar o 
uxo de corrente entre L e R.

Exerc��cio 2.5.6. Complemente o exerc��cio anterior de forma a termos o resultado para valores de
p 2 (0; 1) com incremento (step) p = 0 :01. Fa�ca um gr�a�co da probabilidade ( y) como fun�c~ao de p
(x).

Exerc��cio 2.5.7. Nos circuito abaixos a probabilidade de que cada um dos rel�es esteja fechado �ep.
Considerando que todos funcionam independentemente, obtenha a probabilidade de que a energia
passe da esquerda (L) para a direita (R). Construa um programapara estimar essas fun�c~oes de
probabilidade.

Os exerc��cios anteriores podem ser vistos da seguinte forma: dividimos o intervalo (0,1) em v�arios
intervalos de mesmo tamanho, onde cada um est�a associado a um r�otulo, tipo 1,2,3, � � � ,10. Depois
geramos umaU(0; 1) e veri�camos em que intervalo caiu, mostrando seu r�otulo. Mas podemos
pensar em intervalos de tamanhos (probabilidades) diferentes. Com apenas dois intervalos estaremos
gerando Bernoullis, e com mais interrvalos estaremos gerando Multinomiais.

Especi�camente, para gerar a vari�avel Y � Multinomial (p1; p2; p3) podemos aproveitar a ideia
apresentada no Exemplo 2.16, dividindo o intervalo [0,1) emtrês partes, de comprimentosp1, p2 ep3,
respectivamente. Assim, teremos os subintervalosI 1 = [0 ; p1), I 2 = [ p1; p1 + p2) e I 3 = [ p1 + p2; 1).
Notemos que o comprimento deI 1 �e p1, o de I 2 �e p2 e o de I 3 �e p3. Geramos uma observa�c~ao
X � U(0; 1) e se esta estiver emI 1 adotamosY = 1, se estiver emI 2 adotamosY = 2 e se estiver
em I 3 adotamosY = 3. No fundo, estamos usando uma de�ni�c~ao deVari�avel Indicadora .
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Exemplo 2.23. Elabore uma macro para gerar uma observa�c~ao de uma Multinomial, assumindo
o valor 1 com probabilidade 0,5, o valor 2 com probabilidade 0,3 e o valor 2 com probabilidade 0.2.

Sub MacroMult()
n = 10000
p1 = 0.5: p2 = 0.3: p3 = 0.2
Cont1 = 0: Cont2 = 0: Cont3 = 0

For i = 1 To n
p = Rnd()
If p < p1 Then

x = 1
Cont1 = Cont1 + 1

ElseIf p < p1 + p2 Then
x = 2
Cont2 = Cont2 + 1

Else
x = 3
Cont3 = Cont3 + 1

End If
Next
MsgBox "Media1 = " & Cont1 / n & ", Media2 = " & Cont2 / n
End Sub

Alternativamente, podemos estender a t�ecnica apresentada na Observa�c~ao 2.3 e usar fun�c~oes do
tipo Abs(RND < p)ou Abs(RND > p)ou Abs(RND > p And RND < q)para construir uma �unica
fun�c~ao que substitua os If-Then-Else usados na macro acima. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.24. Elabore uma macro para gerar observa�c~oesY � Multinomial (p1; p2; p3), com
p1 = 0 ; 5, p2 = 0 ; 3 e p3 = 0 ; 2, colocando-as na colunaA da planilha.

Sub Multinomial()
n = 1000
p1 = 0.5: p2 = 0.3 ' por diferen�ca, temos p3 = 0.2
For i = 1 To n

x = Rnd()
y = 1 * Abs(x < p1) + 2 * Abs(x > p1 And x < p1 + p2) + 3 * Abs(x > p1 + p2)
Cells(i , 1) = y

Next
End Sub

Execute esta macro e você ver�a que a propor�c~ao de 1's, de 2's e de 3's devem estar ben pr�oximos
de p1, p2 e p3.
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O pr�oximo passo �e tentar identi�car a distribui�c~ao de um conjunto de dados. Como j�a vimos,
o Excel j�a tem algumas ferramentas para isso situado emAn�alise de Dados no Menu Dados, caso
este suplemento tenha sido instalado (ver Se�c~ao 2.2).

Alternativamente, poder��amos mandar o Excel contar quantas observa�c~oes est~ao abaixo de um
determinado valor com a fun�c~aoCONT.SE , ou ainda CONT.SES . Ap�os isso, podemos gerar o
gr�a�co manualmente. Bastaria usar uma das fun�c~oes abaixo para cada intervalo:

=CONT.SE(A1:A20;"<0.1") ou =CONT.SES(A1:A20;">0";A1:A20;"<.1")

No entanto, se o objetivo �e gerar observa�c~oes sem a necessidade de coloc�a-las na planilha, o que
pode ser extremamente �util, temos que montar macros para gerar valores e logo identi�car em que
intervalo o valor se encontra, incrementando a frequênciadesse intervalo (ou seja, somando 1). Esse
ser�a o pr�oximo conte�udo.

2.5.2 Montando uma distribui�c~ao de frequências

Exemplo 2.25. Elabore uma macro para gerarn observa�c~oes de umaX � U(0; 1), de�nir K = 10
intervalos (por exemplo [0;0,1], (0,1; 0,2], ..., (0,9;1]) e contar quantas observa�c~oes caem em cada
intervalo. Em suma, elaborar uma Tabela de Frequência deX . Use n = 1000.

Uma forma de elaborar esta macro �e discretizando as observa�c~oes no intervalof 1; 2; � � � ; 10g, que
s~ao ��ndices do vetorF.

Sub Freq()
Dim F(10) As Integer
n = 1000
For i = 1 To n

x = Rnd()
y = Int(10 * x) + 1
F(y) = F(y) + 1

Next
For i = 1 To 10

MsgBox "Frequencia na classe " & i & ": " & F(i)
Next
End Sub

Exemplo 2.26. Elaborar uma macro para construir uma distribui�c~ao de frequência criando uma
matriz que conter�a os limites superiores dos intervalos, euse X � U(� 2; 2). Leia os limites de
uma planilha (B2:BK, onde K �e o n�umero de classes) e coloque as frequências relativasobtidas na
mesma planilha com o comandocells(linha,coluna).

Sub FreqInt()
Dim F(10, 2) As Single
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K = InputBox("Introduza o N�umero de classes:")
n = 10000
For j = 1 To K

F(j, 1) = Cells(j + 1, 2)
Next
For i = 1 To n

y = Rnd() * 4 - 2
For j = 1 To K

If (y < F(j, 1)) Then F(j, 2) = F(j, 2) + 1
Next

Next
For j = 1 To K

Cells(j + 1, 3) = F(j, 2) / n
Next
MsgBox "Conclu��do!"
End Sub

Exemplo 2.27. Elaborar uma macro para distribui�c~ao de frequência criando uma matriz que con-
ter�a tamb�em os limites dos intervalos, e useX � N (0; 1). Leia os limites de uma planilha e coloque
as frequências relativas obtidas na mesma planilha com o comando cells(linha,coluna), e plotar o
um gr�a�co de dispers~ao com as frequências obtidas.

Sub FreqInt()
Dim F(20, 2) As Single

K = 20
n = 10000
Pi = 4 * Atn(1)

For j = 1 To K
F(j, 1) = Cells(j + 1, 2)

Next

For i = 1 To n
R1 = Rnd()
R2 = Rnd()
y = Sin(2 * Pi * R1) * Sqr(-2 * Log(R2)) 'Gerando N(0,1)

For j = 1 To K
If (y < F(j, 1)) Then F(j, 2) = F(j, 2) + 1

Next
Next
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For j = 1 To K
Cells(j + 1, 3) = (F(j, 2) - F(j - 1, 2)) / n

Next

' Gera�c~ao de Gr�afico
ActiveSheet.Shapes.AddChart.Select
ActiveChart.ChartType = xlXYScatter
ActiveChart.SetSourceData Source:=Range("B2:C21")
ActiveChart.SeriesCollection(1).Select

End Sub

Observa�c~ao 2.5. Vale notar que o VBA tem uma fun�c~ao pr�opria para gerar observa�c~oes N(0,1):
y = Application.NormSInv(Rnd()) , assim como o valor de� , Application.Pi() . Al�em disso, h�a
outras formas de gerar observa�c~oes normais. As linhas abaixo foram escritas em outra linguagem,
mas mostra um algoritmo e�ciente para gera�c~ao de normais padr~ao.

float x1, x2, w, y1, y2;

do {
x1 = 2.0 * ranf() - 1.0;
x2 = 2.0 * ranf() - 1.0;
w = x1 * x1 + x2 * x2;

} while ( w >= 1.0 );

w = sqrt( (-2.0 * ln( w ) ) / w );
y1 = x1 * w;
y2 = x2 * w;

2.5.3 Gerando distribui�c~oes amostrais

Na etapa anterior geramos observa�c~oes de algumas distribui�c~oes em particular, atribuindo valores
aos parâmetros dessas distribui�c~oes. Tamb�em calculamos a m�edia amostral e a variância amostral,
veri�cando que quando o n (tamanho da amostra) cresce, o valor produzido por estas quantidades
amostrais se aproximam dos valores te�oricos. A Estat��stica funciona assim, ou seja, alguma dis-
tribui�c~ao, com um determinado parâmetro (ou mais de um) gerou os dados, e um dos principais
objetivos �e usar esses dados para tentar \descobrir"(ouestimar) esse parâmetro que gerou os dados.

As f�ormulas adotadas, tal como am�edia amostral ou variância amostral, ser~ao chamados deesti-
madorese os valores num�ericos gerados por eles para cada amostra ser~ao chamados deestimativas.
E poderemos ter v�arios estimadores para um mesmo para um mesmo parâmetro. Naturalmente,
se tivermos amostras diferentes (ainda que de mesmo tamanhon) poderemos ter estimativas dife-
rentes, de forma que esses tais estimadores s~ao tamb�em vari�aveis aleat�orias, e, portanto, têm que
ter uma distribui�c~ao associada. Para que tenhamos algumainforma�c~ao sobre a distribui�c~ao dos
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estimadores, geraremos muitas dessas estimativas e estudaremos suas caracter��sticas (histograma,
m�edia, variância etc.). Esse ser�a o procedimento geral nas pr�oximas etapas.

Exemplo 2.28. Elaborar uma macro para gerar amostras de tamanhon = 5 de uma U(0; 1) e
salvar na planilha a m�edia amostral e a variância amostral. A macro dever�a repetir esse processo
r = 10:000 vezes, colocando em linhas distintas essas estimativas. Ao�nal, apresente a distri-
bui�c~ao de frequência dessas estimativas. As estimativas m�edias est~ao pr�oximas das populacionais
(te�oricos)?

Vamos inicialmente obter as estimativas m�edias:

Sub EstimativasU01()
n = 5
r = 10000

For k = 1 To r
Soma = 0: Soma2 = 0
For i = 1 To n

x = Rnd()
Soma = Soma + x
Soma2 = Soma2 + x ^ 2

Next

M1 = Soma / n ' Momento Amostral de ordem 1
M2 = Soma2 / n ' Momento Amostral de ordem 2
Cells(k, 1) = M1
Cells(k, 2) = M2 - M1 ^ 2

Next
End Sub

Note que a estimativa m�edia deve estar bem pr�oxima do verdadeiro valor (te�orico) E(X ) = 1
2 .

No entanto, a estimativa m�edia para a variância deve estar um tanto abaixo do valor te�orico
V ar(X ) = 1

12. Multiplique o valor obtido por n=(n � 1) e você ter�a uma proximidade bem melhor,
sem vi�es. Isso ocorreu porque na f�ormula da variância adotada dividimos por n, e para construir
um estimador melhor devemos dividir porn � 1. Neste caso dizemos que o estimador �en~ao viesado
(ou n~ao viciado). Naturalmente, para valores grandes den n~ao far�a diferen�ca relevante dividir por
n ou por n � 1, por isso nesse caso a variância amostral viesada (dividindo-se porn) dever�a ser um
bom estimador da verdadeira variância populacional.

Agora fa�ca a distribui�c~ao de frequência e veja o comportamento (distribui�c~ao) dos dois estima-
dores: m�edia amostral e variância amostral n~ao-viesada, dados pelas f�ormuas abaixo:

X =
1
n

nX

i =1

X i e S2 =
1

n � 1

nX

i =1

(X i � X )2:
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2.5.4 Organizando macros em sub-macros ou fun�c~oes

A subdivis~ao de uma macro em v�arias menores pode facilitara compreens~ao da mesma, embora
exija maiores cuidados. Se o resultado da submacro for um valor, podemos cham�a-la defun�c~ao,
com algumas particularidades. Uma fun�c~ao recebe um ou mais argumentos e calcula um valor.
Vamos refazer a macro anterior usando uma sub-macro que ser�a repetida para cada r�eplica dentro
da macro m~ae.

Sub Amostra(k)
n = 5
Soma1 = 0: Soma2 = 0
For i = 1 To n

x = Rnd()
Soma1 = Soma1 + x
Soma2 = Soma2 + x ^ 2

Next

M1 = Soma1 / n ' Momento Amostral de ordem 1
M2 = Soma2 / n ' Momento Amostral de ordem 2
Cells(k, 1) = M1
Cells(k, 2) = M2 - M1 ^ 2
End Sub

Sub EstimativasU01()
r = 10000
For k = 1 To r

Amostra(k)
Next
End Sub

Um cuidado muito importante �e com o escopoda vari�avel. A vari�avel r de�nida na rotina principal
recebe o valorr = 10000 nesta rotina, mas na rotinaAmostra a vari�avel r estar�a sem valor algum.

Exemplo 2.29. Construir uma rotina com o uso de fun�c~oes para calcularC(n; k) = n!=(k!(n � k)!)

Function Fatorial(k)
Fatorial = 1
For i = 1 To k

Fatorial = Fatorial * i
Next
End Function

Function combinacao(n1, k1)
combinacao = Fatorial(n1) /(Fatorial(k1) * Fatorial(n1 - k 1))
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End Function

Sub calculacomb()
n = InputBox("Insira um n�umero n")
k = InputBox("Insira um n�umero k")
MsgBox "C(" & n & "," & k & ") = " & combinacao(n, k)
End Sub

Em diversas situa�c~oes na Estat��stica h�a necessidade dealeatorizar um conjunto den n�umeros, ou
seja, obter uma permuta�c~ao aleat�oria destes. Essa opera�c~ao �e frequentemente denominada deshu�e .
Um bom algoritmo pode ser obtido emhttp://en.wikipedia.org/wiki/Fisher-Yates_shuffle .
Basicamente, as opera�c~oes se d~ao com os ��ndices do vetorque cont�em os n n�umeros, mas trocando
os conte�udos desse vetor. Basta realizarn � 1 opera�c~oes, pois o n�umero restante �e colocado ao
�nal da permuta�c~ao. A tabela a seguir ilustra o funcionamento do algoritmo com n = 5 n�umeros,
digamos a1; a2; � � � ; a5, colocados no vetora. A permuta�c~ao ser�a representada pelo vetora � . Na
Etapa 1 temos 5 op�c~oes para escolher o ��ndice dea que ser�a o primeiro dea � , por isso sorteamos
um n�umero aleat�orio entre 1 e 5. Selecionado o 4, permutamos a1 com a4 de a. Na Etapa 2
sorteamos um n�umero k no intervalo 2 a 5, e permutamosa(2) com a(k), e assim por diante.

Etapa Inicial Intervalo Sorteado Permuta Final

1 a1 a2 a3 a4 a5 1 a 5 4 a1 $ a4 a4

2 a2 a3 a1 a5 2 a 5 3 a2 $ a3 a4 a3

3 a2 a1 a5 3 a 5 5 a2 $ a5 a4 a5 a1

4 a3 a2 4 a 5 4 a3 $ a3 a4 a5 a1 a3

) a4 a5 a1 a3 a2

Exemplo 2.30. Monte um algoritmo para ler um conjunto den n�umeros da coluna A e criar uma
permuta�c~ao aleat�oria, colocando-a na coluna B.

Sub Permuta()
Dim Ordem() As Integer
n = 5
ReDim Ordem(n)
For i = 1 To n: Ordem(i) = Cells(i, 1): Next 'Faz a leitura dos n� umeros
For i = 1 To n

j = Int(i + (n - i + 1) * Rnd())
temp = Ordem(i)
Ordem(i) = Ordem(j)
Ordem(j) = temp
Cells(i, 2) = Ordem(i)
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Next
End Sub

2.5.5 Obten�c~ao de Probabilidades sob a vis~ao frequentis ta

O conceito freq•uentista de probabilidade envolve basicamente a elabora�c~ao de uma seq•uencia de re-
peti�c~oes para um determinado evento. Essas repeti�c~oess~ao normalmente denominadas deR�eplicas .
A id�eia de repeti�c~oes justi�ca a denomina�c~ao \teoria f req•uentista", ou seja, baseada em frequências.
A teoria ampara-se na regularidade estat��stica das freq•uencias relativas e sustenta que a probabi-
lidade de um dado acontecimento pode ser medida observando afreq•uencia relativa desse acon-
tecimento, em uma sucess~ao numerosa de experiências idênticas e independentes, cada uma delas
resultando emsucessoou fracasso.
Nesta linha de racioc��nio, quando queremos determinar a probabilidade de ocorrência de um evento
A, repetimos o experimento um n�umero grande, digamosn, de vezes, de onde observamosnA

ocorrências do eventoA (sucesso). A probabilidade de ocorrência deA, representada porP(A),
ser�a aproximada pela fra�c~ao de vezes que ocorreu o eventoA, ou seja

P(A) '
nA

n
: (2.1)

Normalmente essa fra�c~ao �e representada porf (A) ou f A . Um exemplo simples pode ser sobre a
probabilidade de sair cara no lan�camento de uma determinada moeda. O evento est�a bem claro,A:
sair cara no lan�camento da moeda, e se a moeda for regular (ou honesta), teremos queP(A) = 1

2 ,
mas nunca sabemos se �e realmente regular. Para veri�car podemos fazern lan�camentos da moeda
e anotar os resultados. Se a moeda for honesta, devemos ter aproximadamente metade (nA = n=2)
lan�camentos em que o resultado ser�a cara, e teremos

P(A) '
n=2
n

=
1
2

: (2.2)

Exerc��cio 2.5.8. Considere um quadrado comx 2 [0; 1] e y 2 [0; 1]. Sorteando um ponto (x; y) ao
acaso, qual a probabilidade deste ponto cair no triângulo inferior do quadrado (�area hachureada)?

Primeiro devemos identi�car a �area de interesse (eventoA), que neste caso �e o conjunto dos
pontos em quex > y , ou seja,A = f (x; y) : x > y g. Feito isso, em termos de frequência relativa,
este problema poderia ter a seguinte reformula�c~ao:Elabore uma macro para gerarn observa�c~oes
de uma X � U(0; 1) e Y � U(0; 1). Veri�que se elas est~ao dentro do triângulo inferior (ou seja,
se x > y ), contando os pontos em que essa condi�c~ao �e verdadeira e,ao �nal, obtendo a propor�c~ao
destes pontos pornA =n.

Sub Triangulo()
n = 100000
Conta = 0

For i = 1 To n
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Figura 2.5 �Area do evento de interesse

x = Rnd()
y = Rnd()
If x > y Then Conta = Conta + 1

Next
MsgBox "Probabilidade = " & Conta / n

End Sub

Podemos usar este racioc��nio para qualquer evento que possa ser representado por uma fun�c~ao. No
exemplo do triângulo, temos quef (x) = x limita a regi~ao A de interesse. A Figura 2.5.5 representa
a fun�c~ao f (x) = x=(x + 2) 2, que limita a regi~ao de interesse.
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Figura 2.6 �Area do evento de interesse: abaixo da curvaf (x) = x=(x + 2) 2

Observa�c~ao 2.6. Quando necess�ario, usaremos a seguinte nota�c~ao de regi~ao: x 2 [a; b] e y 2 [c; d],
ent~ao teremos o retânguloR = [ a; b] � [c; d]. Ainda, quando a regi~ao for quadrada, tal comoQ =
[a; b] � [a; b], usaremosQ = [ a; b]2.

Observa�c~ao 2.7. Como j�a visto em diversas situa�c~oes, se gerarmos um valorx no intervalo (0,1),
ent~ao a transforma�c~ao (b� a)x + a passar�a a ter valores no intervalo (a; b).
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Exerc��cio 2.5.9. Considere um retânguloR = [0 ; 1] � [0; 2]. Sorteando um ponto (x; y) ao acaso,
qual a probabilidade deste ponto cair na �area em quex < y ?

Exerc��cio 2.5.10. Considere um quadradoQ = [ � 1; 1]2. Sorteando um ponto (x; y) ao acaso em
Q, qual a probabilidade deste ponto cair dentro do c��rculo unit�ario?

Esta probabilidade pode ser calculada diretamente pela rela�c~ao entre as �areas do c��rculo de raio 1,
que �e � , e a do quadrado [� 1; 1]2, que �e 4. Portanto, a probabilidade desejada ser�a�= 4 = 0; 785,
aproximadamente.

Primeiro devemos identi�car a �area de interesse, que nestecaso �e o conjunto dos pontos em que
x2 + y2 < 1, ou seja,A = f (x; y) 2 [� 1; 1]2 : x2 + y2 < 1g. Feito isso, em termos de frequência
relativa, este problema consiste em sortear um n�umero grande de pontos (x; y). Para cada ponto, o
eventoA (sucesso) ocorrer�a se o ponto (x; y) estiver dentro do c��rculo. Em termos de implementa�c~ao
ele poderia ter a seguinte reformula�c~ao:Elabore uma macro para gerarn observa�c~oes de uma
X � U(0; 1) e Y � U(0; 1) e depois transforme-as para o intervalo [-1;1]. Veri�que seelas est~ao
dentro do c��rculo de raio 1 (ou seja, sex2 + y2 � 1, contando qual a propor�c~ao destes pontos.
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Figura 2.7 Contagem do n�umero de eventos favor�aveis

Sub Circulo()
n = 100000
Conta = 0

For i = 1 To n
x = Rnd()
y = Rnd()
x = 2 * x - 1
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y = 2 * y - 1
r = Sqr(x ^ 2 + y ^ 2)
If (r < 1) Then Conta = Conta + 1

Next
MsgBox "Probabilidade = " & Conta / n

End Sub

Exemplo 2.31. Repita o exemplo anterior considerando uma esfera de raio 1 dentro de um cubo
de lado 2, e conte a propor�c~ao de pontos que cair�a na esfera.

Este c�alculo tamb�em pode ser feito exatamente pela rela�c~ao entre o volume da esfera (43 � ) e o
volume do cubo de lado 2 (23 = 8), resultando em �= 6 � 0; 5236, aproximadamente.

Sub Esfera()
n = 10 ^ 7
Conta = 0

For i = 1 To n
x = Rnd()
y = Rnd()
Z = Rnd()

x = 2 * x - 1
y = 2 * y - 1
Z = 2 * Z - 1
r = Sqr(x ^ 2 + y ^ 2 + Z ^ 2)
If (r < 1) Then Conta = Conta + 1

Next
MsgBox "Probabilidade = " & Conta / n
End Sub

2.5.6 Aproximando uma integral

Podemos usar este mesmo princ��pio para aproximar o valor deuma integral, que em muitas situa�c~oes
equivale a calcular uma probabilidade. Por exemplo, desejamos obter a �area da regi~aoA, contida
em um retânguloR. Essa integral (probabilidade) pode ser calculada diretamente pela rela�c~ao entre
as �areas da regi~aoA e a deR. Considerando a regi~aoA de�nida x 2 (0; 1) e y 2 (0; f (x)) (ver
Figura 2.8), claramente a �area deR �e 1, e a �area de A �e dada por

Z 1

0
f (x)dx =

Z 1

0
x2dx =

�
x3

3

� 1

0
=

1
3

:

Portanto, a �area desejada ser�a 1=3
1 = 1

3 . Para �ns de simula�c~ao, devemos gerar um pontox e
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calcular f (x). Este valor ser�a usado para determinar a condi�c~ao(ou probabilidade) de sucesso do
evento A desejado. Portanto, dever�a ser gerado um outro pontoy cuja probabilidade de sucesso
(estar sob a curva) ser�a dada por f (x), ou seja, y < f (x) ser�a a condi�c~ao de sucesso. En�m,
contaremos o n�umero de sucessos.

Na pr�atica, �e a mesma coisa feita para o exemplo do triângulo. Geramos (X; Y ) em um de-
terminado retângulo e veri�camos se o ponto caiu em uma regi~ao de interesse, que �e abaixo da
fun�c~ao.

Exerc��cio 2.5.11. Elabore uma macro para gerarn observa�c~oes de umaX � U(0; 1) e Y � U(0; 1).
Veri�que se elas est~ao dentro da regi~aoA de�nida pelas fun�c~oes f (x) = 0 e f (x) = x2; x 2 (0; 1),
contando qual a propor�c~ao de pontos que caem emA.
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Figura 2.8 Contagem do n�umero de eventos favor�aveis em[0; 1]2

Sub Integral()
n = 100000
Conta = 0
For i = 1 To n

x = Rnd()
y = Rnd()
f = x ^ 2
If y < f Then Conta = Conta + 1 ' Est�a abaixo da fun�c~ao

Next
MsgBox "Probabilidade = " & Conta / n

End Sub

Caso a varia�c~ao dex ou f n~ao fosse o intervalo (0; 1), dever��amos transformar x e y linearmente
por x � = ( bx � ax )x + ax e y� = ( by � ay)x + ay , de forma a cobrir a �area desejada. Assim estamos
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esticando ou encolhendo o intervalo inicial (0,1). Para saber o m��nimo e/ou o m�aximo da fun�c~ao f ,
podemos usar o Excel, por exemplo, colocar v�arios valores de x na colunaA e na colunaB usamos
uma f�ormula para obter os valores da fun�c~aof avaliados nos pontos da colunaA. Ap�os isso �e s�o
obter o m�aximo dos valores obtidos na colunaB .

Exemplo 2.32. Elabore uma macro para obter uma aproxima�c~ao para a integral de f (x) = x2; x 2
(0; 2).

Claramente essa integral resulta em 8=3. Notemos quex 2 (0; 2) e f (x) 2 (0; 4), de forma
que devemos considerar a �area do retângulo que engloba a fun�c~ao f no intervalo desejado, isto �e,
[0; 2] � [0; 4], que tem �area Q = 8.

Sub Integral()
n = 100000
Q = 8 ' �area do quadrado [0,2]x[0,4]
Conta = 0
For i = 1 To n

x = Rnd() * 2 'Intervalo [0,2]
y = Rnd() * 4 'Intervalo [0,4]
f = x ^ 2
If y < f Then Conta = Conta + 1 '(Condi�c~ao de Sucesso)

Next
MsgBox "Integral = " & (Conta / n) * Q

End Sub

Vamos considerar agora o caso bidimensional. Sejaf (x; y) = exp f� (x2 + y2)=2g; (x; y) 2 IR 2.
Esta fun�c~ao �e sim�etrica em torno da origem, com seu m�aximo no ponto (0; 0), igual a expf 0g = 1,
com varia�c~ao predominante no intervalo [� 4; 4]. O resultado dessa integral �e 2� ' 6; 283:

Sub Gaussiana2()
n = 10 ^ 7
a = 4 ' intervalo [-a , a]
Q = 1 * (2 * a) ^ 2 ' volume do paralelep��pedo
For i = 1 To n

x = Rnd() * (2 * a) - a ' [-a , a]
y = Rnd() * (2 * a) - a ' [-a , a]
Z = Rnd() ' [ 0 , 1]
f = Exp(-(x ^ 2 + y ^ 2) / 2)

If Z < f Then Conta = Conta + 1 '(Condi�c~ao de Sucesso)
Next
Integ = (Conta / n) * Q
MsgBox "Integral: " & Integ
End Sub
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Figura 2.9 Integral de uma normal bidimensional

2.6 Alguns problemas especiais de Probabilidade

Vamos agora considerar a seguinte situa�c~ao: seX i � Exp(� ); i = 1 ; � � � ; m; e Y =
P m

i =1 X i , vamos
obter a P(Y > K ).

Exerc��cio 2.6.1. Elabore uma macro para gerarm observa�c~oes de umaX � Exp(� ) e som�a-las.
Veri�que se esta soma �e superior aK . Repita o processon vezes, calculando a propor�c~ao de pontos
que satisfaz a condi�c~ao. Usem = 15, � = 20, K = 365 e n = 10000.

Sub Exponencial()

n = 10000
m = 15
lambda = 20
K = 365

Conta = 0
For i = 1 To n

Soma = 0
For j = 1 To m

x = -lambda * Log(1 - Rnd())
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Soma = Soma + x
Next

If (Soma > K) Then Conta = Conta + 1
Next
Prob = Conta / n
MsgBox "Probabilidade: " & Prob

End Sub

2.7 O M�etodo da Transforma�c~ao Inversa

Uma forma mais geral de gera�c~ao de vari�aveis aleat�orias�e atrav�es de sua Fun�c~ao de Distribui�c~ao
FX (x) = P(X � x) 2 [0; 1], chamadoM�etodo da Transforma�c~ao Inversa. Gerando Y � U(0; 1), e
resolvendoY = F (X ), chegamos aX = F � 1(Y ) com a distribui�c~ao desejada.
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Figura 2.10 Transforma�c~ao Inversa

Exemplo 2.33. Considerando X � U(a; b), temos queFX (x) = ( x � a)=(b � a). Resolvendo
y = ( x � a)=(b� a) obtemosx = ( b� a)y+ a. Basta agora gerarY � U(0; 1) e fazer a transforma�c~ao.
Podemos notar quex 2 (a; b).

Exemplo 2.34. ConsiderandoX � Exp(� ), temos queFX (x) = 1 � e� �x . Resolvendoy = 1 � e� �x

obtemosx = � 1
� ln(1 � y). Basta agora gerarY � U(0; 1) e fazer a transforma�c~ao. Podemos notar

que x 2 (0; 1 ).
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2.8 O Ambiente R

R �e uma plataforma livre para computa�c~ao estat��stica que inclue um excelente ambiente gr�a�co.
O R come�cou a ser desenvolvido por Robert Gentleman e Ross Ihaka do Departamento de Es-
tat��stica da Universidade de Auckland na Nova Zelândia, mais conhecidos por "R & R", apelido
do qual se originou o nomeR do programa. Com o incentivo de um dos primeiros usu�arios deste
programa, Martin M•achler do ETH Z•urich (Instituto Federa l de Tecnologia Zurique da Su���ca), "R
& R"lan�caram o c�odigo fonte do R em 1995, dispon��vel por ftp (uma forma de se transferir dados
pela internet), sobre os termos de Free Software Foundations GNU general license, que seria um
tipo de "licen�ca para softwares livres". Desde ent~ao oR vem ganhando cada vez mais adeptos em
todo o mundo, em parte devido ao fato de ser totalmente gratuito e tamb�em por ser um programa
que exige do usu�ario o conhecimento das an�alises que est�afazendo, diminuindo assim as chances
de uma interpreta�c~ao errada dos resultados. Outro fator importante para a difus~ao doR �e a sua
compatibilidade com quase todos os sistemas operacionais.

Apresentaremos a seguir um breve resumo de suas fun�c~oes, deixando os detalhes para os muitos
manuais dispon��veis na Internet; na p�agina http://www.helitontavares/R/ h�a v�arios deles. Iniciamos
com algumas observa�c~oes gerais antes de apresentar as fun�c~oes mais usuais. Naquela p�agina tamb�em
ser~ao disponibilizados os execut�aveis para instala�c~ao.

Caso sensitivo Todas as fun�c~oes em R s~ao caso-sensitivas, ou seja, vari�aveis com letras mai�usculas
s~ao diferentes de vari�aveis com letras min�usculas. Por exemplo, x=2 e X=3 ser~ao duas
vari�aveis distintas com valores diferentes.

Help Para obter ajuda sobre um comandoplot, usehelp(plot) ou ?plot. O mesmo vale para qualquer
outro comando.

Script O conjunto de comandos ser�a chamado de script. �as vezes encontrase com outras de-
nomina�c~oes (macro, sintaxe, programa etc). Podemos usara combina�c~ao de teclasCON-
TROL+R para rodar as linhas selecionadas de script.

RStudio O RStudio �e uma interface que organiza de forma bem e�cientev�arias janelas no R.
Recomenda-se fortemente a sua instala�c~ao, ap�os a instala�c~ao do R. A partir disso, basta abrir
o RStudio que ele j�a ativar�a o R.

package De forma geral, os comandos do R est~ao dentro depacotes (packages), de forma que antes
de executar comandos espec���cos �e necess�ario carregar um ou mais pacotes.

Abaixo apresentamos o visual do RStudio. Ele est�a divididoem quatro janelas, em que a pri-
meira (superior-esquerda) cont�em o conjunto de comandos que queremos executar (Script), podendo
conter v�arios scripts, em abas distintas, um ao lado do outro. A janela superior-direita cont�em o
workspace (todas as vari�aveis criadas), bem como o hist�orico. Na janelainferior-esquerda, chamada
console , s~ao apresentados os resultados dos processamentos dos scripts. Na janela inferior-direita ,
podemos visualizar todos os gr�a�cos gerados, al�em de help, pacotes (packages) e arquivos. Um
breve resumo dos principais comandos do R ser�a apresentadoa aseguir.
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Figura 2.11 Apresenta�c~ao do RStudio

2.8.1 Rodando scripts

�E sempre aconselh�avel escrever os scripts e salv�a-los em um arquivo, que ter~ao a extens~ao.R.
Tamb�em �e imporante que os scritps contenham explica�c~oes sobre o que faz cada opera�c~ao; usa-
se o caracter] para iniciar um coment�ario. Na p�agina www.helitontavare s,com/R com o arquivo
script1.R que cont�em todos os comandos aqui apresentados.

Para rodar um scritp podemos ir at�e a janela de scripts, marcar as linhas a serem executadas e
clicar no ��cone de Run, ao topo desta janela. Tamb�em podemos teclar CONTROL+R. Alternativa-
mente, podemos copiar ou digitar diretamente noconsolee teclar enter. Veremos que o R enumera
as linhas com [1], [2] ...
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2.8.2 Obtendo ajuda sobre algum comando

Na janela de ajuda, clique o nome do comando comando desejado. Alternativamente, podemos
escrever no script o comando help(plot) ou ?plot e execut�a-lo.

2.8.3 Fomas de atribui�c~oes de valores

i ) a<-2

ii ) 2->a

iii ) a=2

2.8.4 Construindo sequências

i ) A=1:10 produz 1,2,3,...,9,10

ii ) C = seq(from=1, to=10) mesmo que 1:10

iii ) D = seq(length=51, from=-5, by=.2)

iv ) C = seq(from=1, to=4, length=6)

v) C = seq(from=1, to=4, by=0.5)

vi ) C = seq(2,50,2) produz 2,4,6,8, ... ,50

vii ) E = rep(2, times=5)

viii ) rep(5, times=3) produz 5 5 5

ix ) rep(1:5, 3) produz [1] 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

2.8.5 Montando vetores e matrizes

A fun�c~ao c() �e usada para juntar (concatenar) diferentes elementos para formar um arranjo maior.
Vejamos alguns exemplos:

i ) B=c(1,2,3) produz 1,2,3

ii ) F = c(B, 0, A)

iii ) a = c(3.4, pi, exp(-1))

iv )

v)

Introdu�c~ao �a Probabilidade 2018 Notas de aulas



2.8 O Ambiente R 71

Uma primeira aplica�c~ao: imc

O ��ndice de massa corp�orea (imc), muito utilizado em diversas �areas m�edicas, bem como em
Educa�c~ao F��sica, �e obtido pela f�ormula: imc = peso=altura2 [peso emKg e altura em metros(m)].
Nesta aplica�c~ao foram obtidos os pesos e alturas de seis pessoas e desejamos calcular seus imc's.

peso = c(60, 72, 57, 90, 95, 72)
altura = c(1.75, 1.80, 1.65, 1.90, 1.74, 1.91)
imc = peso/(altura^2)
imc

2.8.6 Principais fun�c~oes matem�aticas

i ) log(x) # Log de base e de x

ii ) exp(x) # Antilog de x (e^x)

iii ) log(x,n) # Log de base n de x

iv ) log10(x) # Log de base 10 de x

v) sqrt(x) # Raiz quadrada de x

vi ) choose(n,x) n!/(x!(n-x)!)

vii ) cos(x), sin(x), tan(x) # Fun�c~oes trigonom�etricas de x em radianos

viii ) acos(x), asin(x), atan(x) # Fun�c~oes trig. inversas de x em radianos

ix ) abs(x) # Valor absoluto de x

x) round(x, dig = 1)

xi ) sort(x) # Organizando os dados

xii ) sort(x,decreasing=T)

Principais fun�c~oes Estat��sticas

i ) min(x) # M��nimo do vetor x

ii ) max(x)) # M�aximo do vetor x

iii ) sum(x) # Soma dos elementos de x

iv ) length(x) # Num. elementos de x

v) mean(x) # M�edia amostral
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vi ) var(x) # Variância amostral

vii ) sd(x) # Desvio padr~ao amostral

viii ) median(x) # Mediana amostral

ix ) quantile(x,p) # Quantis p=(p1,p2...) dos elementos de x. Ex . p=c(.25,.5,.75)

x) cor(x,y) # Correla�c~ao amostral entre X e Y

xi ) range(x) # Equivalente a c(min(x),max(x))

xii ) table() # Frequências

xiii ) summary(x) # Resumo de estat��sticas descritivas

xiv ) cumsum(x) # Acumulada prod(x)

xv) cumprod(x) # Acumula os produtos

xvi ) diff(x) # x(i)-x(i-1)

xvii ) which.min(x) # Posi�c~ao do m��nimo

xviii ) which.max(x) # Posi�c~ao do m�aximo

Observa�c~ao 2.8. : Algumas fun�c~oes podem ser constru��das a partir das fun�c~oes.

max(x)-min(x) # amplitude total
colMeans(H) # Media para cada coluna
sd(x)/mean(x)*100 # coeficiente de varia�c~ao
sd(x) = sqrt(var(x))
diag(var(H)) # variancias por coluna

2.8.7 Gr�a�cos bidimensionais

A principal fun�c~ao para plotar uma fun�c~ao f (x) �e a plot, que tem v�arias op�c~oes. Basicamente,
devemos criar um vetorx com os pontos em que ser~ao calculados os valores da fun�c~aoy = f (x).
A cada comando plot ser�a gerado um novo gr�a�co, e todos poder~ao ser acessados atrav�es das setas
(esquerda e direita) da janela plots. Abaixo segue um conjunto de exemplos e op�c~oes desta fun�c~ao.
O help com as op�c~oes pode ser obtido comhelp(plot).

i ) plot(x,y,type='b')

ii ) plot(x,log(x),type='b')

iii ) plot(x, y, type = "l")
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iv ) plot(x, y, type = "p")

v) plot(x, y, type = "o")

vi ) plot(x, y, type = "b")

vii ) plot(x, y, type = "h")

viii ) plot(x, y, type = "S")

ix ) plot(x, y, type = "s")

x) plot(x, y, type = "n")

xi ) points(rev(x),y)#adiciona pontos ao gr�afico ativo

xii ) lines(x,100-y) #adiciona linhas ao gr�afico ativo

Alterando alguns padr~oes dos gr�a�cos

i ) points(x,8000-y,pch="*") #s��mbolo asterisco

ii ) points(rev(x),y,pch=3) #adiciona cruzes

iii ) plot(x,y,pch="@")

iv ) plot(x,y,pch=1:3)

v) plot(0:20,0:20,pch=0:20)

vi ) curve(100*(x^3-x^2)+15, from=0, to=1)

Gr�a�cos bidimensionais com subgr�a�cos

i ) par(mfrow = c(1,1)) #padr~ao

ii ) par(mfrow = c(3,2)) #gr�aficos m�ultiplos

iii ) par(mfrow = c(4, 2), mar = c(2, 2, 0.3, 0.3), mgp = c(1.5, 0.6,0 ))

Gr�a�cos tridimensionais

O principal comando para gr�a�cos em 3d �e o open3d() .

i ) x = sort(rnorm(1000))

ii ) y = rnorm(1000)

iii ) z = rnorm(1000) + atan2(x,y)

iv ) plot3d(x, y, z, col=rainbow(1000))
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2.8.8 Opera�c~oes matriciais

i ) A = 1:9

ii ) A = matrix(A, nrow = 3, ncol = 3, byrow = TRUE)

iii ) A[3,3]=10 # Muda o elemento (3,3) da matriz A

iv ) A[,1]

v) B[1,3]; B[c(1,2),3];B[c(1,3),c(2,4)] #selecionando par tes de uma matriz

vi ) B = t(A)

vii ) rowSums(A[,2:3])

viii ) diag(c(1, 2, 3))

ix ) A * B # Produto ponto a ponto

x) A %*% B # Produto matricial

xi ) A.inv = solve(A)) # Inversa de A

xii ) A %*% A.inv #

xiii ) det(A) determinante da matriz A

xiv ) pmin, pmax

2.8.9 Distribui�c~oes de probabilidade e fun�c~oes associa das

H�a muitas distribui�c~oes de probabilidade na �area de Estat��stica. Para cada distribui�c~ao podemos
estar interessados em quatro tipos de opera�c~oes, representadas por d, p, q, r, descritas abaixo.

d : fun�c~ao (densidade) de probabilidade avaliada em um ponto;

p : probabilidade associada a algum evento,

q : valores para construir Intervalos de Con�an�ca (IC),

r : observa�c~oes pseudo-aleat�orias.

Estas letras precedem as fun�c~oes das distribui�c~oes. Osprincipais casos s~ao:

i ) Normal: dnorm(), pnorm(), qnorm(), rnorm()

ii ) t-Student: dt(), pt(), qt(), rt()

iii ) Qui-quadrado: dchisq(), pchisq(), qchisq(), rchisq()
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iv ) Poisson: dpois(), ppois(), qpois(), rpois()

v) Uniforme:

vi ) Gama:

vii ) Cauchy:

viii ) Geom�etrica:

ix ) Hipergeom�etrica:

x) F:

xi ) Exponencial:

xii ) Beta:

xiii ) Weibull:

Exemplo 2.35. Obter o valor f (x) da densidade daN (0; 1) avaliada no pontox = 1 .

dnorm(x=1,mean=0,sd=1)

Resultado, f (1) = 0 :2419707

Exemplo 2.36. Plotar o gr�a�co da fdp N (0; 1).

x = seq(-3,3,0.01)
plot(x,dnorm(x,0,1),type="l",xlab="x",ylab="f(x)")

Exemplo 2.37. Calcular a probabilidadeP(Z > � 1), onde Z � N (0; 1).

pnorm(-1)

Exemplo 2.38. Obter P(Z < � 1) = 0 :1586553(duas op�c~oes)

pnorm(q=-1,mean=0,sd=1,lower.tail=T)
1-pnorm(q=1,mean=0,sd=1,lower.tail=F)

Exemplo 2.39. Ober o valor dez tal que P(Z > z ) = 0 :95. Resultado: z = 1 :644854.

qnorm(p=0.95,mean=0,sd=1)
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2.8.10 Gera�c~ao de valores de vari�aveis aleat�orias no R

Uma das necessidades mais importantes �e a gera�c~ao de valores de cada ditribui�c~ao, simulando o que
ocorre na pr�atica. A letra r que determina essas fun�c~oes, prov�em da palavrarandom, que signi�ca
aleat�orio. A cada vez que executamos um comando, s~ao gerados diferentes valores aleat�orios, mas se
quisermos repeti�c~ao dos valores podemos resetar a semente (ou raiz) com o comandoset.seed(1) .
A seguir apresentamos fun�c~oes de�nidas no R para gera�c~ao de valores de vari�aveis aleat�orias para
v�arias distribui�c~oes.

Exemplo 2.40. Gerar 20 observa�c~oes de uma N(0,1).
rnorm(n=20)

Exemplo 2.41. Gerar 20 observa�c~oes de umaN (10; 9).
rnorm(n=20,mean=10,sd=3)

Descritivas

Para gerar estat��sticas descritivas de um conunto de dadospodemos usar a fun�c~aosummary.

Exemplo 2.42. Gerar 1000 valores de umaN (0; 1) e apresentar um sum�ario.

nrv = rnorm(mean=0,sd=1,n=10000)
print(summary(nrv))

Tabela 2.3 Fun�c~oes para gera�c~ao de observa�c~oes no R

Fun�c~ao Distribui�c~oes

runif(x,min,max) Uniforme
rnorm(x,mean,sd) Normal
rlnorm(x,mean,sd) Lognormal
rt(x,df) t-Student
rf(x,df1,df2) F
rchisq(x,df) Qui-quadrado
rexp(x) Exponencial
rgamma(x,shape,scale) Gama
rbeta(x,a,b) Beta
rcauchy(x,location,scale) Cauchy
rbinom(x,n,p) Binomial
rgeom(x,p) Geom�etrica
rpois(x,lambda) Poisson
rhyper(x,m,n,k) Hipergeom�etrica
rweibull(x,m) Weibull
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2.8.11 Construindo um histograma

Para plotar um histograma de um conunto de dados, usamos a fun�c~ao hist .

Exemplo 2.43. Gerar 1000 valores de umaN (0; 1) e apresentar um histograma.

nrv = rnorm(mean=0,sd=1,n=10000)
hist(nrv)

Exemplo 2.44. Gerar 1000 valores de umaN (0; 1) e apresentar um histograma.

x = rnorm(1000) #Gera�c~ao das observa�c~oes
par(mfrow=c(2,1)) #Ser~ao dois gr�aficos
hist(x,main=1) #histograma padr~ao
hist(x,breaks=seq(-5,5,.1),main=2) #histograma com op� c~oes

Perceba que foram apresentados dois gr�a�cos na mesma �guracom o par(mfrow=c(2,1)) .

Exemplo 2.45. Gerar 1000 valores de uma� 2(10) e apresentar um histograma.

x=rchisq(1000,10); #Gera�c~ao das 1000 observa�c~oes
hist(x) #histograma padr~aao de x
hist(x, #histograma de x com op�c~oes:
main="Histograma Qui-quadrado", #t��tulo
xlab="Valores", #texto do eixo das abscissas
ylab="Prob", #texto do eixo das ordenadas
br=c(c(0,5),c(5,15),5*3:7), #int das classes
xlim=c(0,30), #limites do eixo de x
ylim=c(0,0.1), #limites do eixo y
col="lightblue", #cor das colunas
border="white", #cor das bordas das colunas
prob=T, #mostrar probabilidades.
right=T, #int fechados �a direita
adj=0, #alinhamento dos textos
col.axis="red") #cor do texto nos eixos

Perceba que foram apresentados dois gr�a�cos em janelas disintas.

Exemplo 2.46. Entrar com um determinado conjunto de dados e apresentar um histograma.

dados = c(25,27,18,16,21,22,21,20,18,23,27,21,19,20,2 1,16)
hist(dados, #histograma de dados
nc=6, #n�umero de classes igual a 6
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right=F, #int fechado �a esquerda
main="Histograma", #t��tulo do histograma
xlab="tempo (em minutos)", #texto do eixo x
ylab="frequencia", #texto do eixo y
col=2) #usa a cor cinza nas barras

2.8.12 Construindo um gr�a�co de barras

Para plotar um gr�a�co de barras de um conunto de dados, usamos a fun�c~ao barplot .

Exemplo 2.47. Entrar com um determinado conjunto de dados e apresentar um gr�a�co de barras.

barplot(table(c("a","a","a","a","a","b","b","b","c" ,"c","v","v")))

Exemplo 2.48. Entrar com as frequências obtidas em determinado conjuntode dados e apresentar
um gr�a�co de barras.

dados<-c("a"=4,"b"=7)
barplot(dados)

Exemplo 2.49. Entrar com dados e apresentar um gr�a�co de barras horizontais.

barplot(table(c("a","a","a","a","a","b","b","b","c" ,"c","v","v")), hor=T)

Exemplo 2.50. Gerar n = 100 valores X � B (10; 52) e de � (10) e plotar um gr�a�co de barras

x = rnorm(100,10,4)
y = rchisq(100,10)
boxplot(x,y)

2.8.13 Construindo um gr�a�co de setores (pizza)

Para plotar um gr�a�co de pizza de um conunto de dados, usamosa fun�c~ao pie .

Exemplo 2.51. Gera�c~ao de gr�a�co de pizza

x=c(1,1,2,2,2,2,3,3,3)
pie(x)

pie(x, labels = paste(round(tp3, dig=2), "%"), col = c(2,4) )
legend("topleft", legend=names(t3), fill = c(2,4))
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2.8.14 Integra�c~ao num�erica simples

H�a v�arios m�etodos para obten�c~ao de aproxima�c~oes para integrais. Apresentamos, para �ns de
ilustra�c~ao, uma ideia bem simples de como proceder.

Exemplo 2.52. Obter valor aproximado para a integral da fun�c~ao f (t) = cos(t) no intervalo
[0; �= 6].

dt = 0.005
t = seq(0, pi/6, by = dt)
ft = cos(t)
plot(t,ft)
I = sum(ft) * dt

2.8.15 Programando com o R

Express~oe condicionais

if (logical_expression) { expression_1 ... }

if (logical_expression) { expression_1 ... } else { express ion_2 ... }

Loops

for (i in 1:n) {}

while (logical_expression) { expression_1 ... }
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Cap��tulo 3

Conceitos B�asicos

3.1 Introdu�c~ao

Muitas das decis~oes que ocorrem na pr�atica, sejam por grandes empresas, bolsas de valores,
planos de sa�ude, libera�c~ao de rem�edios para comercializa�c~ao, dentre outras, s~ao baseadas em algo
altamente favor�avel. Ressalta-se oaltamente porque as pessoas s~ao diferentes, os momentos podem
ser diferentes, as condi�c~oes s~ao �ferentes, de forma queraramente obtemos sucesso em 100% dos
casos.

Todas as vezes que se estuda algum fenômeno observ�avel, objetiva-se distinguir o pr�oprio fenômeno
e o modelo matem�atico (determin��stico ou probabil��stic o), que melhor o explique. Os fenômenos
estudados pela estat��stica s~ao fenômenos cujo resultado, mesmo em condi�c~oes normais de experi-
menta�c~ao varia de uma observa�c~ao para outra, di�cultando dessa forma a previs~ao de um resultado
futuro. Para a explica�c~ao desses fenômenos (fenômenosaleat�orios), adotaremos um modelo ma-
tem�atico probabil��stico. Que neste caso ser�a o C�alculo das Probabilidades.

3.2 Experimentos Aleat�orios

Hoje em dia grande quantidade de jogos �e oferecida, entre osquais citamos, por exemplo: A
Loteria Federal, A Sena e a Loteria Esportiva. �E natural que se pense nas chances de ganhar um
prêmio antes de se decidir em qual deles jogar. Um torcedor procura avaliar as chances de vit�oria
de seu clube antes de cada jogo do qual o mesmo participar�a. Aloteria esportiva foi criada em
fun�c~ao do interesse do brasileiro pelo futebol e de sua paix~ao por jogos. Na loteria esportiva a cada
rodada �e escolhido um determinado n�umero de jogos e a aposta consiste da escolha em cada jogo
de um dos poss��veis resultados, ou seja, vit�oria de um dos dois clubes ou empate.

Muitas vezes ao acordar nos perguntamos: Ser�a que vai chover? De um modo ou de outro
atribu��mos um valor �a chance de chover e ent~ao decidimos otipo de roupa que usaremos e se
levaremos ou n~ao um guarda chuva conosco. Pode-se imaginaruma s�erie de outras situa�c~oes na
qual nos deparamos, com a incerteza quanto �a ocorrência deuma das poss��veis alternativas dentro
de um contexto no qual se est�a inserido. Por exemplo, ao chegar a uma bifurca�c~ao na qual h�a duas
op�c~oes de tr�afego para se dirigir a um local desejado, procura-se avaliar as condi�c~oes de trânsito
nos dois caminhos para ent~ao decidir-se por um deles.

Um analista de sistemas atribui chances aos poss��veis n�umeros de usu�arios que estar~ao ligados,
a uma rede durante certo per��odo. Um engenheiro industrialavalia as chances de um determinado
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processo encontrar-se em equil��brio, ou atribui chances para as poss��veis propor�c~oes de pe�cas defei-
tuosas por ele produzidas. Um m�edico defronta-se com a incerteza em rela�c~ao ao efeito provocado
pela administra�c~ao de um novo rem�edio a um determinado paciente.

H�a uma grande classe de experimentos que, ao serem repetidos nas mesmas condi�c~oes, produzem
resultados diferentes. Em outras palavras, experimentos que, quando realizados, n~ao apresentam
resultados previs��veis de antem~ao.

De�ni�c~ao 3.2.1. Experimentos que ao serem repetidos nas mesmas condi�c~oesn~ao produzem o
mesmo resultado s~ao denominados experimentos aleat�orios.
Apresenta-se a seguir alguns exemplos de experimentos aleat�orios:

Exemplo 3.2.1. Quando retiramos um lote de pe�cas em um processo de produ�c~ao, observamos
que o n�umero de pe�cas defeituosas varia de lote para lote.

Exemplo 3.2.2. O n�umero de chamados telefônicas que chegam a uma central em um determinado
intervalo de tempo n~ao pode ser determinado de antem~ao.

Exemplo 3.2.3. Se escolhermos uma lâmpada do processo de fabrica�c~ao e observarmos o seu
tempo de dura�c~ao, veri�caremos que este tempo varia de lâmpada para lâmpada.

Exemplo 3.2.4. Se lan�carmos um dado sobre uma superf��cie plana e observarmos o n�umero que
aparece na face superior, n~ao poderemos determinar \a priori"qual ser�a esse n�umero.

Exemplo 3.2.5. Se selecionarmos um casal dentre v�arios outros casais e observarmos o sexo do
primogênito, n~ao ser�a poss��vel determin�a-lo \a prior i", e o mesmo ir�a variar de casal para casal.

De�ni�c~ao 3.2.2. Os experimentos que ao serem repetidos nas mesmas condi�c~oes conduzem ao
mesmo resultado s~ao denominados determin��sticos.
Eis alguns exemplos de experimentos determin��sticos

Exemplo 3.2.6. Se deixarmos uma pedra cair de certa altura pode-se determinar sua posi�c~ao e
velocidade para qualquer instante de tempo posterior �a queda.

Exemplo 3.2.7. Se aquecermos a �agua a 100 graus cent��grados, a mesma entrar�a em ebuli�c~ao.
Objetiva-se, portanto, construir um modelo matem�atico para representar experimentos aleat�orios.

Isso ser�a feito em duas etapas: Na primeira descreveremos para cada experimento aleat�orio o con-
junto de seus resultados poss��veis, e na segunda procuraremos atribuir pesos a cada resultado que
re
itam a sua maior ou menor chance de ocorrer, quando o experimento �e realizado.

3.3 Espa�co Amostral e Eventos

De�ni�c~ao 3.3.1. Denominaremos espa�co amostral associado a um experimentoo conjunto de seus
resultados poss��veis.

O espa�co amostral ser�a representado por um conjunto S, cujos elementos ser~ao denominados
eventos simples ou pontos amostrais. Sempre que o experimento for realizado, ir�a se supor que
ocorrer�a um e apenas um evento simples.
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Exemplo 3.3.1. No Exemplo 4.2.4, que corresponde ao lan�camento de um dado,o espa�co amostral
�e o conjunto:

S = f 1; 2; 3; 4; 5; 6g

Exemplo 3.3.2. Uma moeda �e lan�cada duas vezes sobre uma superf��cie plana. Em cada um dos
dois lan�camentos pode ocorrer cara (K) ou coroa (C). O espa�co amostral �e o conjunto:

S = f KK; KC; CK; CC g

Exemplo 3.3.3. Três pe�cas s~ao retiradas de uma linha de produ�c~ao. Cadape�ca �e classi�cada como
boa (B) ou defeituosa (D). O espa�co amostral associado a esse experimento �e:

f BBB; BBD; BDB; DBB; BDD; DBD; DDB; DDD g

Nos Exemplos 4.3.1; 4.3.2; 4.3.3; O espa�co amostral �e �nito. Apresentaremos a seguir exemplos de
experimentos aleat�orios, cujos espa�cos amostrais n~ao s~ao �nitos.

Exemplo 3.3.4. Uma moeda �e lan�cada sucessivamente at�e que apare�ca carapela primeira vez.
Se ocorrer cara no primeiro lan�camento o experimento termina. Se ocorrer coroa no primeiro
lan�camento , faz-se um segundo lan�camento e se ent~ao ocorrer cara o experimento termina. Se
n~ao ocorrer cara nos dois primeiros lan�camentos, faz-se um terceiro lan�camento e caso n~ao ocorra
cara, faz-se um quarto lan�camento e assim por diante at�e severi�car a ocorrência da primeira cara,
que �e quando o experimento termina. O espa�co amostral �e o conjunto:

f K; CK; CCK; CCCK; CCCCK; :::::: g

Note que os pontos desse espa�co amostral, podem ser postos em correspondência biun��vuca com o
conjunto dos n�umeros naturais e portanto, ele �e in�nito, p or�em enumer�avel.

Exemplo 3.3.5. Considere o Exemplo 4.2.2, a onde observamos o n�umero de chamadas telefônicas
que chegam a uma central durante um intervalo de tempo. O espa�co amostral �e o conjunto:

S = f 0; 1; 2; 3; 4; ::::::g

Exemplo 3.3.6. Considere a situa�c~ao do Exemplo 4.2.3, a onde observamos otempo de vida de
uma lâmpada. O espa�co amostral �e o conjunto dos n�umeros reais n~ao negativos. Ou seja:

f x : x real; x � 0g

Exemplo 3.3.7. A umidade do ar pode ser registrada por meio de higrômetro. Um higrômetro
pode ser acoplado a um dispositivo que possui um ponteiro, que desliza sobre papel milimetrado e
registra em cada instante a umidade do ar. Se as leituras s~aofeitas no intervalo de tempo [0; T]:
Ent~ao o resultado �e uma curva que a cadat 2 [0; T]; associa-sex(t); que designa a umidade do
ar no instante t: �E razo�avel supor-se quex(t); �e uma fun�c~ao cont��nua de t: no intervalo [0; T]: O
espa�co amostral nesse caso �e o conjunto:
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S = f x : x �e uma fun�c~ao cont��nua em [0; T]g:

Nos Exemplos 4.3.4 e 4.3.5, o espa�co amostral �e in�nito, por�em enumer�avel, isto �e, pode ser posto
em correspondência biun��voca com o conjunto dos naturais.

Nos Exemplos 4.3.6 e 4.3.7, o espa�co amostral �e in�nito e n~ao enumer�avel.
Seja S o espa�co amostral associado a um experimento aleat�orio.

De�ni�c~ao 3.3.2. Denominaremos de evento a todo resultado ou subconjunto de resultados de um
experimento.

Os eventos ser~ao representados por subconjuntos do espa�co amostral. Os eventos representados
por um conjunto unit�ario, isto �e, contendo apenas um ponto do espa�co amostral s~ao denominados
eventos simples. Diremos que o evento \A"ocorre quando o resultado do experimento �e um evento
simples pertencente �a \A".

Exemplo 3.3.8. No Exemplo 4.3.3, consideremos o evento \A": duas pe�cas s~ao boas. Tem-se:

A = f BBD; BDB; DBB g

Ent~ao \A"ocorre se ocorrer um dos três eventos simples BBD, BDB, ou DBB.

Exemplo 3.3.9. No Exemplo 4.3.4, consideramos o evento \A": A primeira caraocorre em um
lan�camento que �e um m�ultiplo de 3. Temos ent~ao:

A = f CCK; CCCCCK; CCCCCCCCK; ::::::: g

Os eventos simples de \A"têm 3n-1, coroas que precedem a ocorrência da primeira cara na posi�c~ao
3n, para n = 1, 2, 3,� � �

Exemplo 3.3.10. No Exemplo 4.3.2, considere o evento \B": O n�umero de caras �e igual ao n�umero
de coroas,

B = f KC; CK g

3.4 Opera�c~oes entre Eventos

De�ni�c~ao 3.4.1. A reuni~ao de dois eventos \A"e \B", denotada A [ B; �e o evento que ocorre
se pelo menos um deles ocorre.

De�ni�c~ao 3.4.2. A interse�c~ao de dois eventos \A" e \B", denotada A \ B; �e o evento que
ocorre se ambos ocorrem.

De�ni�c~ao 3.4.3. O complementar do evento \A", denotado Ac �e o evento que ocorre quando
\A"n~ao ocorre.

Como os eventos s~ao subconjuntos do espa�co amostral, podemos representar a reuni~ao de dois
eventos, a interse�c~ao de dois eventos e o complementar de um evento, pelos diagramas utilizados
para representar subconjuntos de um determinado conjunto.

Dado dois conjuntos A e B, as seguintes opera�c~oes podem serrealizadas: Uni~ao, Interse�c~ao e
Complementar de eventos.

Introdu�c~ao �a Probabilidade 2018 Notas de aulas



3.4 Opera�c~oes entre Eventos 85

Exemplo 3.4.1. Uma urna cont�em bolas numeradas de 1 �a 15. Uma bola �e retirada da urna e seu
n�umero anotado. Sejam \A" e \B", os seguintes eventos,
A: O n�umero da bola retirada �e par;
B: O n�umero da bola retirada �e m�ultiplo de 3.
Determinaremos os eventosA [ B; A \ B e Ac:

O espa�co amostral S associado a esse experimento �e o conjunto:

S = f 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14; 15g

Para \A" , \B"; A [ B ; A \ B e Ac; Temos:

A = f 2; 4; 6; 8; 10; 12; 14g; (3.1)

B = f 3; 6; 9; 12; 15g; (3.2)

A [ B = f 2; 3; 4; 6; 8; 9; 10; 12; 14; 15g; (3.3)

A \ B = f 6; 12g (3.4)

Ac = f 1; 3; 5; 7; 9; 11; 13; 15g (3.5)

Dizemos que o evento \A", implica o evento \B", que denotamos por A � B; se para todo
w 2 \ A" ; tivermos w 2 \ B " : Isto corresponde �a situa�c~ao em que a ocorrência de \A", garante
inevitavelmente a ocorrência de \B".

Os eventos \A" e \B", s~ao iguais seA � B eB � A: Os eventos \A" e \B", s~ao ditos mutuamente
exclusivos, se eles n~ao podem ocorrer simultaneamente. Isto �e equivalente �a A \ B = �:

Apresenta-se a seguir um lema com algumas propriedades dessas opera�c~oes entre eventos.

Lema 3.4.1. Sejam \A", \B" e \C", eventos do espa�co amostral S, temos:
a) (A [ B ) \ C = ( A \ C) [ (B \ C);
b) (A \ B ) [ C = ( A [ C) \ (B [ C);
c) (A [ B )c = Ac \ B c;
d) (A \ B )c = Ac [ B c:

Demonstra�c~ao:
Vamos demonstrar a) e d).

Para demonstrar a igualdade em a), precisamos mostrar que todo elemento pertencente ao lado
esquerdo da igualdade, pertence ao lado direito da igualdade e vise-versa.

Sew 2 (A [ B ) \ C; ent~ao w 2 (A [ B ) e w 2 C: Dai decorre que (w 2 A ou w 2 B ) e w 2 C
e portanto, (w 2 A e w 2 C) ou (w 2 B e w 2 C); ou seja, (w 2 (A \ C)) ou (w 2 (B \ C)) ;
que implica emw 2 (A \ C) [ (B \ C): Podemos percorrer estas implica�c~oes de tr�as para frentee
veri�car que s~ao verdadeiras, de onde decorre a igualdade dos conjuntos.

Para demonstrar a igualdade d), precisamos mostrar que;
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Sejaw 2 (A \ B )c; ent~aow =2 (A \ B ); o que implica emw =2 A ou w =2 B; que por sua vez implica
em w 2 Ac ou w 2 B c; isto �e, w 2 (Ac [ B c): Partindo de w 2 (Ac [ B c) e fazendo o percurso
inverso n�os obtemos a igualdade.

A seguir apresenta-se de�ni�c~oes de opera�c~oes de uma reuni~ao e de uma interse�c~ao enumer�avel de
eventos.

De�ni�c~ao 3.4.4. O evento
S 1

i =1 A i ; �e o evento que ocorre quando pelo menos um dos eventosA i ;
para i = 1 ; 2; 3; :::; ocorre.

De�ni�c~ao 3.4.5. O evento
T 1

i =1 A i �e o evento que ocorre quando todos os eventosA i ; i = 1 ; 2; 3; :::;
ocorrem.

3.5 De�ni�c~oes: Cl�assica, Freq•uentista e Subjetiva de Prob abilidade

A de�ni�c~ao dita cl�assica baseia-se no conceito primitivo de eventos igualmente poss��veis. Consi-
deremos um experimento com n�umero \Finito"de eventos simples. Vamos supor que podemos, por
alguma raz~ao, uma raz~ao de simetria, por exemplo, atribuir a mesma chance de ocorrência a cada
um dos eventos simples desse experimento. Nessas condi�c~oes adotaremos a seguinte de�ni�c~ao de
probabilidade.

De�ni�c~ao 3.5.1. Consideremos um espa�co amostral S com \N"eventos simples,onde sup~oe-se que
os mesmos s~ao igualmente poss��veis. Seja \A"um evento de Scomposto de \m"eventos simples. A
probabilidade de \A", que denotaremos por P(A), �e de�nida por:

P(A) =
m
N

(3.6)

Observamos que assim caracterizada, a probabilidade �e umafun�c~ao a qual de�ni-se na classe
dos eventos ou, o que �e equivalente, na classe dos subconjuntos do espa�co amostral e satisfaz as
propriedades estabelecidas no lema a seguir:

Lema 3.5.1. Seja S um espa�co amostral �nito satisfazendo as condi�c~oes da De�ni�c~ao 4.5.1, a
probabilidade de�nida pela Equa�c~ao(1:1), satisfaz:

(i) 0 � P(A) � 1;

(ii) P(A) � 0; para todo A � S;

(iii) P(S) = 1;

(iv) Se \A" e \B", s~ao eventos mutuamente exclusivos, ent~ao:P(A [ B ) = P(A) + P(B )

Demonstra�c~ao (ii): Como N > 0 e m � 0; segue queP(A) � 0:
Suponha que \A"tem \ m1" eventos simples e que \B"tem \m2" eventos simples. Como \A"e
\B"s~ao mutuamente exclusivos, segue que os mesmos n~ao possuem eventos simples em comum,
logo o n�umero de eventos simples deA [ B �e m1 + m2: Usando a de�ni�c~ao obtemos (iv).

Como o n�umero de eventos simples de S �e N, segue baseado na de�ni�c~ao que P(S) = 1 :

Introdu�c~ao �a Probabilidade 2018 Notas de aulas



3.5 De�ni�c~oes: Cl�assica, Freq•uentista e Subjetiva de Prob abilidade 87

Exemplo 3.5.1. No experimento que consiste em se lan�car um dado, supondo-se que o mesmo �e
balanceado (honesto), pode-se atribuir probabilidade 1=6; a cada um dos eventos simples: 1, 2, 3,
4, 5 e 6. O evento \O n�umero obtido quando se lan�ca o dado �e par"tem probabilidade 0,5, ou seja,
1=2:

Nas situa�c~oes em que a de�ni�c~ao cl�assica se aplica, para calcular a probabilidade de um evento
\A", precisamos contar o n�umero de eventos simples do espa�co amostral e de \A". Para facilitar
essa tarefa ser�a expresso alguns m�etodos de contagem.

3.5.1 De�ni�c~ao Freq•uentista de Probabilidade

Ao concluirmos que um evento �e aleat�orio, desejamos poderatribuir ao mesmo um n�umero
que re
ita, suas chances de ocorrência quando o experimento �e realizado. Vimos anteriormente
que em determinadas circunstâncias podemos atribuir, a mesma chance a todos os eventos simples
associados ao experimento. Quando o n�umero de eventos simples do espa�co amostral n~ao for �nito,
esta possibilidade �ca descartada.

Uma outra maneira de determinar a probabilidade de um eventoconsiste em repetir-se o ex-
perimento aleat�orio, digamos \n"vezes, e veri�car quantas vezes o evento \A"associado a esse
experimento ocorre. Sejan(A); o n�umero de vezes em que o evento \A"ocorreu nas \n"repeti�c~oes
do experimento. A raz~ao

f n;A =
n(A)

n
(3.7)

�e denotada de freq•uência relativa de \A"nas \n", repeti� c~oes do experimento.
Repetindo-se um experimento um grande n�umero de vezes, nasmesmas condi�c~oes, e de modo

que as repeti�c~oes sucessivas n~ao dependam dos resultados anteriores, observa-se que a freq•uência
relativa de ocorrências do evento \A"tende a uma constante\p".

A estabilidade da freq•uência relativa, para um grande n�umero de observa�c~oes, foi inicialmente
notada em dados demogr�a�cos e em resultados de lan�camentos de dados.

Bu�on, no s�eculo XVIII, realizou 4040 lan�camentos de uma moeda e observou a ocorrência de
2048 caras. A freq•uência relativa observada desse experimento foi 0,5069. Karl Pearson fez 24000
lan�camentos de uma moeda, tendo obtido freq•uência relativa de 0,5005 para a face cara.

Os dados seguintes referem-se ao n�umero de nascimentos durante um ano de classi�ca�c~ao quanto
ao sexo.

Tabela 3.1 Nascimentos Durante Um Ano

Meses Jan. Fev. Mar. Abr. Mai. Jun. Jul. Ago. Set. Out. Nov. Dez.

Masc. 3743 3550 4017 4173 4117 3944 3964 3797 3712 3512 3392 3761
Femin. 3537 3407 3866 3711 3775 3665 3621 3596 3491 3391 3160 3371
Total 7280 6957 7883 7884 7892 7609 7585 7393 7203 6903 6552 7132

Introdu�c~ao �a Probabilidade 2018 Notas de aulas



88 Conceitos B�asicos

Para os dados do ano todo, a freq•uência relativa de nascimentos do sexo masculino foi:

45682
88273

= 0 ; 5175:

Seja S o espa�co amostral associado a um experimento aleat�orio. Considerando-se \n"repeti�c~oes
desse experimento nas mesmas condi�c~oes, observemos que afreq•uência relativa est�a de�nida na
classe dos eventos de S e suas propriedades s~ao dadas no lemaa seguir:

Lema 3.5.2. A \Freq•uência Relativa f n; A , de�nida na classe dos eventos do espa�co amostral S
satisfaz as seguintes condi�c~oes:"

(a) Para todo evento \A", 0 � f n; A � 1;

(b) Se \A"e \B"s~ao dois eventos de S mutuamente exclusivos, temos: f n; A [ B = f n; A + f n; B ;

(c) f n; S = 1 :

Demonstra�c~ao:
A parte a) decorre do fato de quen(A) � 0: Como os eventos \A"e \B", s~ao mutuamente

exclusivos, toda vez que um deles ocorre o outro n~ao ocorre eportanto, o n�umero de ocorrências
de A [ B; �e igual a soma do n�umero de ocorrências de \A"com o n�umero de ocorrências de \B",
isto �e: n(A [ B ) = n(A) + n(B ): Dividindo-se por \n"obtemos b). Como em toda realiza�c~ao do
experimento algum ponto de S ocorre, segue-se que c) �e verdadeira.

Houveram tentativas de se de�nir a probabilidade como limite da freq•uência relativa, j�a que se
observa a maneira como foi mensionada, a freq•uência relativa f n; A ; se aproxima de uma constante
quando \n"tende a in�nito. A de�ni�c~ao cl�assica satisfaz o Lema 1.5.1. S~ao tamb�em satisfeitas as
condi�c~oes pela freq•uência relativa baseado no Lema 1.5.2 e servem de sustenta�c~ao intuitiva para a
de�ni�c~ao axiom�atica de probabilidade.

3.5.2 De�ni�c~ao Subjetiva de Probabilidade

Toda fundamenta�c~ao freq•uentista de probabilidade est�a baseada na hip�otese de que existe uma
realidade f��sica e que as probabilidades descrevem aspectos dessa realidade, de modo an�alogo aos
que as leis da mecânica fazem no caso de um modelo determin��stico. A probabilidade de um evento
associado a um experimento independe, portanto, do observador, sendo obtida como o valor do qual
se aproxima a freq•uência relativa de ocorrências desse evento, em um grande n�umero de repeti�c~oes
desse experimento. H�a, no entanto, situa�c~oes em que a repeti�c~ao do experimento n~ao pode ser
realizada e outras em que n~ao pode ser realizada em idênticas condi�c~oes.

Apresenta-se a seguir alguns exemplos dessas situa�c~oes:

(a) Deseja-se saber quem vencer�a o pr�oximo jogo entre Flamengo e Fluminense;

(b) Um paciente �e submetido a um novo tipo de cirurgia e deseja-se saber se ele �car�a curado;

(c) Deseja-se saber se haver�a um tremor de terra no Rio Grande doNorte no pr�oximo ano.
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No primeiro exemplo que se relaciona a um jogo entre dois clubes, sabemos que h�a estat��sticas de
um elevado n�umero de jogos entre Flamengo e Fluminense, masque as condi�c~oes entre um jogo e
outro variam bastante. No exemplo seguinte, n~ao se pode falar em repeti�c~ao do experimento, pois,
trata-se de uma nova t�ecnica cir�urgica que estar�a sendo aplicada. Com rela�c~ao ao terceiro exemplo,
temos not��cias de raras ocorrências de tremores de terra no Rio Grande do Norte.

Uma corrente de probabilistas considera a probabilidade deum evento, como sendo a medida
da cren�ca que o observador possui na ocorrência do evento.Dessa forma, a probabilidade ser�a em
geral diferente para distintas pessoas, em decorrência das diferentes opini~oes que elas têm sobre a
ocorrência do evento. Em uma outra descri�c~ao equivalente, a probabilidade de um evento �e o valor
que cada observador estaria propenso a apostar na realiza�c~ao do evento.

3.5.3 De�ni�c~ao Axiom�atica de Probabilidade

A probabilidade ser�a de�nida em uma classe de eventos do espa�co amostral que satisfaz certas
propriedades. Todas as opera�c~oes a serem de�nidas entre os eventos conduzem a novos eventos que
pertencem a essa classe.

De�ni�c~ao 3.5.2. Seja uma medida de probabilidadeP; uma fun�c~ao de�nida em uma classef de
eventos deS a qual satisfaz as seguintes condi�c~oes:

1. P(S) = 1;

2. P(A) � 0 para todo A 2 f ;

3. SeAn ; n � 1, s~ao seq•uências mutuamente disjuntas emf , ent~aoA1; A2; A3; � � � ; An 2 f , logo,
chega-se a:

P(
[

n� 1

An ) =
X

n� 1

P(An ) (3.8)

De�ni�c~ao 3.5.3. Um espa�co de probabilidade �e uma terna(S; f; P ); onde

1. S �e um conjunto n~ao vazio;

2. f �e um subconjunto deS, e

3. P �e uma medida de probabilidade emf .

3.5.4 Propriedades da Probabilidade

� (P1) P(; ) = 0;

� (P2) P(A) = 1 � P(Ac);

� (P3) SendoA e B , dois eventos quaisquer, garante-se que

P(B ) = P(B \ A) + P(B \ Ac);
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� SeA � B , ent~aoP(A) � P(B );

� Regra da Adi�c~ao de Probabilidade (Generaliz�avel para qualquer \ n"):

P(A [ B ) = P(A) + P(B ) � P(A \ B );

� (P6) Para eventos quaisquerA1; A2; A3; � � � ; An

P(
1[

i =1

A i ) �
1X

i =1

P(A i );

� (P7) Se An " A, ent~aoP(An ) " P(A): De maneira similar, SeAn # A, ent~aoP(An ) # P(A):

Demonstra�c~ao:
(P1) Denotemos por� o evento imposs��vel. SejaA um evento deS (espa�co amostral), de probabi-

lidade positiva; Seja� o evento imposs��vel (improv�avel), podemos exprimir o evento A da seguinte
maneira:

A = A
1[

i =1

� i ;

onde para todoi � 1; � i = �:
Ent~ao baseado na Equa�c~ao (1.3), segue que:

P(A) = P(A) +
1X

i =1

P(� ):

Subtraindo P(A); em Ambos os membros, segue que a igualdade anterior s�o faz sentido se P(� ) = 0 ;
logo, a demonstra�c~ao est�a completa.

(P2) Os eventosA e Ac formam uma parti�c~ao de S e, portanto, baseado na Equa�c~ao (1.3), temos
que

P(S) = P(A [ Ac) = P(A) + P(Ac);

devido ao fato queP(S) = 1 ; logo

1 = P(A) + P(Ac) ) P(A) = 1 � P(Ac):

(P3) Para dois eventosA e B quaisquer, �e sempre poss��vel escrever o eventoB da seguinte
maneira: B = ( B \ A) [ (B \ Ac): Note que essa �e uma uni~ao disjunta e, portanto, baseado na
Equa�c~ao (1.3), chega-se que o resultado segue de forma imediata, ou seja,

P(B ) = P(B \ A) + P(B \ Ac) � P((B \ A) \ (B \ Ac))
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P(B ) = P(B \ A) + P(B \ Ac) � 0 =) P(B ) = P(B \ A) + P(B \ Ac):

(P4) Se A � B ent~ao o eventoB pode ser particionado nos moldes usados em (P3). Assim,

B = ( B \ A) [ (B \ Ac) = A [ (B \ Ac):

Ent~ao, como a uni~ao �e disjunta, vem que

P(B ) = P(A) + P(B \ Ac) � P(A);

uma vez queP(A) � 0; P(B \ Ac) � 0: Portanto, P(A) � P(B ):

(P5) Vamos escreverA [ B como a seguinte uni~ao disjunta:

A [ B = ( A \ B c) [ (B \ Ac) [ (A \ B );

Portanto, baseado na Equa�c~ao (1.3), segue que:

P(A [ B ) = P(A \ B c) + P(B \ Ac) + P(A \ B );

Aplicando-se (P3), nos eventosA e B; eles podem ser escritos da seguinte forma:

P(A) = P(A \ B ) + P(A \ B c)

e
P(B ) = P(B \ A) + P(B \ Ac);

De modo que obtemos:

P(A [ B ) = P(A) � P(A \ B ) + P(B ) � P(B \ A) + P(A \ B );

e o resultado segue, uma vez que a intersec�c~ao �e comutativa.

(P6) Vamos escrever[ 1
i =1 A i ; como a uni~ao de uma seq•uência disjunta de eventos. Temos

1[

i =1

A i = A1 [ (Ac
1 \ A2) [ (Ac

1 \ Ac
2 \ A3) [ � � �

Portanto, pela Equa�c~ao (4.3), podemos escrever

P(
1[

i =1

A i ) � P(A1) + P(A2) + P(A3) + � � �

visto que,

P(
1[

i =1

A i ) = P(A1) + P(Ac
1 \ A2) + P(Ac

1 \ Ac
2 \ A3) + :::;
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Como para qualquerj;
Ac

1 \ Ac
2 \ Ac

3 \ � � � \ Ac
j � 1 \ A j � A j :

Baseado na Equa�c~ao (1.3), logo

P(
1[

i =1

A i ) �
1X

i =1

P(A i ):

(P7) Lembramos que a nota�c~aoAn " A; indica que temos uma seq•uência mon�otona n~ao decres-
cente de eventosA1; A2; A3; � � � ; tais que, pode-se garantir que

lim
i !1

A i = A =
1[

i =1

A i :

Uma vez queA1 � A2 � A3 � � � � ; segue queP(A i ) �e n~ao decrescente emi pela propriedade (P4).
Como tamb�em �e limitada ent~ao lim

n!1
P(An )

existe. Escrevendo o eventoA da mesma maneira como foi feito na demonstra�c~ao de (P6), vem que

P(A) = P(
1[

i =1

A i ) = P(A1) + P(Ac
1 \ A2) + P(Ac

1 \ Ac
2 \ A3) + � � � ;

Neste caso, vale P(Ac
1 \ Ac

2 \ Ac
3 \ � � � \ Ac

j � 1 \ A j ) = P(A j ) � P(A j � 1);

para qualquer j: Assim pela de�ni�c~ao de convergência de s�eries in�nitas,

P(A) = lim
n�!1

(P(A1) + [ P(A2) � P(A1)] + � � � + [ P(An ) � P(An� 1)]) ;

e o resultado segue ap�os simpli�ca�c~ao.
Considere agora o caso em queAn # A: Temos agora uma seq•uência mon�otona n~ao crescente

com: A1 � A2 � A3 � � � � ; de modo que

lim
i �!1

A i = A =
1\

i =1

A i ;

e tamb�em P(A i ) �e n~ao crescente emi por (P4). Tomando os complementares dosA
0

is ; reca��mos no
caso anterior de seq•uências mon�otonas n~ao decrescentes e o resultado segue sem di�culdades.

Exemplo 3.5.2. Um dado equilibrado �e lan�cado duas vezes e as faces resultantes s~ao observadas.
Um espa�co amostral natural seria:

S = f 1; 2; 3; 4; 5; 6g � f 1; 2; 3; 4; 5; 6g:

A face f pode ser o conjunto das partes eP �e a probabilidade uniforme em todos os pontos de
S, isto �e, P(f Sg) = 1 =36. Note que �ca mais simples considerar queS = f S1; S2g. Dessa maneira
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o espa�co amostral �e constitu��do de pares de valores, representando os resultados do primeiro e
segundo lan�camentos, respectivamente. Assim, o espa�co amostral completo ser�a:

S = f (1; 1); (1; 2); (1; 3); (1; 4); (1; 5); (1; 6); (2; 1); (2; 2); (2; 3); (2; 4); (2; 5); (2; 6);

(3; 1); (3; 2); (3; 3); (3; 4); (3; 5); (3; 6); (4; 1); (4; 2); (4; 3); (4; 4); (4; 5); (4; 6);

(5; 1); (5; 2); (5; 3); (5; 4); (5; 5); (5; 6); (6; 1); (6; 2); (6; 3); (6; 4); (6; 5); (6; 6)g:

Considere os eventos:
A: A soma dos resultados �e ��mpar;
B: O resultado do primeiro lan�camento �e ��mpar;
C: O produto dos resultados �e ��mpar.
Portanto, as probabilidades associadas a cada um dos três eventos ser�a:

P(A) = 18=36; P(B ) = 18=36 e P(C) = 9 =36:

Para a uni~ao deA e B , temos:

P(A [ B ) = P(A) + P(B ) � P(A \ B ) = 18=36 + 18=36� 9=36 = 27=36 = 3=4 =)

P(A [ B ) = 0 ; 75:

O c�alculo da probabilidade da uni~ao de A, B e C, pode ser feito com aplica�c~oes sucessivas da
regra de adi�c~ao de probabilidades, que �e a propriedade (P5), apresentada anteriormente. Logo,

P(A [ B [ C) = P[(A [ B ) [ C] = P(A [ B ) + P(C) � P[(A [ B ) \ C]

P(A [ B [ C) = P(A) + P(B ) � P(A \ B ) + P(C) � [P((A \ C) [ (B \ C))]

P(A [ B [ C) = P(A) + P(B ) + P(C) � P(A \ B ) � [P(A \ C) + P(B \ C) � P(A \ B \ C)]

P(A [ B [ C) = P(A) + P(B ) + P(C) � P(A \ B ) � P(A \ C) � P(B \ C) + P(A \ B \ C);

Assim, atribuindo o valor das probabilidades aos seus respectivos eventos chega-se a:

P(A [ B [ C) = 18=36 + 18=36 + 9=36� 9=36� 0 � 9=36 + 0 = 27=36 = 3=4;

assim
P(A [ B [ C) = 0 ; 75:

Teorema 3.5.1. Sejam os eventosAn ; n � 1; se

A1 � A2 � A3 � :::::: � An e A =
1[

n=1

An :

Seja B1 = A1 e, para todo n � 2;
Seja Bn = An \ Ac

n� 1: Ent~ao, temos que

lim
n�!1

P(An ) = P(A):

Prova: Baseado nas a�rma�c~oes acima conclui-se que:
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(a) Os B
0

ns s~ao eventos disjuntos (exclusivos);

(b) An =
S n

i =1 B i ;;

(c) A =
S 1

n=1 An =
S 1

n=1
S n

i =1 B i =
S 1

i =1 B i

logo,
P(An ) =

nX

i =1

P(B i ) e P(A) =
1X

i =1

P(B i ):

Mas, como

lim
n�!1

nX

i =1

P(B i ) =
1X

i =1

P(B i );

segue que
lim

n�!1
P(An ) = P(A):

3.6 M�etodos de Enumera�c~ao (An�alise Combinat�oria)
3.6.1 Arranjo (Amostras Ordenadas)
Princ��pio Fundamental da Contagem

Suponha que uma tarefa pode ser executada em duas etapas. Se aprimeira etapa pode ser
realizada de \n"maneiras e a segunda etapa de \m"maneiras, ent~ao a tarefa completa pode ser
desenvolvida den � m maneiras.

De�ni�c~ao 3.6.1. Uma amostra de tamanho \n"de um conjunto C que temN elementos �e uma
cole�c~ao de \n"elementos deC:

De�ni�c~ao 3.6.2. Uma amostra �e dita ordenada se os seus elementos forem ordenados, isto �e, se
duas amostras com os mesmos elementos, por�em em ordens distintas, forem consideradas diferentes.

Lema 3.6.1. O n�umero de amostras ordenadas (sem reposi�c~ao) de tamanho \ n", de um conjunto
com N elementos, que ser�a denotado por(N )n ; �e dado por

(N )n =
N !

(N � n)!
= N � (N � 1) � (N � 2) � :::::: � (N � n + 1) :

Exemplo 3.6.1. Considere o conjunto das quatro primeiras letras do alfabeto f a; b; c; dg: O n�umero
de amostras ordenadas sem reposi�c~ao de tamanho três �e igual �a (4) 3 = 4 � 3 � 2 = 24; a seguir
lista-se essas amostras.

(a; b; c) (a; b; d) (a; c; b) (a; c; d) (a; d; c) (a; d; b)

(b; a; c) (b; a; d) (b; c; a) (b; c; d) (b; d; a) (b; d; c)

(c; a; b) (c; a; d) (c; b; a) (c; b; d) (c; d; a) (c; d; b)

(d; a; b) (d; a; c) (d; b; a) (d; b; c) (d; c; a) (d; c; b)
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Lema 3.6.2. O n�umero de amostras ordenadas (com reposi�c~ao) de tamanho \ n", de um conjunto
de N elementos �e igual aN n :

Exemplo 3.6.2. Lan�ca-se \n"vezes uma moeda equilibrada. Determinar a probabilidade de obter
pelo menos uma cara.

Lan�car uma moeda \n"vezes equivale a selecionar uma amostra com reposi�c~ao detamanho
\ n"de uma popula�c~ao de dois elementos,f K; C g: Logo, existem 2n resultados poss��veis e igualmente
prov�aveis. Sejam
A = f Obter pelo menos uma Carag e
A i = f Obter Cara no i-�esimo lan�camentog.

Ent~ao,

A =
n[

i =1

A i

e
P(A) = 1 � P(Ac) = 1 � P

� � S n
i =1 A i

� c� = 1 � P
� T n

i =1 Ac
i

�
;

Visto que, com base naLei de Morgan garante-se que:

(i)
� S n

i =1 A i
� c

=
T n

i =1 Ac
i

(ii)
� T n

i =1 A i
� c

=
S n

i =1 Ac
i :

Agora,
T n

i =1 Ac
i ocorre se todos os \n"lan�camentos produzirem coroas. Logo, conclui-se que:

P
� T n

i =1 Ac
i

�
=

�
1=2

� n
=

1
2n ;

De modo que

P(A) = 1 �
1
2n :

Supondon = 1 ; chega-se que, lan�cando a moeda uma �unica vez, a probabilidade de se obter a face
cara �e:

P(A) = 1 �
1
21 = 1 �

1
2

;

ou seja,

P(A) =
1
2

= 0 ; 5 = 50%:

Supondon = 5 ;

P(A) = 1 �
1
25 = 1 �

1
32

= 1 � 0; 03 = 0; 97:
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Exemplo 3.6.3. (Problema do Anivers�ario) Suponha que os anivers�arios daspessoas ocorram com
igual probabilidade entre os 365 dias do ano. Determinar a probabilidade de que em um grupo de
\ n"pessoas n~ao existam duas com anivers�arios comuns, ou seja, todas tenham nascido em dias
diferentes.

Seja A = f as \n"pessoas nasceram em dias diferentesg. Temos que o n�umero de poss��veis datas
para as \n"pessoas ser�a 365n (Amostra ordenada com reposi�c~ao de tamanho \n"de um conjunto
com 365 elementos).

Agora, datas distintas de nascimento das \n"pessoas correspondam a amostras ordenadas sem
reposi�c~ao de tamanho \n"de um conjunto com 365 elementos, cujo n�umero �e (365)n : Assim

(365)n
(365)n

=
(365) � (365� 1) � (365� 2) � (365� 3) � :::::: � (365� n + 1)

365n

=
�
1 � 1

365

�
�

�
1 � 2

365

�
�

�
1 � 3

365

�
� :::::: �

�
1 � n� 1

365

�

Portanto, caso se queira a probabilidade de pelo menos duas pessoas com anivers�arios no mesmo
dia, deve-se proceder de maneira que:

P(A) = 1 � P(Ac) =) P(Ac) = 1 � P(A):

A tabela a seguir apresenta alguns valores para aP(Ac) em fun�c~ao de \n".

Tabela 3.2 N�umero de pessoas
com anivers�arios coincidentes.

N�umero de Pessoas P(Ac)

10 0,1169
20 0,4114
30 0,7063
40 0,8912
50 0,9704
60 0,9941
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3.7 Permuta�c~oes

De�ni�c~ao 3.7.1. Uma amostra ordenada sem reposi�c~ao de tamanho \n", de um conjunto com
\ n"elementos ser�a denominada uma permuta�c~ao dos \n"elementos.

Lema 3.7.1. O n�umero de permuta�c~oes de \n"elementos denotadoPn �e dado por Pn = n!.

Exemplo 3.7.1. Suponha que temos \n"caixas distintas e \n"bolas distintas. Essas bolas s~ao
distribu��das ao acaso nas \n"caixas, de modo que, cada caixa contenha exatamente uma bola. Qual
a probabilidade de que uma bola espec���ca, digamos uma bolai , esteja em uma caixa espec���ca,
digamos caixaj ?

O n�umero de maneiras de distribuir as \n"bolas nas \n"caixas, da forma descrita acima, �e dado
por n!. Agora, se a bolai est�a na caixa j , restam (n � 1) bolas para serem distribu��das em (n � 1)
caixas. Isto pode ser feito de (n � 1)! maneiras. Portanto, a probabilidade solicitada �e dadapor

p =
(n � 1)!

n!
=

1
n

Exemplo 3.7.2. Considere o conjunto dos inteiros de 1 a 3. O n�umero de permuta�c~oes desse
conjunto �e P3 = 3 � 2 � 1 = 6 e as permuta�c~oes s~ao as seguintes:

123; 132; 213; 231; 312e 321

Observa�c~oes:

(i) Se permutamos \n"objetos entre si, a probabilidade de que um objeto espec���co esteja em uma
posi�c~ao espec���ca �e 1=n;

(ii) Se permutamos \n"objetos entre si, a probabilidade de quek objetos espec���cos estejam em
k posi�c~oes espec���cas �e (n � k)!=n!.
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3.8 Combina�c~oes (Amostras N~ao Ordenadas)

Lema 3.8.1. O n�umero de amostras n~ao ordenadas sem reposi�c~ao, de tamanho \n", de um con-
junto com N elementos, �e dado por

CN; n =
�

N
n

�
=

(N )n

Pn
=

N !
n!(N � n)!

Exemplo 3.8.1. Suponha que se distribui \n"bolas em \n"caixas. determine a probabilidade de
que somente a caixa 1 �que vazia. O n�umero total de maneiras de distribuir �e nn . SejaA = f Apenas
a caixa 1 �ca vazia g. Queremos obterP(A). Agora, o evento A ocorre () a caixa 1 �ca vazia,
uma das (n � 1) caixas restantes �ca com duas bolas e as (n � 2) caixas restantes tem exatamente
1 bola. Para j = 2 ; 3; 4; :::; n, seja B j = f A caixa j tem 2 bolas, a caixa 1 est�a vazia e as (n � 2)
caixas restantes tem exatamente uma bolag. Ent~ao, os B j s~ao eventos disjuntos eA = [ n

j =2 B j .
Portanto, P(A) = � n

j =2 P(B j ). Para obter P(B j ), observe que:
�

n
2

�
: N�umero de maneiras de escolher as duas bolas para a caixaj .

(n � 2)!: N�umero de maneiras de distribuir as (n � 2) bolas nas (n � 2) caixas restantes com uma
bola por caixa.
Logo,

P(B j ) =

�
n
2

�
(n � 2)!

nn

e conseq•uentemente,

P(A) =
(n � 1)

�
n
2

�
(n � 2)!

nn =

�
n
2

�
(n � 1)!

nn

Exemplo 3.8.2. Uma comiss~ao formada por três estudantes deve ser escolhida, em uma classe de
vinte estudantes para organizar os jogos interclasses. De quantas maneiras essa comiss~ao pode ser
escolhida?
Como a comiss~ao deve ter três membros distintos, as amostras devem ser selecionadas sem reposi�c~ao,
e como a ordem da escolha dos participantes �e irrelevante, trata-se de amostras n~ao ordenadas.

Portanto,

CN;n =
(N )n

n!
=

�
N
n

�
=

N !
n!(N � n)!

=
20!

3!(20� 3)!
=

20� 19� 18� 17!
3! � 17!

=
6840

6

CN;n = 1 :140

Assim, essa comiss~ao pode ser escolhida de 1.140 maneiras diferentes.

3.9 Parti�c~oes

Lema 3.9.1. O n�umero de parti�c~oes de um conjunto deN elementos emk subconjuntos, onde
veri�ca-se n1; n2; n3; n4; ::::::; nk elementos, respectivamente, �e igual a

N !
n1! � n2! � n3! � n4! � :::::: � nk !
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Lema 3.9.2. Suponha que temos um conjunto de \n"objetos, tais quen1 s~ao do tipo 1,n2 s~ao
do tipo 2,......, nk s~ao do tipo \k", com n1 + n2 + n3 + :::::: + nm = m. O n�umero de maneiras de se
selecionar uma amostra sem reposi�c~ao de \r"objetos, contendo k1 objetos do tipo 1,k2 objetos do
tipo 2, k3 objetos do tipo 3,......, km objetos do tipom, com k1 + k2 + k3 + k4 + :::::: + km = r , �e

�
n1

k1

� �
n2

k2

� �
n3

k3

�
::::::

�
nm

km

�

Exemplo 3.9.1. Em uma m~ao de 13 cartas de um baralho comum, obtenha a probabilidade de
ocorrer exatamente 3 paus, 4 ouros, 4 copas e 2 espadas.
A probabilidade solicitada �e:

�
13
3

� �
13
4

� �
13
4

� �
13
2

�

�
52
13

� =
1; 1404� 1010

6; 3501� 1011 = 0 ; 018:

3.10 Uni~ao de eventos

Lema 3.10.1. Sejam A1; A2; A3; ::::::; An eventos de um espa�co amostralS. Temos que

P
� S 1

i =1 A i
�

=
nX

i =1

P(A i ) �
nX

i =1

nX

j>i

P(A i \ A j ) +
nX

i =1

nX

j>i

nX

k>j

P(A i \ A j \ Ak ) + :::

::: + ( � 1)n� 1P(A1 \ A2 \ :::::: \ An ):

Exemplo 3.10.1. O c�odigo morse consiste de uma seq•uência de pontos e tra�cos em que repeti�c~oes
s~ao permitidas.

(i) Quantas letras se pode codi�car usando exatamente \n"s��mbolos?
O n�umero de letras ser�a 2n :

(ii) Qual �e o n�umero de letras que se pode codi�car usando \n"ou menos s��mbolos?
P n

i =1 2i = 2 1 + 2 2 + 2 3 + 2 4 + 2 5 + :::::: + 2 n =
2n+1 � 2

2 � 1
= 2 (2 n � 1)

Logo, o n�umero de letras que se pode codi�car �e igual a 2 (2n � 1).

3.11 Probabilidade condicional

Os conceitos de probabilidade condicional e de independência de eventos s~ao conceitos t��picos
da teoria das probabilidades, e que servem para distingui-la de outros ramos da matem�atica. Para
a introdu�c~ao do conceito de probabilidade condicional considera-se uma situa�c~ao especial, em que
o espa�co amostral tem eventos equiprov�aveis.

Considerando o experimento que consiste em lan�car um dado duas vezes em uma superf��cie
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plana e observar o n�umero de pontos na face superior do dado em cada um dos lan�camentos.
Sup~oe-se que n~ao se presencie os lan�camentos do dado, masse receba a seguinte informa�c~ao: \em
cada um dos lan�camentos, o n�umero de pontos observados �e menor ou igual a dois."Denota-se por
\ A"esse evento. Nestas condi�c~oes, pergunta-se: Qual �e a probabilidade de que a soma dos pontos
nos dois lan�camentos seja igual a quatro? Ou seja, designando-se por \B"o evento \soma dos pontos
nos dois lan�camentos igual a quatro", queremos saber qual �e a probabilidade de ocorrer o evento
\B", sabendo-se que o evento \A"ocorreu? Para o espa�co amostral associado aos dois lan�camentos
e para os eventos \A"e \B"temos:

S = f (i; j ) : 1 � i � 6; 1 � j � 6g; onde : i ; j s~ao inteiros:

A = f (1; 1); (1; 2); (2; 1); (2; 2)g e B = f (1; 3); (2; 2); (3; 1)g

Dizer que o evento \A"ocorreu �e equivalente a dizer que poden~ao se levar em conta, qualquer
ponto do espa�co amostral que n~ao perten�ca a \A", ou seja, pode considerar-se o evento \A"como
o novo espa�co amostral para o experimento. Dessa maneira a probabilidade de \B"ocorrer dado
\A"�e igual a 1 =4, pois dos quatro pontos de \A"apenas o ponto (2; 2) 2 \B"e os quatro pontos s~ao
equiprov�aveis.
Para espa�cos amostrais com eventos equiprov�aveis pode-se adotar este procedimento como de�ni�c~ao
de probabilidade condicional do evento \B"dado o evento \A". Ele serve, no entanto, de motiva�c~ao
para a seguinte de�ni�c~ao:

De�ni�c~ao 3.11.1. Sejam \A"e \B"dois eventos de um espa�co amostral e supondo que P(A) > 0,
a probabilidade condicional de \B"dado \A"�e de�nida por:

P(B j A) =
P(B \ A)

P(A)
(3.9)

Retornando ao exemplo anterior. TemosA \ B = f (2; 2)g e portanto, P(A \ B ) = 1 =36, P(A) =
4=36. Aplicando-se a Equa�c~ao (1.4) obt�em-se o valor 1=4, j�a encontrado anteriormente.

Introdu�c~ao �a Probabilidade 2018 Notas de aulas



3.11 Probabilidade condicional 101

Exemplo 3.11.1. Considere uma caixa contendo \r "bolas vermelhas numeradas de 1 a \r "e
\ b"bolas pretas numeradas de 1 a \b". Suponha que a probabilidade de extrair uma bola qualquer
da caixa �e (b+ r ) � 1: Sabendo-se que a bola extra��da da caixa foi vermelha, qual aprobabilidade
de que seu n�umero seja 1?

Sejam \A"= f a bola extra��da �e vermelhag e
\ B "= f a bola extra��da �e a de n�umero 1 g.
Assim,

P(A) =
r

b+ r
e P(B \ A) =

1
b+ r

:

Logo,

P(B j A) =

1
(b+ r )

r
(b+ r )

=
1
r

:

Exemplo 3.11.2. Considere o lan�camento de duas moedas idênticas e \honestas". Calcule a pro-
babilidade condicional de:

(a) Obter duas caras, dado que se obteve cara na primeira moeda;
Sejam \A"= f obteve-se cara na primeira moedag e \B"= f obteve-se cara na segunda moedag.
Assim queremos calcular:

P(A \ B j A) =
P(A \ B )

P(A)
=

1
4
1
2

=
1
2

:

(b) Obter duas caras, dado que se obteve pelo menos uma cara; Neste caso, queremos calcular:

P(A \ B j A [ B ) =
P(A \ B )
P(A [ B )

=
1
4
3
4

=
1
3

:

Baseado na Equa�c~ao (1.4) que de�ne a probabilidade condicional do evento \B"dado o evento
\A", obtemos a seguinte express~ao:

P(A \ B ) = P(A) � P(B j A) = P(B ) � P(A j B ) (3.10)

Esta express~ao e sua generaliza�c~ao para uma interse�c~ao de \n"eventos, permitem construir pro-
babilidades em espa�cos amostrais que representam experimentos realizados em seq•uência, em que
a ocorrência de um evento na k-�esima etapa depende das ocorrências nas (k-1) etapas anteriores.
A Equa�c~ao (1.5) pode ser generalizada de modo a apresentara probabilidade da interse�c~ao de
\ n"eventos, A1; A2; A3; ::::::; An , por meio das probabilidades condicionais sucessivas.

Exemplo 3.11.3. Considere uma urna com três bolas brancas e sete vermelhas.Duas bolas s~ao re-
tiradas da urna, uma ap�os a outra sem reposi�c~ao. Determinar o espa�co amostral e as probabilidades
associadas a cada ponto amostral.
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O espa�co amostral �e o conjunto f B1B2; B1V2; V1B2; V1V2g:
O evento (B1B2) �e o evento que corresponde a ocorrer branca na primeira retirada e branca na

segunda retirada. Para os outros pontos do espa�co amostrala interpreta�c~ao �e an�aloga.
Utilizando a Equa�c~ao (1.5) temos:

P(B1 \ B2) = P(B2 j B1)P(B1) =
2
9

�
3
10

=
2
30

P(B1 \ V2) = P(V2 j B1)P(B1) =
7
9

�
3
10

=
7
30

P(V1 \ B2) = P(B2 j V1)P(V1) =
3
9

�
7
10

=
7
30

P(V1 \ V2) = P(V2 j V1)P(V1) =
6
9

�
7
10

=
14
30

3.11.1 Proposi�c~ao: Regra do Produto de Probabilidades

Lema 3.11.1. Sejam A1; A2; A3; � � � ; An ; eventos do espa�co amostral S, onde est�a de�nida a pro-
babilidadeP, tem-se:

P(A1 \ A2 \ A3 \ � � � \ An ) = P(A1) � P(A2 j A1) � P(A3 j A1 \ A2) � � � �

� � � � P(An j A1 \ A2 \ A3 \ � � � \ An� 1) (3.11)

Demonstra�c~ao: Faz-se a demonstra�c~ao por indu�c~ao. Para n=2 esta equa�c~ao reduz-se a Equa�c~ao
(1.5). Suponha que a Equa�c~ao (1.6) vale para n-1 eventos, isto �e,

P(A1 \ A2 \ A3 \ � � � \ An� 1) = P(A1) � P(A2 j A1) � P(A3 j A1 \ A2) � � � �

� � � � P(An� 1 j A1 \ A2 \ A3 \ � � � \ An� 2) (3.12)

Aplicando-se a Equa�c~ao (1.4) aos eventosA1 \ A2 \ A3 \ � � � \ An� 1 e An , temos:

P(A1 \ A2 \ A3 \ � � � \ An� 1 \ An ) = P(A1 \ A2 \ A3 \ � � � \ An� 1) � P(An j A1 \ A2 \ A3 \ � � � \ An� 1)

Substituindo nesta igualdade a express~ao deP(A1 \ A2 \ A3 \ � � � \ An� 1) dada pela Equa�c~ao
(1.7) obtemos a Equa�c~ao(1.6).

Exemplo 3.11.4. Tomando como referência o Exemplo 1.11.3 e calculando-se aprobabilidade de
obter o seguinte resultado: (B1B2V3V4B5) em cinco retiradas de bolas da urna, sem reposi�c~ao. O
��ndice representa o n�umero da retirada. Pela Equa�c~ao (1.6) temos:

P(B1 \ B2 \ V3 \ V4 \ B5) = P(B1) � P(B2 j B1) � P(V3 j B1 \ B2) � P(V4 j B1 \ B2 \ V3)�

� P(B5 j B1 \ B2 \ V3 \ V4) =
3
10

�
2
9

�
7
8

�
6
7

�
1
6

=
1

120
As probabilidades condicionais sucessivas foram calculadas levando-se em conta, as mudan�cas na

composi�c~ao da urna ap�os cada retirada. Assim, ap�os a primeira retirada, na qual saiu uma bola
branca, a urna �ca com duas bolas brancas e sete vermelhas; Ap�os a segunda retirada na qual saiu
novamente uma bola branca, a urna �ca com uma bola branca e sete vermelhas; Ap�os a terceira
retirada em que saiu uma bola vermelha, a urna apresenta-se com uma bola branca e seis vermelhas
e assim por diante.
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3.11.2 F�ormula das Probabilidades Totais e F�ormula de Bay es.

Lema 3.11.2. SejaB1; B2; B3; ::::::; Bn uma parti�c~ao do espa�co amostral S, isto �e, esses eventoss~ao
mutuamente exclusivos e sua reuni~ao �e S; Seja \A"uma evento e P uma medida de probabilidade
de�nida nos eventos de S, temos:

P(A) =
nX

i =1

P(A j B i ) � P(B i ) (3.13)

Demonstra�c~ao:
Como S =

S n
i =1 B i , temos que:

A = A \ S = A \ ([ n
i =1 B i ) =

n[

i =1

A \ B i

Calculando-se a probabilidade de \A"obtemos:

P(A) =
nX

i =1

P(A \ B i ) =
nX

i =1

P(A j B i ) � P(B i )

Sendo que, esta �ultima igualdade foi obtida atrav�es daP(A \ B i ), pela Equa�c~ao (1.5).
A Equa�c~ao (1.8) �e conhecida como a f�ormula das probabilidades totais. Note que, ela permite

calcular a probabilidade de um evento \A"quando se conhece as probabilidades de um conjunto
de eventos disjuntos, cuja reuni~ao �e o espa�co amostral (uma parti�c~ao de S) e as probabilidades
condicionais de \A"dado cada um deles.

Exemplo 3.11.5. S~ao dadas três Urnas com as seguintes composi�c~oes: A Urna 1 tem três bo-
las brancas e cinco vermelhas; A Urna 2 tem quatro bolas brancas e duas vermelhas e a Urna 3
tem uma bola branca e três vermelhas. Escolhe-se uma das tr^es Urnas de acordo com as seguintes
probabilidades: Urna 1 com probabilidade 2/6; Urna 2 com probabilidade 3/6 e Urna 3 com proba-
bilidade 1/6. Uma bola �e retirada da Urna selecionada. Calcule a probabilidade da bola escolhida
ser branca.

Designemos por A = f Retirar uma bola branca da Urna selecionadag, e por B i , para 1 � i � 3,
o evento \A Urna i �e selecionada". Temos, para n=3,

P(A) = P(A j B1) � P(B1) + P(A j B2) � P(B2) + P(A j B3) � P(B3):

Os dados do exemplo nos fornecem:

P(B1) =
2
6

; P(B2) =
3
6

; P(B3) =
1
6

; P(A j B1) =
3
8

; P(A j B2) =
4
6

e P(A j B3) =
1
4

substituindo estes valores na express~ao a seguir chega-seque:

P(A) =
3
8

�
2
6

+
4
6

�
3
6

+
1
4

�
1
6

=) P(A) =
1
2

:

A probabilidade condicional, de�nida na classe dos eventosdo espa�co amostral, satisfaz as pro-
priedades estabelecidas no seguinte lema.
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Lema 3.11.3. Seja \A"um evento tal que P(A) > 0. A probabilidade condicional satisfaz:

(i) Para todo evento \B", temos P(B j A) � 0

(ii) Se B1; B2; B3; ::::::; Bn s~ao eventos mutuamente exclusivos, ent~ao

P([ n
i =1 B i j A) =

nX

i =1

P(B i j A)

(iii) Se S denota o espa�co amostral, ent~aoP(S j S) = 1 .

Demonstra�c~ao:

(i) Decorre imediatamente da de�ni�c~ao de probabilidade condicional e do fato da probabilidade de
um evento ser sempre n~ao negativa.

(ii) Decorre da de�ni�c~ao de probabilidade condicional e da aditividade da probabilidade. De fato,
sejam B1; B2; B3; ::::::; Bn eventos mutuamente exclusivos,

P([ n
i =1 B i j A) =

P(( [ n
i =1 B i ) \ A)
P(A)

=
P([ n

i =1 (B i \ A))
P(A)

=
P n

i =1 P(B i \ A)
P(A)

=

=
P n

i =1 P(B i j A) � P(A)
P(A)

(iii) A demonstra�c~ao �e imediata, pois, P(S j S) = P (S)
P (S) = 1

Lema 3.11.4. Seja \B"um evento e A1 e A2 uma parti�c~ao do espa�co amostral S, isto �e, A1\ A2 = �
e A1 [ A2 = S: Seja P uma probabilidade de�nida nos eventos de S. Temos parai = 1 ; 2; 3; ::::::; n

P(A i j B ) =
P(B j A i ) � P(A i )P n

k=1 P(B j Ak ) � P(Ak )
=

=
P(B j A i ) � P(A i )

P(B j A1) � P(A1) + P(B j A2) � P(A2) + :::::: + P(B j Ak ) � P(Ak )
(3.14)

F�ormula de Bayes
Supondoi = 1 ; 2; Chega-se que:

P(A i j B ) =
P(B j A i ) � P(A i )

P(B j A1) � P(A1) + P(B j A2) � P(A2)
:

Demonstra�c~ao:
Com base na de�ni�c~ao de probabilidade condicional garante-se que:

P(A i j B ) =
P(A i \ B )

P(B )
;

Por�em, P(A i \ B ) = P(B j A i ) � P(A i ) e expressandoP(B ) atrav�es da f�ormula das probabili-
dades totais dada pela Equa�c~ao (1.8) obt�em-se a Equa�c~ao (1.9). Ressaltando algumas observa�c~oes
sobre a f�ormula de Bayes chega-se que:
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(i) Ela permanece v�alida quando se considera uma parti�c~ao �nita do espa�co amostral S, ou seja,
se A1; A2; A3; ::::::; An �e uma parti�c~ao de S, e \B"�e um evento de S, ent~ao, para todo i =
1; 2; 3; ::::::; n; tem-se:

P(A i j B ) =
P(A i ) � P(B j A i )P n

k=1 P(Ak ) � P(B j Ak )
(3.15)

(ii) Como A1; A2; A3; ::::::; An �e uma parti�c~ao do espa�co amostral S, isto �e, [ n
i =1 A i = S e ainda

A i \ A j = �; segue-se queP(A1) + P(A2) + P(A3) + :::::: + P(An ) = 1 : Portanto, pode-se
veri�car facilmente que � n

i =1 P(A i j B ) = 1 : De fato, isto decorre das propriedades (ii) e (iii)
do lema 1.11.3.

Exemplo 3.11.6. Uma companhia monta r�adios cujas pe�cas s~ao produzidas emf�abricas denomi-
nadasA1; A2 eA3. Elas produzem, respectivamente, 15%; 35% e 50% do total. As probabilidades
das f�abricas A1; A2 e A3 produzirem pe�cas defeituosas s~ao respectivamente 0; 01; 0; 05 e 0; 02;
Respectivamente. Uma pe�ca �e escolhida ao acaso do conjunto das pe�cas produzidas. Essa pe�ca �e
testada e veri�ca-se que �e defeituosa. Qual �e a probabilidade que tenha sido produzida pelai-�esima
f�abrica, para i = 1 ; 2; 3?

SejamA i = f A pe�ca selecionada foi produzida pela f�abricaA i g, i = 1 ; 2; 3 e
D = f A pe�ca selecionada �e defeituosag.

Sabemos que P(A1) = 0 ; 15; P(A2) = 0 ; 35; P(A3) = 0 ; 50; P(D j A1) = 0 ; 01; P(D j A2) =
0; 05 e P(D j A3) = 0 ; 02: Desejamos calcular P(A i j D ), para i = 1 ; 2; 3.

Baseado na f�ormula de Bayes temos, parai = 1 ; 2; 3,

P(A i j D ) =
P(D j A i ) � P(A i )

P(D j A1) � P(A1) + P(D j A2) � P(A2) + P(D j A3) � P(A3)

com:
P(D j A1) � P(A1) + P(D j A2) � P(A2) + P(D j A3) � P(A3) =
= 0 ; 01� 0; 15 + 0; 05� 0; 35 + 0; 02� 0; 5 = 0; 0015 + 0; 0175 + 0; 01 = 0; 029: Logo,

P(A i j D ) =
P(D j A i ) � P(A i )

0; 029
;

Para i = 1,

P(A1 j D ) =
P(D j A1) � P(A1)

0; 029
=

0; 01� 0; 15
0; 029

=
0; 0015
0; 029

�= 0; 052;

Para i = 2,

P(A2 j D ) =
P(D j A2) � P(A2)

0; 029
=

0; 05� 0; 35
0; 029

=
0; 0175
0; 029

�= 0; 6;

Para i = 3,

P(A3 j D ) =
P(D j A3) � P(A3)

0; 029
=

0; 02� 0; 05
0; 029

=
0; 01
0; 029

�= 0; 345
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Exemplo 3.11.7. O Doente Sadio e o Sadio Doente (Degroot e Schervich [02]) .
Uma das formas de avaliar a e�ciência de um teste para detectar uma doen�ca �e quanti�car a

probabilidade de erro. Em geral, testes so�sticados envolvem v�arios procedimentos laboratoriais e
diversos equipamentos. Denominamos \falso positivo"ao erro em que o teste indica positivo para um
paciente que n~ao tem a doen�ca. Por outro lado, teremos um erro \ falso negativo"se o teste n~ao acusar
a doen�ca em um paciente doente. N~ao �e dif��cil imaginar osinconvenientes dessas ocorrências. Os
erros originam \Doentes"sadios e \Sadios"doentes, isto �e, pessoas sadias indicadas como doentes
pelo teste e pessoas doentes apontadas como sadias. As probabilidades dos erros s~ao calculadas
condicionalmente �a situa�c~ao do paciente. Seus complementares fornecem as probabilidades de acerto
do teste, ou seja, a probabilidade de indicar doen�ca para osdoentes e n~ao doentes para os sadios.

Considere que um determinado teste resulta positivo para n~ao doentes, com probabilidades 0,1.
Tamb�em com probabilidade 0,1, o teste ser�a negativo para um paciente doente. As informa�c~oes
fornecidas se referem aos erros que podem ser cometidos ao realizar o teste. Se a incidência da
doen�ca na popula�c~ao �e de 1 para cada 10 mil habitantes, qual �e a probabilidade de uma pessoa
estar realmente doente se o teste deu positivo? Observe que,estando ou n~ao doente, existe uma
probabilidade n~ao nula de o teste indicar a presen�ca da doen�ca.

A situa�c~ao acima ocorre de forma similar em v�arias �arease �e t��pica para a aplica�c~ao do teorema
de Bayes. De�ni-se os eventos por:

D = f A pessoa est�a doenteg;
A = f O teste �e positivog.
Assim, as informa�c~oes dispon��veis s~ao as seguintes:
P(D) = 0 ; 0001; P(A j D c) = 0 ; 1 e P(Ac j D ) = 0 ; 1.
Note que, pela propriedade do complementar, temos

P(D c = 0 ; 9999) e tamb�em P(A j D ) = 0 ; 9. Com a nota�c~ao utilizada, a probabilidade desejada �e
P(D j A) e ser�a calculada atrav�es do teorema de Bayes. Portanto,

P(D j A) =
P(A j D ) � P(D)

P(A j D ) � P(D) + P(A j D c) � P(D c)
=

0; 9 � 0; 0001
0; 9 � 0; 0001 + 0; 1 � 0; 9999

= 0 ; 0009:

Essa probabilidade �e de aproximadamente 1 em 1000. Ela �e bastante pequena apesar de ser dez
vezes maior que a probabilidade da doen�ca na popula�c~ao.�E interessante notar que a probabilidade
calculada depende fortemente da e�ciência do aparelho.

Passando agora a considerar a e�ciência do teste igual �a 99%, ou seja, cada um dos erros �e igual
a 0,01. Assim, as informa�c~oes dispon��veis s~ao as seguintes:

P(D) = 0 ; 0001; P(A j D c) = 0 ; 01 e P(Ac j D ) = 0 ; 01.
Note que, pela propriedade do complementar, temosP(D c = 0 ; 9999) e tamb�em P(A j D ) = 0 ; 99.

Com a nota�c~ao utilizada, a probabilidade desejada �eP(D j A) e ser�a calculada atrav�es do teorema
de Bayes. Portanto,

P(D j A) =
P(A j D ) � P(D)

P(A j D ) � P(D) + P(A j D c) � P(D c)
=

0; 99� 0; 0001
0; 99� 0; 0001 + 0; 01� 0; 9999

= 0 ; 0098:

Assim, percebe-se que essa probabilidade �e de aproximadamente 1 em 100. Ela �e pequena apesar
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de ser cem vezes maior que a probabilidade da doen�ca na popula�c~ao e dez vezes maior que a
probabilidade obtida com erros de 0,1. Novamente pode-se observar que a probabilidade calculada
depende fortemente da e�ciência do aparelho, que nesse caso aumentou de 90% para 99%.

3.12 Independência de eventos

Inicia-se a no�c~ao de independência para dois eventos e posteriormente estende-se a de�ni�c~ao
para um n�umero qualquer de eventos.

De�ni�c~ao 3.12.1. Sejam \A" e \B"dois eventos e suponha queP(A) > 0. O evento \B"�e dito
independente do evento \A" se P(B j A) = P(B ) (3.16)

Esta de�ni�c~ao corresponde �a no�c~ao intuitiva da independência do evento \B"em rela�c~ao ao evento
\A", pois diz que a probabilidade de \B"n~ao se altera com a informa�c~ao de que o evento \A"ocorreu.
Se o evento \B"�e independente do evento \A"decorre da Equa�c~ao (1.5) que:

P(A \ B ) = P(A) � P(B ) (3.17)

Se o evento \B"�e independente do evento \A"ent~ao espera-se que \A"tamb�em seja independente
de \B". De fato isto ocorre, como pode ser veri�cado a seguir:

P(A j B ) =
P(A \ B )

P(B )
=

P(A) � P(B )
P(B )

= P(A):

A primeira igualdade �e a de�ni�c~ao de probabilidade condicional, e a segunda decorre da Equa�c~ao
(1.12).

Se a Equa�c~ao (1.12) �e v�alida, ent~ao essas igualdades mostram que \A"�e independente de \B".
Logo, \A"e \B"s~ao independentes se somente se a Equa�c~ao (1.12) valer. Ent~ao podemos adotar essa
equa�c~ao como a de�ni�c~ao de independência. Note que esta equa�c~ao, apesar de n~ao ser t~ao intuitiva
como a express~ao da De�ni�c~ao (1.12.1), �e sim�etrica em rela�c~ao aos dois eventos, e al�em disso ela �e
adequada para a generaliza�c~ao da de�ni�c~ao de independ^encia para mais de dois eventos.

Exemplo 3.12.1. Seja S o quadrado no plano 0� X � 1 e 0 � Y � 1. Considere o espa�co
uniforme de probabilidade sobre o quadrado, e sejamA = f (X; Y ) 2 S : 0 � X � 1=2; 0 � Y � 1g
e B = f (X; Y ) 2 S : 0 � X � 1; 0 � Y � 1=4g. Mostre que \A"e \B"s~ao independentes.

Precisamos mostrar queP(A \ B ) = P(A) � P(B ). temos que
P(A) = 1 =2 � 1 = 1=2; P(B ) = 1 � 1=4 = 1=4 e A \ B = f (X; Y ) 2 S : 0 � X � 1=2;
0 � Y � 1=4g.
Logo, P(A \ B ) = 1 =2 � 1=4 = 1=8 = P(A) � P(B ) Para de�nir a independência para \n"eventos,
sendo \n"um inteiro positivo, n�os devemos exigir a validade da forma produto para todo subcon-
junto de \ k"dos \ n"eventos, para 2� k � n.

Exemplo 3.12.2. Lan�ca-se uma moeda três vezes. O espa�co amostral �e o conjunto das seq•uências
de caras e coroas de comprimento 3, ou seja,

S = f KKK; KKC; KCK; KCC; CKK; CKC; CCK; CCC g:
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Consideremos os eventos: A = f CCC; CCK; CKC; CKK g

B = f CKC; CKK; KCC; KCK g

C = f CKK; KCC; KCK; KKC g:

Decorre ent~ao que:P(A) = P(B ) = P(C) = 4 =8 = 2=4 = 1=2: Temos

P(A \ B ) =
2
8

=
1
4

= P(A) � P(B )

P(A \ C) =
1
8

6=
1
4

= P(A) � P(C)

P(B \ C) =
3
8

6=
1
4

= P(B ) � P(C)

e P(A \ B \ C) =
1
8

= P(A) � P(B ) � P(C):

As igualdades acima mostram que os eventos \A"e \B"s~ao independentes, e que os eventos \B"e
\C"e os eventos \A"e \C", n~ao s~ao independentes e que \A", \B"e \C"satisfazem a forma produto.

Exemplo 3.12.3. Duas moedas s~ao lan�cadas. Considere os seguintes eventos:

A = f Cara no primeiro lan�camento g
B = f Cara no segundo lan�camentog

C = f Em dois lan�camentos ocorre a mesma faceg

logo, A = f KK; KC g; B = f KK; CK g C = f KK; CC g

O espa�co amostral �e o conjuntoS = f KK; KC; CK; CC g, ondeK designa cara eC coroa. Supondo
que a moeda �e balanceada e portanto que os pontos do espa�co amostral têm probabili-
dade 1=4. Portanto,

A \ B = f KK g; A \ C = f KK g; B \ C = f KK g; A \ B \ C = f KK g

Calculando-se as probabilidades desses eventos, obtemos:
P(A) = P(B ) = P(C) = 1 =2

P(A \ B ) = P(A \ C) = P(B \ C) = P(A \ B \ C) = 1 =4:

De onde decorre que vale a Equa�c~ao (1.12) para os eventos tomados dois a dois, mas

P(A \ B \ C) 6= P(A) � P(B ) � P(C):

Considerando o exemplo onde três moedas equilibradas s~aolan�cadas, os eventos:

A = f Cara no primeiro lan�camento g
B = f Cara no segundo lan�camentog
C = f Cara no terceiro lan�camento g

logo, A = f KKK, KKC, KCK, KCC g
B = f KKK, KKC, CKK, CKC g
C = f KKK, KCK, CKK, CCK g
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Veri�ca-se que para esses eventos, todas as quatro express~oes relacionadas as probabilidades:
P(A \ B ); P(A \ C); P(B \ C) e P(A \ B \ C); que para esse exemplo se transformam em
igualdades, isto �e,

1. P(A \ B ) = P(A) � P(B );

2. P(A \ C) = P(A) � P(C);

3. P(B \ C) = P(B ) � P(C);

4. P(A \ B \ C) = P(A) � P(B ) � P(C)

Sen~ao vejamos,

P(A \ B ) =
1
4

= P(A) � P(B ) =
1
2

�
1
2

P(A \ C) =
1
4

= P(A) � P(C) =
1
2

�
1
2

P(B \ C) =
1
4

= P(B ) � P(C) =
1
2

�
1
2

P(A \ B \ C) =
1
8

= P(A) � P(B ) � P(C) =
1
2

�
1
2

�
1
2

;

Portanto,
P(A \ B \ C) = P(A) � P(B ) � P(C) (3.18)

Com base nas a�rma�c~oes anteriores, conclu��-se que, parade�nirmos independência de três even-
tos, devemos impor que essas igualdades (1 �a 4) sejam verdadeiras. Esses exemplos nos sugerem que
para de�nirmos a independência para \n"eventos, sendo \n"um inteiro positivo, devemos exigir a
validade da forma produto para todo subconjunto de \k"dos \ n"eventos, para 2� k � n.

De�ni�c~ao 3.12.2. Os eventosA1; A2; A3; ::::::; An ; s~ao independentes se

P(A i 1 \ A i 2 \ A i 3 \ :::::: \ A ik ) = P(A i 1) � P(A i 2) � P(A i 3) � :::::: � P(A ik );

para todo k = 2 ; 3; 4; ::::::; n e todo f i 1; i 2; i 3; ::::::; i kg � f 1; 2; 3; ::::::; ng; tal que,
i 1 < i 2 < i 3 < :::::: < i k :

O n�umero de equa�c~oes que devem ser satisfeitas nesta de�ni�c~ao �e 2n � n � 1: De fato, para todo
\ k", 2 � k � n, têm-se uma equa�c~ao para cada subconjunto de tamanho \k"dos \ n"eventos e como

o n�umero desses subconjuntos �e
�

n
k

�
; temos para cada \k"esse n�umero de equa�c~oes. O total de

equa�c~oes �e, portanto,

nX

k=2

�
n
k

�
=

nX

k=0

�
n
k

�
�

�
n
1

�
�

�
n
0

�
= 2 n � n � 1:
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3.13 Lista de Exerc��cios

1) Determine o espa�co amostral dos seguintes experimentosaleat�orios:

(a) Lan�camento de uma moeda honesta;

(b) Lan�camento de um dado;

(c) Lan�camento de duas moedas;

(d) Retirada de uma carta de um baralho completo de 52 cartas;

(e) Determina�c~ao da vida �util de um componente eletrônico.

2) Em uma caixa existem cinco bolas brancas e oito azuis. Duasbolas s~ao retiradas simultanea-
mente da caixa, de forma aleat�oria. Qual a probabilidade deserem brancas?

3) Escolhem-se ao acaso dois n�umeros naturais distintos, de 1 a 20. Qual a probabilidade de que o
produto dos n�umeros escolhidos seja ��mpar?

4) Em quatro lan�camentos de uma moedas, qual a probabilidade de ocorrer pelo menos uma cara?

5) Em uma gaveta cont�em seis pares de meias verdes e dois pares de meias azuis. Tiram-se duas
meias ao acaso. Qual a probabilidade de se formar:

(a) Um par verde?

(b) Um par de meias da mesma cor?

(c) um par com meias de cores diferentes?

6) As probabilidades de um aluno da Escola Naval, ser selecionado para a turma A, B e C s~ao
respectivamente: 0,2; 0,4 e 0,4. Escolhe-se ao acaso três alunos desta Institui�c~ao de ensino. Qual
a probabilidade de que pelo menos um seja selecionado para a turma B ou C?

7) Uma sala possui dois soquetes para lâmpadas de caixa com dez lâmpadas, das quais oito est~ao
boas, retiram-se duas lâmpadas ao acaso e colocam-se as mesmas nos soquetes. Qual a proba-
bilidade de que:

(a) Todas acendam?

(b) Pelo menos uma lâmpada acenda?
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8) Uma caixa cont�em 10 bolas numeradas de 1 a 10. Extrai-se aoacaso uma bola da caixa. Deter-
mine a probabilidade de que o n�umero da bola seja 5, 7 ou 9.

9) Suponha que se lance um dado duas vezes e que os 36 resultados poss��veis s~ao igualmente
prov�aveis. Determine a probabilidade de que a soma dos n�umeros observados seja par.

10) Qual a probabilidade da soma dos pontos de 2 dados ser 8, sesabemos que os dados tem que
mostrar pelo menos 2 pontos cada um?

11) Suponha que no dep�osito de uma empresa exista uma caixa contendo p fus��veis em perfeito
estado de funcionamento eq fus��veis defeituosos. Extrai-se ao acaso um fus��vel da caixa e a
seguir extrai-se, tamb�em ao acaso, um segundo fus��vel dentre os que �caram na caixa. Determine
a probabilidade de que:

(a) Ambos fus��veis sejam perfeitos para utiliza�c~ao (n~ao apresentam defeito);

(b) O primeiro fus��vel seja perfeito para utiliza�c~ao e o segundo seja defeituoso;

(c) O primeiro fus��vel seja defeituoso e o segundo seja perfeito para utiliza�c~ao;

(d) Ambos fus��veis sejam defeituosos.

12) Suponha que num lote com 20 pe�cas existam cinco defeituosas. Escolhe-se quatro pe�cas do lote
ao acaso, ou seja, uma amostra de quatro elementos, de modo que a ordem dos elementos seja
irrelevante. Qual a probabilidade de duas pe�cas defeituosas estarem contidas nesta amostra?

13) Uma moeda �e viciada, isto �e, a probabilidade de se obtercara nesta moeda �e 0,8. Sorteamos
ao acaso uma moeda e a lan�camos cinco vezes. Obtemos três caras e duas coroas. Qual a
probabilidade de termos escolhido a moeda viciada?

14) Dados os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7. Tomando-se dois n�umeros dentre os sete poss��veis. Qual
a probabilidade do produto entre eles ser ��mpar?

15) Numa empresa trabalham 10 homens e 5 mulheres. Para se formar uma comiss~ao composta de
quatro pessoas �e realizado um sorteio. Qual a probabilidade de a comiss~ao ter 2 homens e 2
mulheres?

16) Um col�egio �e composto de 70% de homens e 30% de mulheres.Sabe-se que 40% dos homens
e 60% das mulheres s~ao fumantes. Qual �e a probabilidade de que um estudante que foi visto
fumando seja homem?

17) Num pr�edio de 5 andares h�a 4 apartamentos por andar. Apenas 5 apartamentos est~ao ocupados.
Qual a probabilidade de que cada um dos 5 andares tenha um apartamento ocupado?

18) Duas pessoas A e B praticam tiro ao alvo, a probabilidade do atirador A acertar o alvo �e
1
3

e a

probabilidade do atirador B acertar o alvo �e
2
3

. Admitindo que A e B s~ao independentes, se os

dois atiram, qual a probabilidade de:

Introdu�c~ao �a Probabilidade 2018 Notas de aulas



112 Conceitos B�asicos

(a) Ambos atingirem o alvo;

(b) Pelo menos um atingir o alvo.

19) Uma moeda �e viciada, de modo queP(cara) =
3
4

, a mesma �e lan�cada três vezes. qual a proba-

bilidade de se obter pelo menos duas caras?

20) Suponha que A, B e C sejam eventos tais que:P(A) = P(B ) = P(C) =
1
4

, P(A \ B ) = P(C \ B )

= P(A \ C) =
1
8

. Calcular a probabilidade de que pelo menos um dos eventos ocorra.

21) Em uma urna h�a dez bolas, numeradas de 1 a 10. Retira-se uma bola ao acaso. Pede-se deter-
minar a probabilidade de seu n�umero ser par ou maior que 4.

22) Caixa I cont�em 3 bolas brancas e 2 pretas, caixa II cont�em 2 bolas brancas e 1 preta e caixa III
cont�em 1 bola branca e 3 pretas.

(a) Extrai-se uma bola de cada caixa. Determine a probabilidadede que todas as bolas sejam
brancas.

(b) Seleciona-se uma caixa e dela extrai-se uma bola. Determinea probabilidade de que a bola
extra��da seja branca.

(c) Calcule em (b) a probabilidade de que a primeira caixa foi selecionada, dado que a bola
extra��da �e branca.

23) Considere dois eventos: A e B, mutuamente exclusivos. Com P(A) = 0 ; 3 eP(B ) = 0 ; 5. Calcule:

(a) P(A \ B );

(b) P(A [ B );

(c) P(A j B );

(d) P(Ac);

(e) P((A [ B )c).

24) Um restaurante popular apresenta dois tipos de refei�c~oes: salada completa e um prato a base
de carne. 20% dos fregueses do sexo masculino preferem salada, e 30% das mulheres preferem
carne. 75% dos fregueses s~ao homens. Considere os seguintes eventos:
H: O freguês �e homem, M: O freguês �e mulher, A: O freguês prefere salada,
B: O freguês prefere carne. Calcule:

(a) P(A j H ) e P(B j H );

(b) P(A [ H ) e P(A \ H );

(c) P(M j A).
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Cap��tulo 4

Vari�aveis Aleat�orias

4.1 Introdu�c~ao

Quando se joga uma moeda certo n�umero de vezes estamos fazendo um Experimento (repre-
sentemos porE1). Pode se estar interessado n~ao na particular sucess~ao obtida, mas somente no
numero de caras. Do mesmo modo, quando se joga uma moeda at�e obter uma cara (E2), pode-se es-
tar unicamente interessado no n�umero de jogadas necess�arias para obtê-la. Estas s~ao caracter��sticas
num�ericas associadas aos experimentos.

SeS �e um espa�co amostral associado ao esperimentoE1, podemos de�nir v�arias quantidades de
interesse baseadas nos elementos deS. Essas quantidades s~ao essenciais na pr�atica, e facilitam a
constru�c~ao de eventos de interesse.

De�ni�c~ao 4.1.1. Chamaremos devari�avel aleat�oria (v.a.) a toda fun�c~ao real de�nida sobre S

As vari�aveis aleat�orias ser~ao de�nidas usualmente com as letras mai�usculas X; Y; Z; � � � ; e
os valores que elas assumem s~ao representados por letras min�usculas. Por exemplo, seX �e uma
vari�avel aleat�oria com resultados enumer�aveis, e X (S) 2 f x1; x2; x3; � � � g. Os n�umeros x i s~ao os
valores da vari�avel aleat�oria.

Suponha que se atire duas moedas e considera-se o espa�co amostral associado a esse experimento.
Isto �e,

S = f KK; KC; CK; CC g:

Podemos de�nir uma vari�avel aleat�oria da seguinte maneira: X �e o n�umero de caras (K ), obtidas
nas duas moedas. Da��,

X (KK ) = 2 ; X (KC ) = X (CK ) = 1 ; e X (CC) = 0 :

Portanto, RX = Valores poss��veis de X = f 0; 1; 2g.

�E muito importante compreender uma exigência fundamentalde uma fun�c~ao (un��voca): A cada
s 2 S corresponder�a exatamente um valorX (s): Isto pode ser veri�cado na Figura 1. No entanto,
diferentes valores des podem levar ao mesmo valor deX: Por exemplo, na Figura 4.1, veri�ca-se
que X (KC ) = X (CK ) = 1 :

O espa�co RX ; conjunto de todos os valores poss��veis deX; �e algumas vezes denominado de
contradom��nio. De certo modo, pode-se considerarRX como um outro espa�co amostral. O espa�co
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Figura 4.1 Fun�c~ao de Vari�avel Aleat�oria.

amostral (original) S corresponde ao resultado (possivelmente n~ao num�erico) do experimento, en-
quanto RX �e o espa�co amostral associado �a vari�avel aleat�oria X; representando a caracter��stica
num�erica que nos poder�a interessar. Se forX (s) = s; teremosS = RX : Vale ressaltar que pode-se
pensar em uma vari�avel aleat�oria X; de duas maneiras

(a) Realiza-se um experimento" que d�a um resultado s 2 S; A seguir calcula-se o valor deX (s):

(b) Realiza-se um experimento"; obtêm-se o resultados; e (imediatamente) calcula-seX (s): Neste
caso, o n�umero X (s) �e pensado como o pr�oprio resultado do experimento eRX se torna o
espa�co amostral do experimento.

Exemplo 4.1.1. Três moedas s~ao atiradas sobre a mesa. A partir do momento que as moedas
repousem, a fase \aleat�oria" do experimento terminou. Um resultado simpless poderia consistir na
descri�c~ao detalhada de como e onde as moedas repousaram. Conseq•uentemente se estar�a interessado
somente em certas caracter��sticas num�ericas associadasa este experimento. Por exemplo, pode-se
avaliar

8
<

:

X (s): N�umero de caras que apareceram;
Y (s): Distância m�axima entre duas moedas quaisquer;
Z (s): Distância m��nima das moedas a uma borda qualquer da mesa.

Caso seja a vari�avel X que interesse, pode-se incluir a avalia�c~ao deX (s) na descri�c~ao deste
experimento e, depois. simplesmente a�rma-se que o espa�coamostral associado ao experimento �e
f 0; 1; 2; 3g; correspondendo aos valores deX: No entanto, muito freq•uêntemente vem-se adotar esta
interpreta�c~ao, compreendendo que a contagem do n�umero de caras �e feita \depois" que os aspectos
aleat�orios do experimento tenham terminado.

Quando se estiver interessado nos eventos associados a um espa�co amostral S; veri�ca-se a ne-
cessidade de examinar os eventos relativamente �a vari�avel aleat�oria X; isto �e, subespa�cos do con-
tradominio RX . Freq•uentemente, certos eventos associados as s~ao \relacionados" (em um sentido
a ser explicado) a eventos associados comRX ; na seguinte forma
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De�ni�c~ao 4.1.2. Sejam um experimentoE e seu espa�coS: Seja X uma vari�avel aleat�oria de�nida
em S e sejaRX seu contradom��nio. Seja B um evento de�nido em rela�c~ao aRX ; isto �e, B � RX .

Ent~ao, A ser�a de�nido como
A = f s 2 S j X (s) 2 B g

A ser�a constitu��do por todos os resultados emS; para os quaisX (s) 2 B (como pode ser visto
na Figura 4.2). Neste caso, pode-se dizer queA e B s~ao eventos equivalentes.

 
                             S                                                                                    Rx 

 
 
 
 

          A 
 
          
 

  s 

          B 

  X(s) 

Figura 4.2 Fun�c~ao de Vari�avel Aleat�oria para Eventos Equivalentes.

Pode-se dizer que os conjuntosA e B ser~ao equivalentes sempre que ocorram juntos. Isto �e,
quando A ocorre, B ocorre e vice-versa. Porque seA tiver ocorrido, ent~ao um resultado s ter�a
ocorrido, para o qual X (s) 2 B e, portanto, B ocorreu. De maneira rec��proca, seB ocorreu, um
valor X (s) ter�a sido observado, para o quals 2 A e, portanto, A ocorreu.

�E importante compreender que, em de�ni�c~ao de eventos equivalentes, A e B s~ao associados a
espa�cos amostrais diferentes.

Exemplo 4.1.2. Considere a jogada de duas moedas. Da��,S = f KK; KC; CK; CC g: Seja X o
n�umero de caras obtido. Portanto, RX = f 0; 1; 2g: SejaB = f 1g: Visto que, X (KC ) = X (CK ) = 1
se somente se,X (s) = 1 ; temos queA = f KC; CK g �e equivalente a B.

Uma importante de�ni�c~ao apresenta-se a seguir

De�ni�c~ao 4.1.3. Seja B um evento no contradom��nio Rx. Nesse caso, de�ni-se P(B) da seguinte
maneira P(B ) = P(A); onde A = f s 2 S j X (s) 2 B g: De�ni-se P(B) igual �a probabilidade do
evento A � S; o qual �e equivalente a B, no sentido deA = f s 2 S j X (s) 2 B g.

� Admite-se que as probabilidades possam ser associadas a eventos emS: Portanto, a de�ni�c~ao
anterior torna poss��vel atribuir probabilidades a eventos associados aRX ; em termos de
probabilidades de�nidas sobreS;

� �E realmente poss��vel demonstrar que P(B) deve ser de�nida tal como foi procedido. Contudo,
isto envolveria algumas di�culdades te�oricas que deseja-se evitar e, por isso, procede-se como
a forma acima;

� Desde que na formula�c~ao de P(B) = P( A), onde A = f s 2 SjX (s) 2 B g; os eventosA e B
se referem a espa�cos amostrais diferentes, se deveria empregar realmente nota�c~ao diferente,
quando se �zesse referência a probabilidades de�nidas sobre S e aquelas de�nidas sobreRx,
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por exemplo, alguma coisa tal como P(A) e Px (B). No entanto, n~ao ir�a se fazer isso, mas
continuar-se simplesmente a escrever P(A) e P(B).

� Quando se adiciona uma vari�avel aleat�oria X e seu contradom��nio RX ; se adicionando pro-
babilidades nos eventos associados aRX ; as quais ser~ao estritamente determinadas se as
probabilidades associadas a eventos emS forem especi�cadas.

Exemplo 4.1.3. Se as moedas consideradas no Exemplo 2 forem \equilibradas", teremosP(KC ) =

P(CK ) =
1
4

: Portanto, P(KC; CK ) =
1
4

+
1
4

=
1
2

: (os c�alculos anteriores s~ao uma conseq•uência

direta da suposi�c~ao fundamental referente �a propriedade de equilibrio ou simetria das moedas).
Visto que, o eventof X = 1g �e equivalente ao eventof KC; CK g; empregado aA = f s 2 SjX (s) 2

B g; teremos queP(X = 1) = P(KC; CK ) =
1
2

: [na verdade n~ao existe escolha para o valor

de P(X = 1) coerente com a P(B) = P( A), onde A = f s 2 S j X (s) 2 B g; uma vez que
P(KC; CK ) tenha sido determinada. �E nesse sentido que probabilidades associadas a eventos de
RX s~ao induzidos.]

Uma vez que as probabilidades associadas aos v�arios resultados (eventos) no contra dom��nio
RX tenham sido determinadas (mais precisamente, induzidas),ignora-se freq•uentemente o espa�co
amostral original S; que deu origem a essas probabilidades. Assim, no Exemplo 2.1.6, estaremos

interessados emRX = f 0; 1; 2g e as probabilidades associadas (
1
4

;
1
2

;
1
4

). O fato, de que essas

probabilidades sejam \determinadas"por uma fun�c~ao de probabilidade de�nida sobre o espa�co
amostral original S; n~ao interessa, quando se est�a apenas interessado em estudar os valores da
vari�avel aleat�oria X:

4.2 Vari�aveis Aleat�orias Discretas

De�ni�c~ao 4.2.1. Seja S o espa�co amostral e sejaX uma vari�avel aleat�oria. Dado que o n�umero de
valores dos quais a vari�avel aleat�oria X poder�a assumir, ou seja,RX ; o contradom��nio, sendo �nito
ou in�nito enumer�avel de valores X 1; X 2; X 3; � � � ; denomina-seX de vari�avel aleat�oria discreta.
Portanto, a vari�avel aleat�oria X; poder�a assumir valores que, podem ser postos em lista como
X 1; X 2; X 3; � � � ; X n : Para a situa�c~ao ondeX �e �nito, e no caso de X ser in�nito enumer�avel, essa
seq•uência continua de forma inde�nida. Logo, dadof X 1; X 2; X 3; � � � g um subconjunto dos n�umeros
reaisR, tal que, f S : X (s) = x i g �e um evento para todo i. Ent~ao f S : X (s) = x i g �e por de�ni�c~ao um
evento e portanto se pode falar sobre sua probabilidade. Abreviadamente representa-se em geral o
evento f S : X (s) = x i g por f X = x i g; e a probabilidade desse evento �e dada porP(X = x i ); ao
inv�es de P(f S : X (s) = x i g):

Seja X uma vari�avel aleat�oria discreta real. Realmente, se X 1; X 2; X 3; ::: s~ao os valores paraX
assumir, f S : X (s) = x i g �e um evento de acordo com a de�ni�c~ao de uma vari�avel aleat�oria discreta
real. Sex n~ao �e um desses valores, ent~aof S : X (s) = xg = ; ; que tamb�em �e um evento.

Se os valores poss��veis de uma vari�avel aleat�oria discreta X consistem apenas de n�umeros inteiros
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ou n�umeros inteiros n~ao negativos, dizemos queX �e uma vari�avel aleat�oria inteira ou uma vari�avel
aleat�oria inteira n~ao negativa, respectivamente. A maioria das vari�aveis aleat�orias discretas, que
ocorrem nas aplica�c~oes s~ao inteiras n~ao negativas.

De�ni�c~ao 4.2.2. Seja S o espa�co amostral e sejaX uma vari�avel aleat�oria discreta. Todavia, vemos
que RX (o contra-dom��nio de X ) ser�a contitu��do no m�aximo por um n�umero in�nito enumer �avel de
valores x1; x2; x3; ::: para cada poss��vel resultado dex i associa-se um n�umeroP(x i ) = P(X = x i );
denominado de probabilidade dex i : Os n�umeros P(x i ); i = 1 ; 2; 3; ::: devem satisfazer �as seguintes
condi�c~oes:

(i) P(x i ) � 0; 8i ;

(ii)
1P

i =1
P(x i ) = 1 :

Conclu��-se portanto que, chama-se fun�c~ao discreta de densidadeX a uma fun�c~ao realP(x i ) de�nida
por P(x i ) = P(X = x i ): Diz-se que um n�umero realx �e um valor poss��vel de X seP(x i ) > 0:

Exemplo 4.2.1. Seja X a vari�avel aleat�oria obtida pelo experimento de lan�car u ma moeda três
vezes, onde a probabilidade de obter a face cara em um lan�camento individual �e p. Logo, o espa�co
amostral ser�a: X (s) = f 3; 2; 2; 2; 1; 1; 1; 0g; ent~ao, para cada um doss � S; X (s) assume os valores:
3, 2, 1, 0. Dado que,

Pf sg = f p3; p2(1 � p); p2(1 � p); p2(1 � p); p(1 � p)2; p(1 � p)2; p(1 � p)2; (1 � p)3g:

Sendop = 0 ; 4: Ent~ao, X tem a fun�c~ao de probabilidade discretap(x i ) dada por:

p(0) = (1 � p)3 = (1 � 0; 4)3 = 0 ; 216;

p(1) = 3 � [p(1 � p)2] = 3 � 0; 4 � (1 � 0; 4)2 = 0 ; 432;

p(2) = 3 � [p2(1 � p)] = 3 � (0; 4)2 � 0; 6 = 0; 288;

p(3) = p3 = (0 ; 4)3 = 0 ; 064:

Logo,
p(0) = 0 ; 216; p(1) = 0 ; 432; p(2) = 0 ; 288; p(3) = 0 ; 064:

Dada a condi�c~ao (ii ), ou seja,
P 1

i =1 p(x i ) = 1 ; chega-se que,
P 4

i =1 p(x i ) = p(0) + p(1) + p(2) +
p(3) = 0 ; 216 + 0; 432 + 0; 288 + 0; 064 = 1: Portanto, a condi�c~ao (ii) est�a satisfeita. Pode-se
representar esta fun�c~ao por meio de um diagrama como ilustra a Figura 4.2.1.

4.2.1 Vari�avel Aleat�oria Constante

Seja \c"um n�umero real. Ent~ao a fun�c~ao X de�nida atrav�es de X (s) = c; para todo s �e uma
vari�avel aleat�oria discreta, visto que, f s : X (s) = cg �e todo conjunto S e S �e um evento. Claramente
P(X = c) = 1 ; de modo que a f.p. deX �e simplesmente f (c) = 1 e f (x) = 0 ; x 6= c: Esta vari�avel
aleat�oria chama-se vari�avel aleat�oria constante ou vari�avel degenerada. �E sob este ponto de vista
que uma constante num�erica �e considerada uma vari�avel aleat�oria.
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Figura 4.3 Fun�c~ao da Distribui�c~ao de p(x i ); onde x i assume os valores -1, 0, 1, 2 e 3.

4.2.2 Valor M�edio de Uma Vari�avel Aleat�oria Discreta

De�ni�c~ao 4.2.3. Dada a vari�avel aleat�oria X discreta, assumindo os valoresx1; x2; x3; :::; xn ;
chama-se valor m�edio ouesperan�ca matem�atica de X ao valor

E(X ) =
nX

i =1

x i P(X = x i ) =
nX

i =1

x i pi : (4.1)

Se X tem apenas um n�umero �nito de valores poss��veis x1; x2; x3; :::; xn ; ent~ao a Equa�c~ao (4.1) �e
simplesmente de�nido como

E(X ) =
nX

i =1

x i P(X = x i ):

No caso discreto geral, esta de�ni�c~ao �e v�alida desde quea soma
P n

i =1 jx i j P(X = x i ) < 1 ; �e
exigido, ent~ao

P n
i =1 x i P(X = x i ) ser�a bem de�nida. Isso pode levar a conclus~ao que:

Seja X uma vari�avel aleat�oria discreta com f.p. f (x j � ): Se
P n

i =1 x i P(X = x i ) < 1 ; dizemos
que X tem esperan�ca �nita e de�nimos sua esperan�ca atrav�es de

E(X ) =
nX

i =1

x i P(X = x i ):

Por outro lado, se
P n

i =1 jx i j P(X = x i ) = 1 ; dizemos queX n~ao tem esperan�ca �nita e E(X) �e
inde�nida. Se X �e uma vari�avel aleat�oria n~ao-negativa, geralmente indica-se porE(X ) < 1 o fato
de que ela tem esperan�ca �nita.

Exemplo 4.2.2. Uma quest~ao que se pode ter o interesse em resolver, se refere ao lucro m�edio por
um determinado conjunto fornecido pela Tabela 2.1. Observa-se que 56% das montagens devem
produzir um lucro (X ) de 15 reais, 23% um lucro (X ) de 10 reais, etc.
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Tabela 4.1 Distribui�c~ao da V. A. X

X P(X = x)

15 0,56
10 0,23
5 0,02
-5 0,19

Total 1,00

Logo, E(X ) =
P 4

i =1 x i P(X = x i ) = 15 � 0; 56 + 10 � 0; 23 + 5 � 0; 02 + ( � 5) � 0; 19 = 9; 85:

Isto �e, caso sejam verdadeiras as suposi�c~oes feitas paradeterminar a distribui�c~ao da Vari�avel
Aleat�oria (v.a.), o empres�ario espera ter um lucro de 9,85reais por conjunto montado.

Exemplo 4.2.3. Seja X a V.A. introduzida sob a forma de consider�a-la como o resultado do
experimento de lan�car uma moeda três vezes, no qual a probabilidade de se obter cara em um
lan�camento indidual �e p = 0 ; 4: De posse dos dados fornecidos pela Tabela 2.2, pode-se calcular a
m�edia de obten�c~oes da face cara no experimento.

Tabela 4.2 Distribui�c~ao da Vari�avel Aleat�oria X

X P(X )

0 0,216
1 0,432
2 0,288
3 0,064

Total 1,00

Ent~ao, E(X ) =
P 3

i =1 x i P(X = x i ) = 0 � 0; 216 + 1 � 0; 432 + 2 � 0; 288 + 3 � 0; 064 = 1; 2:

Isto �e, o n�umero m�edio de obten�c~oes da face cara, no experimento de três lan�camentos dessa mo-
eda (n~ao honesta), sob probabilidade de se obter a face caraigual �a 0,4 ser�a 1,2, para experimentos
realizados sob essas mesmas condi�c~oes.

4.2.3 Variância de uma Vari�avel Aleat�oria Discreta

A variância de uma vari�avel aleat�oria �e expressa em fun�c~ao do valor m�edio desta mesma vari�avel,
ou seja, de sua esperan�ca matem�atica, tal como, se observana Equa�c~ao (4.2) a seguir,

V ar(X ) = E(X � E(X ))2

= E(X 2) � [E (X )]2: (4.2)
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Exemplo 4.2.4. Para o Exemplo 2.2.3 se tem que, a variância da vari�avel aleat�oria X �e dada por:

Tabela 4.3 Calculo da Variância Vari�avel Aleat�oria X .

X P(X ) X 2 P(X 2)

0 0,216 0 0,216
1 0,432 1 0,432
2 0,288 4 0,288
3 0,064 9 0,064

Total 1,00 1,00

Portanto,
E (X 2) =

P 3
i =1 x2

i P(X 2 = x2
i ) = 0 � 0; 216 + 1 � 0; 432 + 4 � 0; 288 + 9 � 0; 064 = 2; 16:

Consequêntemente, a partir da Equa�c~ao (4.2) a variância da vari�avel aleat�oria X �e igual �a:

V ar(X ) = 2 ; 16� 1; 22

= 2 ; 16� 1; 44

= 0 ; 72:

Assim, se pode concluir que a variabilidade associada ao experimento de obten�c~oes da face Cara
em três lan�camentos de uma moeda �e igual �a 0,72.

4.2.4 Fun�c~ao de Distribui�c~ao Acumulada Discreta

De�ni�c~ao 4.2.4. Seja X uma vari�avel aleat�oria, discreta. De�ne-se a fun�c~ao \F "como a fun�c~ao
de distribui�c~ao acumulada da vari�avel aleat�oria X .

Teorema 4.2.1. Se X for uma vari�avel aleat�oria discreta

F (x) = P(X � x) =
X

j

P(x j );

onde o somat�orio �e estendido a todos os ��ndices j que satisfazem �a condi�c~ao x j � x:

Observa-se que o dom��nio deF �e tido conjunto dos n�umeros reais, ao passo que o contradom��nio
�e o intervalo [0; 1]:

Exemplo 4.2.5. Voltando ao problema do empres�ario mostrado anteriormente e usando a fun�c~ao
de distribui�c~ao acumulada de X de�nida na tabela a seguir, a fun�c~ao de distribui�c~ao aculumada
(f.d.a) de X ser�a dada por
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F (x) =

8
>>>><

>>>>:

0 se x < � 5
0; 19 se � 5 � x < 5
0; 21 se 5 � x < 10
0; 44 se 10 � x < 15

1 se x � 15:

Coment�ario: Observe queP(X = x i ) �e igual ao salto que a fun�c~aoF d�a no ponto x i ; por exemplo,
P(X = 10) = 0 ; 23 = F (10) � F (10� ): De modo geral,P(X = x i ) = F (x i ) � F (x �

i ); ou seja,
P(X = x i ) = F (x i ) � F (x �

i ); onde lembramos que

F (a� ) = lim
x! a�

F (x)

Exemplo 4.2.6. Suponha que a vari�avel aleat�oria X tome os valores 0, 1 e 2, com probabilidades
1
3

;
1
6

e
1
2

; respectivamente. Ent~ao,

F (x) =

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

0 se x < 0

1
3

se 0 � x < 1

1
2

se 1 � x < 2

1 se x � 2

Observe que �e de extrema importância o fato de se indicar a inclus~ao ou a exclus~ao dos limites,
na descri�c~ao dos diversos intervalos. Pode se mostrar gra�camente a F para o exemplo 5.2.5.

Os gr�a�cos para as fun�c~oes de distribui�c~ao acumulada s~ao, bastante t��picos, no seguinte sentido:

(i) SeX for uma vari�avel aleat�oria discreta, com um n�umero �nito de valores poss��veis, o gr�a�co da
fun�c~ao de distribui�c~ao acumulada ser�a constitu��do p or segmentos de reta horizontais (nesse
caso, a fun�c~ao de distribui�c~ao acumulada se denomina \Fun�c~ao em Degraus").

(ii) A fun�c~ao de distribui�c~ao acumulada de F �e de�nida para t odos os valores dex; o que �e um
motivo importante para consider�a-la.

Existem duas outras importantes propriedades da fun�c~ao de distribui�c~ao acumulada, que ser�a
sintetizada no teorema seguinte

Teorema 4.2.2. Garante-se que:
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(i) A fun�c~ao F �e n~ao-decrescente. Isto �e, sex1 � x2; teremos F (x1) � F (x2):

(ii) lim
x!�1

F (x) = 0 e lim
x!1

F (x) = 1 : [Freq•uentemente, escreve-se isto comoF (�1 ) = 0 e F (1 ) =

1:]

4.3 Vari�aveis Aleat�orias Cont��nuas

Considerou-se anteriormente as vari�aveis aleat�orias discretas e suas fun�c~oes de probabilidade
como, por exemplo, Bernoulli, Binomial, Geom�etrica, Hipergeom�etrica e Poisson. Nas aplica�c~oes,
estas vari�aveis aleat�orias representam tipicamente o n�umero de objetos de uma certa caracter��stica,
como o n�umero de bolas vermelhas em uma amostra aleat�oria de tamanho \n", com ou sem re-
posi�c~ao, ou n�umero de chamadas que chegam a uma central telefônica em um minuto.

Existem muitas situa�c~oes, tanto te�oricas quanto aplicadas, em que as vari�aveis aleat�orias naturais
a considerar s~ao \cont��nuas" ao inv�es de discretas. comoaproxima�c~ao inicial, podemos de�nir uma
vari�avel aleat�oria cont��nua X em um espa�co de probabilidadeS como uma fun�c~aoX (s), s 2 S, tal
que, P(f s j X (s) = xg) = 0, �1 < x < + 1 ; isto �e, tal que, X assume qualquer valor espec���cox
com probabilidade zero.

�E facil pensar em exemplos de vari�aveis aleat�orias cont��nuas. Considera-se inicialmente, um mo-
delo probabil��stico para os tempos de desintegra�c~ao de um n�umero �nito de particulas radioativas.
Seja T o tempo que decorre at�e a desintegra�c~ao da primeira part��cula. Ent~ao, T �e uma vari�avel
aleat�oria cont��nua, pois a probabilidade de que a primeira desintegra�c~ao ocorra em um tempo es-
pec���co (por exemplo, T = 2 :0000::: segundos) �e zero. Como segundo exemplo, considera-se o expe-
rimento de escolher ao acaso um ponto de um subconjuntoS do espa�co euclidiano\n-dimensional"
�nito n~ao nulo. Seja X a vari�avel aleat�oria que representa a primeira coordenada do ponto esco-
lhido. Sup~oem-se por exemplo, quen = 2 e que S seja um disco de raio unit�ario no plano, centrado
na origem. Ent~ao, o conjunto de pontos emS que tem a primeira coordenada zero �e um segmento
de reta no plano. Qualquer segmento como este tem �area zero eportanto probabilidade zero.

De forma geral, as vari�aveis aleat�orias que representam medidas de grandezas f��sicas como coor-
denadas espaciais, peso, tempo, temperatura e voltagem s~ao descritas mais adequadamente como
vari�aveis aleat�orias cont��nuas. Vari�aveis aleat�ori as associadas �as contagens de objetos ou eventos
s~ao exemplos t��picos de vari�aveis aleat�orias discretas.

Entretanto, existem casos em que tanto a formula�c~ao discreta como �a cont��nua poderiam ser
apropriadas. Assim, embora normalmente a medida de comprimento seja considerada como uma
vari�avel aleat�oria cont��nua, pode-se considerar a medida arredondada para um certo n�umero de
casas decimais, e portanto, como sendo uma vari�avel aleat�oria discreta.

4.3.1 Vari�aveis Aleat�orias e suas Fun�c~oes de Distribui� c~ao

Nas aplica�c~oes, uma vari�avel aleat�oria representa umaquantidade num�erica de�nida em termos
do resultado de um experimento aleat�orio. Matematicamente, entretanto, uma vari�avel aleat�oria X
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�e uma fun�c~ao real de�nida em um espa�co de probabilidade.Naturalmente deseja-se queP(X � x)
seja de�nida para todo n�umero real x. Em outras palavras, seS for um espa�co de probabilidade
sobre o qual se de�neX , deseja-se que

f s j X (s) � xg:

Seja um evento (isto �e, um elemento do espa�co amostral). Isto implica nas de�ni�c~oes a seguir

De�ni�c~ao 4.3.1. Uma vari�avel aleat�oria X em um espa�co de probabilidadeS �e uma fun�c~ao real
X (s); s 2 S; tal que f s j X (s) � xg �e um evento para �1 < x < + 1 :

De�ni�c~ao 4.3.2. A fun�c~ao de distribui�c~ao F de uma vari�avel aleat�oria X �e uma fun�c~ao

F (X ) = P(X � x); �1 < x < + 1

A fun�c~ao de distribui�c~ao torna-se �util na determina�c ~ao de diferentes probabilidades associadas
com a vari�avel aleat�oria X . Um exemplo �e:

P(a < x � b) = F (b) � F (a); a � b

4.3.2 Propriedades de Fun�c~oes de Distribui�c~ao Cont��nu as

Nem todas as fun�c~oes ocorrem como fun�c~oes de distribui�c~ao, pois as fun�c~oes de distribui�c~ao
devem satisfazer certas condi�c~oes.

SejaX uma vari�avel aleat�oria e seja F uma fun�c~ao de distribui�c~ao. Ent~ao

� (i) 0 � F (x) � 1 para todo x.

� (ii) F �e uma fun�c~ao n~ao decrescente dex.

A propriedade (i) decorre imediatamente da propriedade de de�ni�c~ao F (x) = P(X � x).

Para se veri�var a validade de (ii), precisa-se simplesmente observar que sex < y , ent~ao

F (y) � F (x) = P(x < X � y) � 0

Diz-se que uma fun�c~aof tem um limite L �a direita (�a esquerda) no ponto x se f (x + h)
! L para h ! 0; atrav�es de valores positivos (negativos). Quando existem, representam-se
os limites �a direita e �a esquerda por f (x+ ) e f (x � ) existem para todo x. Sob as mesmas
condi�c~oes,f tem os limites f (�1 ) para x ! �1 e f (+ 1 ) para x ! + 1 .

Das propriedades (i) e (ii), segue-se que a fun�c~ao de distribui�c~ao F tem os limites F (�1 ) e
F (+ 1 ).
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� (iii) F (�1 ) = 0 e F (+ 1 ) = 1

� (iv) F (x+ ) = F (x) para todo x.

Para avaliar F (�1 ) e F (+ 1 ) precisa-se apenas obter os limites deF (n) para n ! �1 . (Isso
decorre do fato de queF �e n~ao-decrescente).

De�ni�c~ao 4.3.3. Chama-se �a vari�avel aleat�oria X de vari�avel aleat�oria cont��nua se

P(X = x) = 0 ; �1 < x < 1 :

Observa-se queX �e uma vari�avel aleat�oria cont��nua se, sua fun�c~ao de di stribui�c~ao F for cont��nua
para todo x, isto �e, se F for uma fun�c~ao cont��nua. Portanto, caso X seja uma vari�avel aleat�oria
cont��nua, ent~ao al�em da De�ni�c~ao 2.10.1 temos que

P(a < X < b ) = P(a � X � b) = P(a � X < b ) = F (b) � F (a);

de modo que< e � podem ser usados indiscriminadamente neste contexto.

De�ni�c~ao 4.3.4. Uma fun�c~ao de distribui�c~ao �e qualquer fun�c~ao F que satisfaz as propriedades
(i)-(iv) , isto �e,

(i) 0 � F (x) � 1 para todo x,

(ii) F �e uma fun�c~ao n~ao-decrescente dex,

(iii) F (�1 ) = 0 e F (+ 1 ) = 1

(iv) F (X + ) = F (x) para todo x.

Em textos mais avan�cados demonstra-se que seF for uma fun�c~ao de distribui�c~ao, necessaria-
mente existe um espa�co de probabilidade e uma vari�avel aleat�oria X de�nida neste espa�co tal que
F �e a fun�c~ao de distribui�c~ao de X .

4.3.3 Densidades de Vari�aveis Aleat�orias Cont��nuas

Na pr�atica de�ni-se geralmente as fun�c~oes de distribui�c~ao em termos de fun�c~oes de densidade.

De�ni�c~ao 4.3.5. Uma fun�c~ao de densidade (em rela�c~ao a integra�c~ao) �e uma fun�c~ao n~ao-negativa
f tal que Z + 1

�1
f (x) dx = 1 (4.3)
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observe que sef for uma fun�c~ao de densidade, ent~ao a fun�c~aoF de�nida por

F (x) =
Z x

�1
f (y) dy; �1 < x < 1 ; (4.4)

�e uma fun�c~ao cont��nua que satisfaz as propriedades (i)-(iv). Assim, a Equa�c~ao (4.3) de�ne uma
fun�c~ao de distribui�c~ao cont��nua. Dizemos que esta fun�c~ao de distribui�c~ao tem densidade f . �E
poss��vel, embora dif��cil, construir exemplos de fun�c~oes de distribui�c~oes cont��nuas que n~ao possuem
densidades. As fun�c~oes de distribui�c~oes cont��nuas que realmente possuem densidades s~ao chamadas
de fun�c~oes de distribui�c~ao \absolutamente cont��nuas".

4.3.4 Valor M�edio de uma Vari�avel Aleat�oria Cont��nua

De�ni�c~ao 4.3.6. Como a fun�c~ao f (x) �e senpre n~ao-negativa, pode-se escrever a esperan�ca como:

E(X ) =
Z + 1

�1
X f (x) dx: (4.5)

4.3.5 Variância de Uma Vari�avel Aleat�oria Cont��nua

A extens~ao do conceito de variância para vari�aveis aleat�orias cont��nuas �e feita de maneira semelhante
e equivalente ao caso de uma vari�avel aleat�oria discreta,ou seja,

V ar(X ) = E(X 2) � [E (X )]2

= E(X � E(X ))2

=
Z + 1

�1
(x � E (X ))2 f (x) dx: (4.6)

Exemplo 4.3.1. O ponteiro dos segundos de um rel�ogio mecânico pode parar aqualquer momento
(instante), devido a algum defeito t�ecnico, ou t�ermino da bateria, e indica-se porX o ângulo que
esse ponteiro forma com o eixo imagin�ario passando pelo centro do mostrador e pelo n�umero 12,
como �e apresentado na Tabela 2.10.

Tabela 4.4 Deslocamento dos Ponteiros de um Rel�ogio

X 0o 6o 12o 18o � � � 342o 348o 354o 360o

P(x)
1
60

1
60

1
60

1
60

� � �
1
60

1
60

1
60

1
60

Pergunta-se, qual o ângulo m�edio formado por esse ponteiro, em rela�c~ao ao eixo imagin�ario que
passa pelo centro do mostrador e pelo n�umero 12.

Introdu�c~ao �a Probabilidade 2018 Notas de aulas



126 Vari�aveis Aleat�orias

Sabe-se que

E(X ) =
Z + 1

�1
x f (x) dx;

ent~ao

E(X ) =
Z 360

0
x

1
360

dx =
1

360

Z 360

0
x dx =

1
360

�
x2

2
j360
0

=
1

360
� [(360)2 � (0)2] �

1
2

=
1

360
� [(360)2] �

1
2

=
1

360
�

(360)2

2
=

360
2

= 180:

Calcula-se conseq•uentemente a variância para a vari�avel aleat�oria X , ou seja,

V ar(X ) =
Z + 1

�1
(x � E (X ))2 f (x) dx

logo, chega-se que

V ar(X ) =
Z 360

0
(x � 180)2 �

1
360

dx =
1

360
�

hR360
0 (x2 � 2 � x � 180 + (180)2) dx

i

=
1

360
�

hR360
0 x2 dx �

R360
0 2 � x � 180 dx +

R360
0 (180)2 dx

i

=
1

360
�

�
x3

3
j360
0 � 360�

x2

2
j360
0 + (180) 2 � xj360

0

�

=
1

360
�

��
(360)3

3
�

03

3

�
� (180� (3602 � 02)) +

�
(180)2 � (360� 0)

�
�

=
1

360
�

�
15:552 � 23:328 + 11:664

�
� 103 =

1
360

� (3880) � 103

= 10:800

4.4 Suporte de um modelo de probabilidade

De�ni�c~ao 4.4.1. O conjunto A = f x : f (x j � ) > 0g �e denominado o suporte da v.a. X .

4.5 Espa�co param�etrico de um modelo de probabilidade

De�ni�c~ao 4.5.1. O conjunto � dos valores poss��veis de� �e denominado Espa�co Param�etrico .
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4.6 Parâmetro

De�ni�c~ao 4.6.1. Um parâmetro �e uma medida usada para descrever uma caracter��stica da po-
pula�c~ao.

Tabela 4.5 S��mbolos Mais Comuns Para Medidas Populacionais e Amostrais

Estat��stica Parâmetro

M�edia X �
Variância S2 � 2

No de elementos n N
Propor�c~ao bp p

De�ni�c~ao 4.6.2. - Modelos de Probabilidade:SejaX uma vari�avel aleat�oria discreta ou cont��nua,
com fun�c~ao de probabilidade (f.p.) ou fun�c~ao densidadede probabilidade (f.d.p.) respectivamente,
dadas porf (x j � ). Portanto, tem-se que � �e o parâmetro associado ao modelo de probabilidade da
vari�avel aleat�oria X .

4.7 Modelos de Probabilidade Discretos

4.7.1 Modelo de Probabilidade Uniforme Discreta

Experimentos que tenhamn resultados poss��veis, todos com a mesma probabilidade1=n, �e dito
seguir um modelo uniforme discreta. Assim,

P(X = x i ) =
1
n

; i = 1 ; 2; � � � ; n:

� O lan�camento de um dado honesto tem como resultado as faces 1,2,3,4,5,6, todos com proba-
bilidade 1=6;

� O resultado da megasena tem como resultado uma das
� 60

6

�
combina�c~oes poss��veis, todas com

a mesma probabilidade.

� O ângulo inteiro em uma roleta de um cassino honesto.

Para esta vari�avel temos que

E(X ) =
1
n

nX

i =1

x i ; V (X ) =
1
n

nX

i =1

(x i � E (X ))2:

O principal caso �e quando x i = i , ou seja, x i 2 f 1; 2; :::; ng, onde temos

E(X ) =
n + 1

n
; V (X ) =

n2 � 1
12

:
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4.7.2 Modelo de Probabilidade Bernoulli

Muitos experimentos s~ao tais que os resultados apresentamou n~ao uma determinada caracter��stica.
Por exemplo:

� Uma moeda �e lan�cada: o resultado �e cara ou coroa;

� Um dado �e lan�cado: ou ocorre face 5 ou n~ao (ocorrendo ent~ao uma das demais faces 1, 2, 3,
4 ou 6);

� Uma pe�ca �e escolhida ao acaso dentre 1000: �e ou n~ao defeituosa;

� Uma pessoa �e escolhida dentre 500: �e ou n~ao do sexo masculino;

� Uma pessoa �e escolhida ao acaso dentre os moradores de uma cidade e veri�ca-se quanto a
ela ser ou n~ao favor�avel a um projeto municipal.

Em todos esses casos, estamos interessados na ocorrência de sucesso (cara; face 5; a pe�ca �e de-
feituosa; a pessoa �e do sexo masculino e a pessoa �e favor�avel ao projeto municipal) ou fracasso
(coroa; uma face diferente de 5; a pe�ca n~ao �e defeituosa; apessoa �e do sexo feminino e a pes-
soa n~ao �e favor�avel a um projeto municipal). Essa terminologia (sucesso e fracasso) ser�a usada
freq•uentemente.

Para cada experimento citado anteriormente, podemos de�nir uma vari�avel aleat�oria X; que
assume apenas dois valores: 1, se ocorrer sucesso, e 0, se ocorrer fracasso. Indica-se por� a proba-
bilidade de sucesso, isto �e, P (sucesso) = P (S) = �; 0 < � < 1:

f (x) =

8
<

:

� x (1 � � )1� x ; x = 0 ; 1

0; para outros valores de x:

A vari�avel aleat�oria X, que assume apenas os valores 0 e 1, �e representada porX � Bernoulli (� )
e com fun�c~ao de probabilidade dada por

f (x j � ) = P(X = x j � ) = � x (1 � � )1� x ; x = 0 ; 1; 0 < � < 1: (4.7)

E(X ) = � V ar (X ) = � (1 � � ):
Tal que,

P(X = 0) = � 0(1 � � )1� 0 = (1 � � )

P(X = 1) = � 1(1 � � )1� 1 = �;

portanto, X �e chamada vari�avel aleat�oria de Bernoulli( � ).

Exemplo 4.7.1. Vamos supor o experimento onde um dado �e lan�cado e a vari�avel X representa a
obten�c~ao da face 5, logo os poss��veis resultados desse experimento ser~ao: ocorre a face 5 ou ocorre
qualquer uma das faces diferentes de 5; supondo o dado perfeito (equilibrado) tem-se
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P(X = 0) = � 0(1 � � )1� 0 = (1 � � ) = 1 �
1
6

=
5
6

;

P(X = 1) = � 1(1 � � )1� 1 = � =
1
6

;

consequentemente,
� = E(X ) =

1
6

visto que, � = E(X ) = �;

V ar(X ) = � (1 � � )

=
1
6

�
5
6

=
5
36

4.7.3 Modelo de Probabilidade Binomial

Considere \n"repeti�c~oes independentes de um experimento do tipo sucesso e fracasso (Bernoulli).
SejaSn o n�umero de sucessos em \n"repeti�c~oes. Ent~aoSn �e uma vari�avel aleat�oria que pode assumir
somente os valores 0, 1, 2, 3,...,n. Sabe-se que, para um n�umero inteiro x, 0� x � n; resulta em

P(Sn = x) =
�

n
x

�
� x (1 � � )n� x ;

Portanto, a fun�c~ao de probabilidade f de Sn �e dada por

f (x) =

8
>><

>>:

�
n
x

�
� x (1 � � )n� x ; x = 0 ; 1; 2; :::; n;

0; para outros valores de x:

De�ni�c~ao 4.7.1. A vari�avel aleat�oria X, que assume os valores 0, 1, 2, 3,..., n �e representada por:
X � Binomial( n; � ) e com fun�c~ao de probabilidade

f (x j � ) = P(X = x j � ) =
n!

x!(n � x)!
� x (1 � � )n� x ; x = 0 ; 1; 2; 3; :::; n; 0 < � < 1: (4.8)

E(X ) = n� V ar (X ) = n� (1 � � ):

Esta fun�c~ao est�a entre as mais importantes que ocorrem nateoria de probabilidades, fun�c~ao de
probabilidade Binomial de parâmetros n e � .

Exemplo 4.7.2. SejaX a vari�avel aleat�oria introduzida sob a forma �a consider�a-la como o experi-
mento de lan�car uma moeda três vezes, onde a probabilidadede obter a face cara em um lan�camento
individual �e 0,4. Logo, o espa�co amostral ser�a: X (s) = f 3; 2; 2; 2; 1; 1; 1; 0g; ent~ao, X = 3 ; 2; 1; 0.
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Este experimento �e uma fun�c~ao de distribui�c~ao Binomial de parâmetrosn = 3 e � = 0 ; 4: Portanto,
a probabilidade de se obter uma, duas ou três caras respectivamente nos três lan�camentos �e

P(X = 1) =
3!

1!(3 � 1)!
(0; 4)1(1 � 0; 4)3� 1 =

3!
2!

(0; 4)1(0; 6)2 = 0 ; 432

P(X = 2) =
3!

2!(3 � 2)!
(0; 4)2(1 � 0; 4)3� 2 =

3!
2!

(0; 4)2(0; 6)1 = 0 ; 288

P(X = 3) =
3!

3!(3 � 3)!
(0; 4)3(1 � 0; 4)3� 3 =

3!
3!

(0; 4)3(0; 6)0 = 0 ; 064

conseq•uentemente,
� = E(X ) = 3 � 0; 4 = 1; 2

visto que, � = E(X ) = n�;

V ar(X ) = n� (1 � � ) = 3 � 0; 4 � (1 � 0; 4) = 3 � 0; 4 � 0; 6 = 0; 72

Refere-se freq•uentemente a uma vari�avel aleat�oriaX; com f.p. Binomial, dizendo queX tem uma
distribui�c~ao Binomial (com parâmetros n e � , quando se deseja ser mais preciso). Usa-se tamb�em
denomina�c~ao semelhante para outras vari�aveis aleat�orias que tem designa�c~ao espec���ca.

A partir do estudo de an�alise combinat�oria, veri�ca-se qu e a distribui�c~ao Binomial ocorre no
processo de amostragem aleat�oria com reposi�c~ao. No casode um processo de amostragem aleat�oria
ocorrido sem reposi�c~ao, caracteriza-se a distribui�c~ao Hipergeom�etrica.

4.7.4 Modelo de Probabilidade Geom�etrica

Considere \n"repeti�c~oes independentes de um experimento do tipo sucesso e fracasso. Por�em, o
�unico evento que nos interessa �e o que representa o sucessono experimento, logo faz-se \n"ensaios
de Bernoulli independentes e a distribui�c~ao geom�etrica se caracterizar�a a partir do momento em
que se observar o primeiro sucesso no experimento, quando ent~ao o mesmo ser�a �nalizado.

f (x) =

8
<

:

� (1 � � )x� 1; x = 1 ; 2; 3; :::;

0; para outros valores de x:

De�ni�c~ao 4.7.2. A vari�avel aleat�oria X, que assume os valores 1, 2, 3,... �e representada por:
X � Geom�etrica( � ) e com fun�c~ao de probabilidade

f (x j � ) = P(X = x j � ) = � (1 � � )x� 1; x = 1 ; 2; 3; :::; 0 < � < 1: (4.9)

E(X ) =
1
�

V ar(X ) =
1 � �

� 2
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Exemplo 4.7.3. Supondo um experimento onde cinco moedas s~ao lan�cadas e observa-se a ocorrência
da face cara nas moedas. Admitindo-se que a probabilidade deocorrência da face cara �e igual a 0,4,
ou seja,� = 0 ; 4; logo, para se calcular a probabilidade de obter-se no 1o; 2o; 3o; 4o e 5o lan�camentos
respectivamente a face cara deve-se proceder de maneira que

P(X = 1) = 0 ; 4(1 � 0; 4)1� 1 = 0 ; 4 � (0; 6)0 = 0 ; 400

P(X = 2) = 0 ; 4(1 � 0; 4)2� 1 = 0 ; 4 � (0; 6)1 = 0 ; 240

P(X = 3) = 0 ; 4(1 � 0; 4)3� 1 = 0 ; 4 � (0; 6)2 = 0 ; 144

P(X = 4) = 0 ; 4(1 � 0; 4)4� 1 = 0 ; 4 � (0; 6)3 = 0 ; 086

P(X = 5) = 0 ; 4(1 � 0; 4)5� 1 = 0 ; 4 � (0; 6)4 = 0 ; 052

conseq•uentemente,

� = E(X ) =
1

0; 4
= 2 ; 5

visto que, � = E(X ) =
1
�

;

V ar(X ) =
1 � �

� 2 =
1 � 0; 4
(0; 4)2 =

0; 6
0; 16

= 3 ; 75

4.7.5 Modelo de Probabilidade Hipergeom�etrica

Considera-se uma popula�c~ao de \r "objetos dos quais \r1", s~ao de um tipo e \r2 = r � r1", s~ao de
um segundo tipo. Suponha que se extraia desta popula�c~ao uma amostra aleat�oria sem reposi�c~ao de
tamanho n � r: SejaX o n�umero de objetos do primeiro tipo na amostra. Ent~aoX �e uma vari�avel
aleat�oria cujos valores poss��veis s~ao: 0, 1, 2,...,n.

De�ni�c~ao 4.7.3. A vari�avel aleat�oria X, que assume os valores 0, 1, 2, 3,..., n �e representada por:
X � Hipergeom�etrica( n; r ) e a partir dos resultados de parti�c~oes do espa�co amostral, chega-se a
fun�c~ao de probabilidade

f (x j r ) = P(X = x j r ) =

�
r1

x

� �
r � r1

n � x

�

�
r
n

� ; (4.10)

onde x = 0 ; 1; 2; :::; n; r1 = 0 ; 1; 2; :::; r ; r = 1 ; 2; :::; n = 1 ; 2; :::; r:

E (X ) = n
r1

r
V ar(X ) = n

r1

r
r � r1

r
r � n
r � 1

:

A Equa�c~ao (4:10) pode ser escrita como
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�
r1

x

� �
r � r1

n � x

�

�
r
n

� =
(r1)x (r � r1)n� x

x!(n � x)!
n!

(r )n
=

�
n
x

�
(r1)x (r � r1)n� x

(r )n

Assim pode-se escrever a f.p.f de X de duas formas

f (x) =

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

�
r1

x

� �
r � r1

n � x

�

�
r
n

� ; x = 0 ; 1; 2; :::; n:

0; para outros valores de x:

ou ainda,

f (x) =

8
>><

>>:

�
n
x

�
(r1)x (r � r1)n� x

(r )n
; x = 0 ; 1; 2; :::; n:

0; para outros valores de x:

Esta fun�c~ao de probabilidade chama-se fun�c~ao de probabilidade Hipergeom�etrica.

Exemplo 4.7.4. Em problemas de controle da qualidade, lotes com \N" ��tens s~ao examinados. O
n�umero de ��tens com defeito (atributo A), r, �e desconhecido. Colhemos uma amostra de \n"��tens e
determinamos \k". Suponha que um lote deN = 100 pe�cas, r = 10 sejam defeituosas; sabe-se que
a fun�c~ao de probabilidade Hipergeom�etrica pode ser escrita como

P(X = k) = Pk =

�
r
k

� �
N � r
n � k

�

�
N
n

� ; onde 0 � k � min (r; n )

Escolhendo-sen = 5, ou seja, retira-se cinco pe�cas sem reposi�c~ao, a probabilidade de n~ao se obter
pe�cas defeituosas �e

P(X = 0) = P0 =

�
10
0

� �
100� 10

5 � 0

�

�
100
5

� =

�
90
5

�

�
100
5

� �= 0; 584:

Enquanto a probabilidade de se obter pelo menos uma defeituosa �e

P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5) = P1 + P2 + P3 + P4 + P5
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�
10
1

� �
90
4

�

�
100
5

� +

�
10
2

� �
90
3

�

�
100
5

� +

�
10
3

� �
90
2

�

�
100
5

� +

�
10
4

� �
90
1

�

�
100
5

� +

�
10
5

� �
90
0

�

�
100
5

� �= 0; 416

Ou equivalentemente, para obter-se a probabilidade de pelomenos uma pe�ca dentre as cinco
escolhidas apresentar defeito calcula-se

P(X � 1) = 1 � P(X = 0) = 1 � 0; 584 = 0; 416

4.7.6 Modelo de Probabilidade Poisson

Sabe-se que em muitos fenômenos aleat�orios que envolvem um processo de contagem, seguem
aproximadamente uma distribui�c~ao de Poisson. Alguns exemplos de tais fenômenos s~ao o n�umero
de �atomos de uma substância radioativa que se desintegramna unidade de tempo; o n�umero de
chamadas que chegam a uma central telefônica em um determinado per��odo de tempo; o n�umero
de erros de impress~ao por p�agina de um livro e o n�umero de colônias de bact�erias em um recipiente
de petri untato com uma suspens~ao de bact�erias.

De�ni�c~ao 4.7.4. A vari�avel aleat�oria X, que assume os valores 0, 1, 2, 3,... �e representada por:
X � Poisson(� ), e com fun�c~ao de probabilidade

f (x j � ) = P(X = x j � ) =
e� � � x

x!
; x = 0 ; 1; 2; :::; � > 0 (4.11)

E(X ) = � V ar (X ) = �
Portanto, seja � um n�umero positivo. A f.p. de poissonde parâmetro � �e expressa por

f (x) =

8
>><

>>:

� xe� �

x!
; x = 0 ; 1; 2; :::; n:

0; para outros valores de x:

�E evidente que esta fun�c~ao satisfaz as seguintes propriedades:f (x) � 0; X 2 R e f x : f (x) 6= 0g
da de�ni�c~ao de Vari�avel Aleat�oria Discreta. A propried ade

P n
i =1 P(x i ) = 1 ; segue-se imediatamente

da expans~ao em s�erie deTaylor da fun�c~ao exponencial que

e� =
1X

x=0

� x

x!

Exemplo 4.7.5. Um PBX recebe, em m�edia, cinco chamadas por minuto. Supondoque a distri-
bui�c~ao de poissonseja adequada nessa situa�c~ao, para obter-se a probabilidade de que o PBX n~ao
receba chamadas durante um intervalo de um minuto. Faz-se� = 5 e

P(X = 0) =
50e� 5

0!
= e� 5 = 0 ; 0067
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Por outro lado, se o objetivo for calcular a probabilidade deobter-se no m�aximo duas chamadas em
quatro minutos, tem-se � = 20 chamadas em quatro minutos, visto que, em m�edia o PBX recebe
cinco chamadas por minuto, logo

P(X � 2) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2)

=
200e� 20

0!
+

201e� 20

1!
+

202e� 20

2!

= e� 20(1 + 20 + 200) = 221 e� 20;
que �e um n�umero muito pr�oximo de zero. Esse exemplo mostraque a probabilidade de \k"ocorrências
em um intervalo �xo de comprimento \ t"pode ser escrita como

P(X = k) =
e� �t (�t )k

k!
; k = 0 ; 1; 2; � � �

onde� representa o n�umero m�edio de ocorrências naquele intervalo. Denota-se uma vari�avel aleat�oria
X com distribui�c~ao de poissonde parâmetro � por X � poisson(� ):

4.8 Modelos de Probabilidade Cont��nuos

4.8.1 Modelo de Probabilidade Uniforme Cont��nua

De�ni�c~ao 4.8.1. A vari�avel aleat�oria X tem distribui�c~ao uniforme no intervalo [a; b] se sua
fun�c~ao densidade de probabilidade(f:d:p: ) �e dada por

f (x) =

8
><

>:

1
b� a

; se a � x � b;

0; para outros valores de x:

O gr�a�co da f.d.p. �e dado pela Figura 5.5 e o Gr�a�co da f.d.a . �e dado pela Figura 5.6. Portanto,

 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0,120

0,125

0,130

x

f(x)

 

Figura 4.4 Gr�a�co da fun�c~ao densidade de probabilidade de uma vari�avel aleat�oria com distribui�c~ao uniforme
no intervalo [- 4; 4].
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f (x; a; b) =
1

b� a
I [a;b] (x); a � x � b; �1 < a < b < + 1 : (4.12)

E(X ) =
a + b

2
e V ar(X ) =

(b� a)2

12
:

F (x) = P(X � x) =
Z x

�1
f (x) dx =

8
>>>>><

>>>>>:

0; se x < a

x � a
b� a

; se a � x < b

1; se x � b
 

-10 0 10

0,0

0,5

1,0

x

F(x)

 

  

 11=b 9-=a

Figura 4.5 Gr�a�co da fun�c~ao de distribui�c~ao acumulada de uma vari�avel aleat�oria uniforme no intervalo [-
9; 11].

Assim, para dois valores quaisquerc e d, onde c < d, tem-se portanto

P(c < x � d) = F (d) � F (c);

Nota�c~ao: usa-se a nota�c~aoX � U(a; b) para indicar que a vari�avel aleat�oria X tem distribui�c~ao
uniforme de parâmetros [a, b].

Exemplo 4.8.1. Dada uma vari�avel aleat�oria X , a qual tem distribui�c~ao uniforme tem-se que, um
caso particular bastante interessante quanto a esta distribui�c~ao �e quando os parâmetros s~ao iguais
�a [a = -1/2, b = 1/2]. Portanto, tem-se que

f (x) =

8
<

:

1; se � 1=2 � x � 1=2

0; caso contrario:

Veri�ca-se que,

E(X ) =
a + b

2
=

� 1=2 + 1=2
2

=
0
2

= 0 e V ar(X ) =
(b� a)2

12
=

(1=2 + 1=2)2

12
=

1
12

:

A f.d.a. ser�a dada por
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FX (x) =

8
>>>><

>>>>:

0; se x < � 1=2

x + 1=2; se � 1=2 � x < 1=2

1; se x > 1=2:

Por exemplo, P(� 1=4 � X � 1=4) = FX (1=4) � FX (� 1=4) = 1=2:

4.8.2 Modelo de Probabilidade Normal

Apresenta-se agora um modelo fundamental em Probabilidadee Inferência Estat��stica. Suas origens
remetem-se a Gauss em seus trabalhos sobre erros de observa�c~ao astronômica, por volta de 1810,
de onde se d�a a origem do nome distribui�c~ao Gaussiana paratal modelo.

De�ni�c~ao 4.8.2. Diz-se que a vari�avel aleat�oria X tem \Distribui�c~ao Normal" com parâmetros �
e � 2, onde �1 < � < + 1 e � > 0, se sua fun�c~ao densidade de probabilidade �e dada por

f (x) =

8
>>><

>>>:

1
p

2�� 2
e

�
(x � � )2

2� 2 ; se � 1 < x < + 1 ;

0; caso contrario:

Portanto,

 

-3s -2s -1s +1s +2s +3sm

95,46%

99,73%

68,26%

Figura 4.6 Gr�a�co da fun�c~ao densidade de probabilidade de uma vari�avel aleat�oria normal com m�edia e
desvio padr~ao.

f (x; �; � 2) =
1

p
2�� 2

e
�

(x � � )2

2� 2 ; �1 � x � + 1 ; �1 < � < + 1 ; � > 0: (4.13)

E(X ) = � e V ar (X ) = � 2:
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Veri�ca-se que, f (x; �; � 2) ! 0, quando x ! �1 ; � � � e � + � s~ao pontos de in
ex~ao de

f (x; �; � 2), x = � �e ponto de m�aximo de f (x; �; � 2), e o valor m�aximo �e
1

p
2�� 2

.

A densidadef (x; �; � 2), �e sim�etrica em rela�c~ao �a reta x = �; isto �e,

f (� + x; �; � 2); f (� � x; �; � 2);

para todo x real. Com o objetivo de simpli�car a nota�c~ao, denota-se a fun�c~ao densidade de proba-
bilidade normal simplesmente porf (x) e escreve-se simbolicamente,

X � N (�; � 2):

Quando � = 0 e � 2 = 1, tem-se uma distribui�c~ao normal padr~ao ou normal reduzida, ou simples-
mente N (0; 1). Portanto, a fun�c~ao densidade de probabilidade reduz-se a

� (z) =
1

p
2�

e
�

z2

2 ; �1 � z � + 1 : (4.14)

O gr�a�co da Normal padr~ao �e dado por Se X � N (�; � 2), ent~ao a vari�avel aleat�oria de�nida por

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

z

F (z)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.7 Fun�c~ao de distribui�c~ao acumulada da vari�avel aleat�oria X com distribui�c~ao Normal Padr~ao:
Z � N (0; 1).

Z = x� �
� ter�a m�edia 0 e variância 1.

A fun�c~ao de distribui�c~ao acumulada F (y) de uma vari�avel aleat�oria normal X , com m�edia � e

variância � 2 �e obtida integrando-se f (x; �; � 2) =
1

p
2�� 2

e
�

(x � � )2

2� 2 ; de �1 at�e y, ou seja,

F (y) =
Z y

�1
f (x; �; � 2) dx; y 2 R: (4.15)
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A integral de F (y) corresponde a �area, sobf (x) desde�1 at�e y. No caso espec���co da normal
padr~ao, utiliza-se a seguinte nota�c~ao, a qual �e universal

� (y) =
Z y

�1
� (z) dz =

1
p

2�

Z y

�1
e

�
z2

2 dz: (4.16)

Exemplo 4.8.2. Os dep�ositos efetuados em um determinado banco durante o m^es de janeiro s~ao
distribu��dos normalmente, com m�edia R$ 10,00 e variância igual �a 2,25. Um dep�osito �e selecionado
ao acaso dentre todos os referentes ao mês de janeiro. Encontrar a probabilidade de que o dep�osito
seja

(a) R$ 10,00 ou menos;

(b) Pelo menos R$ 10,00;

(c) Um valor entre R$ 12,00 e R$ 15,00;

(d) Maior do que R$ 20,00.

Sabe-se que� = 10 e � 2 = 2 ; 25, conseq•uentemente,� = 1 ; 5. SendoX a vari�avel aleat�oria que
representa o referido dep�osito, ent~ao para

(a)

P(X � 10) = P
�

x � �
�

�
10� 10

1; 5

�
= P(Z � 0) = 0 ; 5:

(b)

P(X � 10) = P
�

x � �
�

�
10� 10

1; 5

�
= P(Z � 0) = 0 ; 5:

(c)

P(12 < X < 15) = P
�

12� 10
1; 5

<
x � �

�
<

15� 10
1; 5

�

= P(1; 33 < Z < 3; 33) = 0; 09133:

(d)

P(X > 20) = P
�

x � �
�

�
20� 10

1; 5

�
= P(Z > 6; 67) � 0:

(e)

P(0 < X < 5) = P
�

0 � 10
1; 5

<
x � �

�
<

5 � 10
1; 5

�

= P(� 6; 67 < Z < � 3; 33) � 0:

(f )

P(5 < X < 10) = P
�

5 � 10
1; 5

<
x � �

�
<

10� 10
1; 5

�

= P(� 3; 33 < Z < 0) = 0 ; 5:
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4.8.3 Modelo de Probabilidade Exponencial

Uma distribui�c~ao de probabilidade important��ssima e que tem aplica�c~oes em con�abilidade de
sistemas, assim como �e capaz de mensurar o tempo de vida �util de equipamentos eletrônicos �e a
distribui�c~ao exponencial.

De�ni�c~ao 4.8.3. A vari�avel aleat�oria X tem distribui�c~ao exponencial com parâmetro� > 0, onde
a fun�c~ao densidade de probabilidade exponencial apresenta-se da seguinte forma

f (x) =

8
>><

>>:

1
�

e
�

x
� ; se x > 0;

0; x � 0:

O gr�a�co da f.d.p. �e dado por 

876543210

1,0

0,5

0,0
x

f(x)

 

Figura 4.8 Gr�a�co da fun�c~ao densidade de probabilidade de uma vari�avel aleat�oria com distribui�c~ao expo-
nencial de parâmetro � = 1 .

Portanto,
f (x; � ) =

1
�

e
�

x
� ; x > 0; � > 0: (4.17)

E(X ) = � e V ar (X ) = � 2:

F (x) = P(X � x) =
Z s

0
f (x) dt =

8
>>>>>><

>>>>>>:

0; se x � 0

1 � e
�

x
� ; se 0 < x < s

1; se x � s:

O gr�a�co da f.d.a. �e dado pela Figura (2 :10):
Nota�c~ao: usa-se a nota�c~aoX � Exp (� ) para indicar que a vari�avel aleat�oria X tem distribui�c~ao

exponencial de parâmetro� .
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Figura 4.9 Gr�a�co da fun�c~ao de distribui�c~ao acumulada de uma vari�avel aleat�oria com distribui�c~ao expo-
nencial de parâmetro � = 1 .

Exemplo 4.8.3. O tempo de vida (em horas) de um fus��vel pode ser pode ser considerado uma
vari�avel aleat�oria com distribui�c~ao exponencial de parâmetro � = 500. Sabe-se que a vida m�edia
de um fus��vel �e 500 horas, ou E(T) = 500 Horas e conseq•uentemente a probabilidade de que este
fus��vel dure mais do que a m�edia �e

P(T > 500) =
Z + 1

500
f (t) dt =

Z + 1

500

1
500

e
�

t
500 dt =

1
500

Z + 1

500
e

�
t

500

=
1

500

�

(� 500) � e
�

t
500

� + 1

500
=

�

� e
�

t
500

� + 1

500

= � e
�

1
500 + e

�
500
500 = e� 1 = 0 ; 3678:

Conseq•uentemente, parat = 500 e � = 500, ou seja, para os dados deste exemplo tem-se que,

F (t) = P(T � 500) = 1 � e� 1 = 1 � 0; 3678 = 0; 6322

4.8.4 Modelo de Probabilidade Exponencial-Dupla (Laplace)

4.8.5 Modelo de Probabilidade Gama

De�ni�c~ao 4.8.4. Seja X a vari�avel aleat�oria que tem distribui�c~ao Gama com parâmetros � e � ,
onde a fun�c~ao densidade de probabilidade dessa distribui�c~ao apresenta-se da seguinte forma

f (x) =

8
>><

>>:

� �

�( � )
x � � 1e� �x ; se x > 0;

0; x � 0
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Portanto,

f (x j �; � ) =
� �

�( � )
x � � 1e� �x ; x > 0; � > 0 e � > 0 (4.18)

E(X ) =
�
�

e V ar(X ) =
�
� 2

Nota�c~ao: usa-se a nota�c~aoX � Gama (�; � ) para indicar que a vari�avel aleat�oria X tem
distribui�c~ao gama com parâmetros � e � .

4.8.6 Modelo de Probabilidade Cauchy

4.8.7 Modelo de Probabilidade Qui-quadrado

De�ni�c~ao 4.8.5. Seja X a vari�avel aleat�oria que tem distribui�c~ao Qui-quadrad o com parâmetro
n, onde a fun�c~ao densidade de probabilidade dessa distribui�c~ao apresenta-se da seguinte forma

f (x) =

8
>><

>>:

(1=2)n=2

�( n=2)
x

n
2 � 1e� x

2 ; se x > 0;

0; x � 0

Portanto,

f (x j n) =
(1=2)n=2

�( n=2)
x

n
2 � 1e� x

2 ; x > 0; e n � 1 (inteiro ) (4.19)

E(X ) = n e V ar(X ) = 2 n

Nota�c~ao: usa-se a nota�c~aoX � � 2
n para indicar que a vari�avel aleat�oria X tem distribui�c~ao de

Qui-quadrado comn graus de liberdade.

4.8.8 Modelo de Probabilidade F-Snedecor

De�ni�c~ao 4.8.6. Seja X a vari�avel aleat�oria que tem distribui�c~ao F-Snedecor com parâmetro m
e n, onde a fun�c~ao densidade de probabilidade dessa distribui�c~ao apresenta-se da seguinte forma

f (x) =

8
>>><

>>>:

�
� m + n

2

�

�( m=2)�( n=2)

� m
n

� m=2
x

m
2 � 1

�
1 +

m
n

x
� � m + n

2 ; se x > 0;

0; x � 0

Portanto,

f (x j n) =
�

� m + n
2

�

�( m=2)�( n=2)

� m
n

� m=2
x

m
2 � 1

�
1 +

m
n

x
� � m + n

2 ; x > 0; e m; n � 1 (inteiros ) (4.20)
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E(X ) =
n

n � 2
e V ar(X ) =

2n2(m + n � 2)
m(n � 2)2(n � 4)

Nota�c~ao: usa-se a nota�c~aoX � Fm;n para indicar que a vari�avel aleat�oria X tem distribui�c~ao
de F-Snedecor comm e n graus de liberdade.

4.8.9 Modelo de Probabilidade F-Snedecor n~ao-central

4.8.10 Modelo de Probabilidade t-Student

De�ni�c~ao 4.8.7. Seja X a vari�avel aleat�oria que tem distribui�c~ao t-Student com parâmetro n,
onde a fun�c~ao densidade de probabilidade dessa distribui�c~ao apresenta-se da seguinte forma

f (x) =

8
>><

>>:

�
�

n + 1
2

�

�( n=2)
1

p
n�

�

1 +
x2

n

� � n +1
2

; para � 1 < x < + 1

Portanto,

f (x j n) =
�

�
n + 1

2

�

�( n=2)
1

p
n�

�

1 +
x2

n

� � n +1
2

; �1 < x < + 1 ; e n � 1 (inteiro ) (4.21)

E(X ) = 0 e V ar(X ) =
n

n � 2
Nota�c~ao: usa-se a nota�c~aoX � tn para indicar que a vari�avel aleat�oria X tem distribui�c~ao de
t-Student com n graus de liberdade.

4.8.11 Modelo de Probabilidade t-Student n~ao-central

4.8.12 Modelo de Probabilidade Beta

De�ni�c~ao 4.8.8. Seja X a vari�avel aleat�oria que tem distribui�c~ao Beta com par âmetro a e b, onde
a fun�c~ao densidade de probabilidade dessa distribui�c~ao apresenta-se da seguinte forma

f (x) =

8
<

:

�
�
a + b

�

�( a) �( b)
xa� 1

�
1 � x

� b� 1
; para 0 < x < 1

0

Portanto,

f (x j a; b) =
�

�
a + b

�

�( a) �( b)
xa� 1 �

1 � x
� b� 1

; 0 < x < 1; a > 0 e b > 0 (4.22)

E(X ) =
a

a + b
e V ar(X ) =

ab
(a + b)2 (a + b+ 1)

Nota�c~ao: usa-se a nota�c~aoX � Beta(a; b) para indicar que a vari�avel aleat�oria X tem distri-
bui�c~ao de Beta com parâmetrosa e b.
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4.8.13 Modelo de Probabilidade Weibull

4.8.14 Modelo de Probabilidade Gumbell (ou valor extremo)

4.8.15 Modelo de Probabilidade Beta n~ao-central

4.8.16 Modelo de Probabilidade Log��stica

4.8.17 Modelo de Probabilidade Log-normal

4.8.18 Modelo de Probabilidade Rayleigh

4.8.19 Modelo de Probabilidade Rice

4.8.20 Modelo de Probabilidade Normal Truncada

4.8.21 Modelo de Probabilidade Normal Estendida

4.8.22 Modelo de Probabilidade Normal Assim�etrica

4.8.23 Modelo de Probabilidade Birbaum Sanders

4.8.24 Modelo de Probabilidade Von Mises

4.8.25 Modelo de Probabilidade Gama Generalizada

4.8.26 Modelo de Probabilidade Gama Generalizada Exponenc ilizada

4.8.27 Modelo de Probabilidade Gama Generalizada Log-Expo nencilizada

4.8.28 Modelo de Probabilidade Beta Generalizada

4.8.29 Modelos de Probabilidade com Mistura

4.9 Transforma�c~oes de Vari�aveis

Em muitas situa�c~oes n~ao estamos interessados no comportamento de uma variavel propriamente,
mas sim em uma transforma�c~ao dela,Y = T(X ), tais como Y = jX j, Y = aX + b ou Y = X 2. Na
teoria dos testes estat��sticos essa �e uma situa�c~ao extremamente frequente.

Uma das formas de conhecer o comportamento deY = T(X ) e obter sua fun�c~ao densidadef Y (y)
ou fun�c~ao fun�c~ao de distribui�c~ao FY (y). Obviamente podemos usar a propriedadeF 0(y) = f (y).
De forma geral, com o uso da regra da cadeia, obtemos,

f (y) =
@F(y)

@y
= f (x)

�
�
�
�
dx
dy

�
�
�
� : (4.23)

Exemplo 4.1. Seja X � U(0; 1). Obtenha a distribui�c~ao de Y = 1 � X atrav�es da Fun�c~ao de
Distribui�c~ao de X

Temos quef X (x) = 1 ; x 2 (0; 1) e queFX (x) = x, com y 2 (0; 1). Com base nisso,
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FY (y) = P(Y � y) = P(1� X � y) = P(X � 1� y) = 1 � P(X < 1� y) = 1 � FX (1� y) = 1 � (1� y) = y:

Como FY (y) = y, podemos concluir diretamente queY � U(0; 1). Podemos ainda obter sua
fun�c~ao densidade, dada porf Y (y) = F 0

Y (y) = 1 :
Poder��amos aplicar diretamente a express~ao 4.23. Notemos quef Y (1 � x) = 1 e dx

dy = � 1, pois
x = 1 � y, obtendo f Y (y) = 1 � j � 1j = 1.

Exemplo 4.2. Seja X � U(0; 1). Obtenha a distribui�c~ao deY = � 1
� ln(1 � X ), atrav�es da Fun�c~ao

de Distribui�c~ao de X

Temos queFX (x) = 1 � e� �x e y 2 (0; 1 ). Com base nisso,

FY (y) = P(Y � y) = P
�

�
1
�

ln(1 � X ) � y
�

= P(� ln(1 � X ) � �y ) = P(ln(1 � X ) � � �y )

= P(1 � X � e� �y ) = P(X � 1 � e� �y ) = FX (1 � e� �y ) = 1 � e� �y :

Como FY (y) = 1 � e� �y , podemos concluir diretamente queY � Exp(� ). Podemos ainda obter
sua fun�c~ao densidade, dada porf Y (y) = F 0

Y (y) = �e � �x :
Para aplicar diretamente a express~ao 4.23, notemos quex = 1 � e� �y , de onde obtemosf Y (y) = 1

e dx
dy = �e � �y , obtendo f Y (y) = 1 � j �e � �y j = �e � �y .

4.10 Exerc��cios

1) Suponha que uma vari�avel aleat�oria discreta X tenha uma distibui�c~ao com as probabilidades
dadas pela Tabela (4.6). a seguir

Tabela 4.6 Distribui�c~ao de Probabilidade da Vari�avel Aleat�oria Z .

Z 0 1 2 3 4 5

P(z) 0 p2 p2 p p p2

(a) Obtenha o valor dep;

(b) A distribui�c~ao acumulada;

(c) P(Z � 4);

(d) P(Z < 3).

2) Uma urna cont�em 4 bolas brancas e 6 pretas. 3 bolas s~ao retiradas com reposi�c~ao. Seja X a
vari�avel aleat�oria que representa o n�umero de bolas brancas, calcule:
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(a) E(X);

(b) Var(X);

(c) P(X = 3).

3) Sabe-se que uma moeda mostra a face cara o qu�adruplo de vezes do que a face coroa, quando
lan�cada. Esta moeda �e lan�cada 4 vezes. SejaX o n�umero de vezes que se obtem a face cara.
determine:

(a) E(X);

(b) Var(X);

(c) P(X � 2);

(d) P(1 � X � 3).

4) A fun�c~ao de probabilidade da vari�avel aleat�oria X �e:
Tabela 4.7 Distribui�c~ao de Probabilidade da Vari�avel Aleat�oria X .

X 1 2 3 4 5

P(x)
1
5

1
5

1
5

1
5

1
5

Calcule:

(a) E(X );

(b) E(X 2);

(c) E(X + 3) 2;

(d) Var(3X-2).

5) Em um experimento de lan�car uma moeda honesta sobre a superf��cie de uma mesa plana e
veri�car a face da moeda. Observa-se 20 lan�camentos dessa moeda. Qual a probabilidade de
sa��rem 10 caras?

6) Um \sinal"consiste de uma s�eries de vibra�c~oes de magnitude X . Um \ru��do" consiste de uma

s�erie de vibra�c~oes de magnitudeY , apresentando os valores 2, 0 e -2, com probabilidades
1
6

,
2
3

e
1
6

respectivamente, se ru��dos e sinais s~ao combinados de vibra�c~oes sincronizadas, a soma dos

mesmos consiste de vibra�c~oes de magnitudeZ = X + Y. Construir a fun�c~ao de probabilidade de
Z e calcular: E(Z ) e Var(Z ), admitindo independência entre ru��do e sinal. a vari�avel X assume

os valores 1, 0 e -1, cada um com probabilidade
1
3

.
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7) As probabilidades de que haja em cada carro que v�a a Santosno s�abado com 1, 2, 3, 4, 5 ou 6
pessoas, s~ao respectivamente: 0,05; 0,20; 0,40; 0,15; 0,12 e 0,08. Qual o n�umero m�edio de pessoas
por carro? Se chagarem a Santos 4.000 carros por hora, qual o n�umero esperado de pessoas na
cidade, em 10 horas de contagem?

8) Seja X : o n�umero de caras eY : o n�umero de coroas, quando s~ao lan�cadas 3 moedas. Calcular
a m�edia e a variância deZ = 2X + Y.

9) As vari�aveis aleat�orias W eS s~ao independentes e tem as distribui�c~oes de probabilidade expressas
por:

Tabela 4.8 Distribui�c~ao de Probabilidade das Vari�aveis Aleat�ori as W e S

W 1 2 S 3 4

P(w) 0,4 0,6 P(s) 0,2 0,8

Considerando a vari�avel aleat�oria Z = W + S, construir a tabela de distribui�c~ao de Z e de posse
da mesma. Calcular: E(Z ) e Var(Z ).

10) Dada a distribui�c~ao conjunta de probabilidade da vari�avel ( X; Y ), apresentada na Tabela (4.9).
Calcule:

Tabela 4.9 Distribui�c~ao de Probabilidades Marginais das Vari�aveis Aleat�orias X e Y .

Y 0 2 4 P( X = x)

X

0 0,5 0 0 0,5

2 0 0,2 0,05 0,25

4 0 0 0,25 0,25

P( Y = y) 0,5 0,2 0,3 1

(a) E(X ); E(X 2) e Var(X );

(b) E(Y ); E(Y 2) e Var(Y ).

11) O tempo T em minutos, necess�ario para um oper�ario processar certa pe�ca �e uma vari�avel
aleat�oria com a distribui�c~ao de probabilidade dada pelaTabela (4.10).
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Calcule o tempo m�edio de processamento para cada pe�ca, assim como a variabilidade do pro-
cesso. O oper�ario ganha um �xo de R$ 2,00, mas se ele processaa pe�ca em menos de 6 minutos,
ganha R$ 0,50, em cada minuto poupado de trabalho, ou seja, seele processa a pe�ca em 4
minutos, recebe a quantia adicional de R$ 1,00.
Para o caso do oper�ario processar certa pe�ca em um m�aximo de tempo igual a 5 minutos, Calcule
a probabilidade deste processo de produ�c~ao ocorrer e o ganho adicional do oper�ario.

Tabela 4.10 Distribui�c~ao de Probabilidade da Vari�avel Aleat�oria T

T 2 3 4 5 6 7

P(t) 0,1 0,1 0,3 0,2 0,2 0,1

12) Considere a vari�avel aleat�oria X tendo distribui�c~ao de Poisson. Se a probabilidade de um in-
div��duo acusar certa rea�c~ao negativa �a inje�c~ao de determinado soro �e 0,001. Determinar a pro-
babilidade de que, em 2000 indiv��duos,

(a) Pelo menos 5 acusem a rea�c~ao negativa;

(b) Exatamente 3 indiv��duos acusem rea�c~ao negativa;

(c) Nenhum indiv��duo acuse rea�c~ao negativa;

(d) No m�aximo 2 indiv��duos acusem rea�c~ao negativa;

(e) Pelo menos um indiv��duo acuse rea�c~ao negativa.

13) De acordo com a Estat��stica vital do Departamento de Sa�ude dos Estados Unidos, a m�edia anual
de afogamentos acidentais nos EUA �e 3,0 por 100.000 indiv��duos, considera-se esse fenômeno
apresentando uma distribui�c~ao de Poisson. Determine a probabilidade de que, em uma cidade
com 200.000 habitantes, se veri�que:

(a) Nenhum afogamento acidental em um ano;

(b) Dois afogamentos acidentais em um ano;

(c) Entre quatro e oito afogamentos em um ano;

(d) Menos de três afogamentos acidentais em um ano;

(e) Pelo menos um afogamento acidental em um ano.

14) Uma companhia de seguros acredita que 0,005% de uma popula�c~ao falece de um certo tipo de
acidente. Admite-se que este processo tem uma distribui�c~ao de Poisson. Qual �e a probabilidade
que a companhia tenha que pagar mais do que três pessoas das 10.000 asseguradas contra este
tipo de acidentes em um dado ano?

15) Durante um concurso realizado, veri�cou-se que o tempo gasto no exame de vestibular de uma
universidade tem distribui�c~ao normal, com m�edia igual �a 120 minutos e variância igual �a 225
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minutos. De posse dessas informa�c~oes, e sabendo-se queT: tempo gasto no exame de vestibular.
T � N (120; 225):pergunta-se:

(a) Sorteando-se um aluno ao acaso, qual a probabilidade dele terminar o exame antes de 100
minutos?

(b) Sorteando-se novamente um aluno ao acaso, qual �e a probabilidade dele terminar no m�aximo
em duas horas e meia (150 minutos)?

16) Dado uma vari�avel aleat�oria X a qual apresenta distribui�c~ao normal com m�edia 20 e variância
25, ou seja,X � N (20; 25). Calcular:

(a) P(X � 30);

(b) P(5 � X � 20);

(c) P(X � 10).

17) Dado uma vari�avel aleat�oria X a qual apresenta distribui�c~ao normal com m�edia 10 e variância
16, ou seja,X � N (10; 16). Calcular:

(a) P(X � 5);

(b) P(15 � X � 35);

(c) P(X � 20).

18) A vari�avel aleat�oria X tem f.d.p. dada por:

f (x) =

8
><

>:

1
40

� x
10

+ 1
�

; para 0 � x � 20;

0; caso contrario:

Calcule,

(a) E(X );

(b) Var( X ).

19) A vari�avel aleat�oria cont��nua bidimensional ( X; Y ) tem a distribui�c~ao conjunta dada por:

f (x) =

8
>><

>>:

3xy2

4
; para 0 � x � 1; 0 � y � 2

0; caso contrario:

Determine,

(a) As distribui�c~oes marginais deX e Y ;
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(b) SeX e Y s~ao independentes;

(c) A covariância de X e Y .

20) Dada a distribui�c~ao conjunta de probabilidade da vari�avel ( X; Y ), apresentada na Tabela (4.11)
a seguir. Calcule o coe�ciente de correla�c~ao.

Tabela 4.11 Distribui�c~ao de Probabilidade Conjunta da Vari�avel Aleat�oria de X e Y .

X n Y 0 2 4

0 0,5 0 0

2 0 0,2 0,05

4 0 0 0,25

21) As alturas dos alunos de uma escola do ensino m�edio de um determinado munic��pio do Estado
do Par�a s~ao normalmente distribuidos com m�edia 1,60 metros e desvio padr~ao 0,30 metros.
Encontre a probabilidade de um aluno medir:

(a) Entre 1,50 e 1,80 metros;

(b) Menos de 1,50 metros;

(c) Entre 1,65 e 1,80 metros;

(d) Mais de 1,90 metros.

22) O tempo necess�ario para um medicamento contra a dor fazer efeito foi modelado segundo uma
fun�c~ao densidade de probabilidade Uniforme no intervalode 5 a 15 minutos, tendo por base
experimentos conduzidos em animais. Um paciente, que esteja sofrendo dor, recebe o rem�edio
e, supondo v�alido o modelo uniforme, qual a probabilidade da dor:

(a) Cessar em at�e 10 minutos;

(b) Demorar pelo menos 12 minutos.

23) A fun�c~ao densidade de probabilidade dada abaixo

f (x) =

8
<

:

2e� 2x ; para x � 0

0; para x � 0

Representa a distribui�c~ao do�Indice de Acidez (X) de um determinado produto aliment��cio. O
produto �e consum��vel se este ��ndice for menor que 2. O setor de �scaliza�c~ao do I.A.L., apreendeu
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30 unidades do mesmo. Qual a probabilidade de que pelo menos 10% da amostra seja impr�opria
para o consumo.

24) O tempo de vida de um dispositivo �e dado pela f.d.p. dada abaixo:

f (x) =

8
>>>>>><

>>>>>>:

k(10 � x); para 5 � x � 10

kx; para se 0 � x < 5

0; para x < 0 ou x > 10

25) Suponha que uma vari�avel aleat�oria X tenha f.d.p. dada por:

f (x) =

8
><

>:

2x
5

+ k; para 0 < x < 4

0; Caso contrario

Calcule:

(a) Qual �e o valor de k?

(b) Quanto vale b, tal que P(X > b ) =
1
4

?

(c) Calcule a E(X ).

26) A fun�c~ao densidade de probabilidade dada abaixo

f (x) =

8
<

:

kx; para 0 < x � 1

0; para x � 0 ou x > 1

Calcule:

(a) O valor de k para que f (x) seja uma f.d.p.;

(b) P(0 � X �
1
2

);

(c) E(X );

(d) Var( X ).

27) Suponha uma vari�avel aleat�oria discreta X tendo a seguinte distribui�c~ao de probabilidades:
Obtenha a fun�c~ao de distribui�c~ao acumulada.

28) Uma moeda �e lan�cada 20 vezes. Qual a probabilidade de sa��rem 10 caras?
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Tabela 4.12 Distribui�c~ao de Probabilidade da Vari�avel Aleat�oria X

X 1 2 3 4 5

P(x) 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1

29) Dado um certo experimento, o qual caracteriza-se por apresentar uma distribui�c~ao dePoisson
com parâmetro � , ou seja,X � Poisson(� ), onde a P(X = 0) = 0 ; 2; Obtenha o valor de � e
calcule, P(X < 2).

30) Um jogador lan�ca um dado. Se aparecer os n�umeros 1, 2 ou 3, recebe R$ 10,00. Se no entanto,
aparecer 4 ou 5, recebe R$ 5,00. Se aparecer 6 ganha R$20,00. Qual o ganho m�edio do jogador.
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Tabela 4.13 Tabela da Distribui�c~ao Normal (0; 1) ou Normal Padr~ao Reduzida.

Valores de p  tais que ( ) pzZP =££0  
Segunda Decimal de z 

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 
P

ar
te

 In
te

ira
 e

 P
rim

ei
ra

 D
ec

im
al

 d
e 

 z
 

0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 
1,4 
1,5 
1,6 
1,7 
1,8 
1,9 
2,0 
2,1 
2,2 
2,3 
2,4 
2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
2,9 
3,0 
3,1 
3,2 
3,3 
3,4 
3,5 
3,6 
3,7 
3,8 
3,9 

0,0000 
0,0398 
0,0793 
0,1179 
0,1154 
0,1915 
0,2257 
0,2580 
0,2881 
0,3159 
0,3413 
0,3643 
0,3849 
0,4032 
0,4192 
0,4332 
0,4452 
0,4554 
0,4641 
0,4713 
0,4772 
0,4821 
0,4861 
0,4893 
0,4918 
0,4938 
0,4953 
0,4965 
0,4974 
0,4981 
0,4987 
0,4990 
0,4993 
0,4995 
0,4997 
0,4998 
0,4998 
0,4999 
0,4999 
0,5000 

0,0040 
0,0438 
0,0832 
0,1217 
0,1591 
0,1950 
0,2291 
0,2611 
0,2910 
0,3186 
0,3438 
0,3665 
0,3869 
0,4049 
0,4207 
0,4345 
0,4463 
0,4564 
0,4649 
0,4719 
0,4778 
0,4826 
0,4864 
0,4896 
0,4920 
0,4940 
0,4955 
0,4966 
0,4975 
0,4982 
0,4987 
0,4991 
0,4993 
0,4995 
0,4997 
0,4998 
0,4998 
0,4999 
0,4999 
0,5000 

0,0080 
0,0478 
0,0871 
0,1255 
0,1628 
0,1985 
0,2324 
0,2642 
0,2939 
0,3212 
0,3461 
0,3686 
0,3888 
0,4066 
0,4222 
0,4357 
0,4474 
0,4573 
0,4656 
0,4726 
0,4783 
0,4830 
0,4868 
0,4898 
0,4922 
0,4841 
0,4956 
0,4967 
0,4976 
0,4982 
0,4987 
0,4991 
0,4994 
0,4995 
0,4997 
0,4998 
0,4999 
0,4999 
0,4999 
0,5000 

0,0120 
0,0517 
0,0910 
0,1293 
0,1664 
0,2019 
0,2357 
0,2673 
0,2967 
0,3238 
0,3485 
0,3708 
0,3907 
0,4082 
0,4236 
0,4370 
0,4484 
0,4582 
0,4664 
0,4732 
0,4788 
0,4834 
0,4871 
0,4901 
0,4925 
0,4943 
0,4957 
0,4968 
0,4977 
0,4983 
0,4988 
0,4991 
0,4994 
0,4996 
0,4997 
0,4998 
0,4999 
0.4999 
0,4999 
0,5000 

0,0160 
0,0557 
0,0948 
0,1331 
0,1700 
0,2054 
0,2389 
0,2704 
0,2995 
0,3264 
0,3508 
0,3729 
0,3925 
0,4099 
0,4251 
0,4382 
0,4495 
0,4591 
0,4671 
0,4738 
0,4793 
0,4838 
0,4875 
0,4904 
0,4927 
0,4945 
0,4959 
0,4969 
0,4977 
0,4984 
0,4988 
0,4992 
0,4994 
0,4996 
0,4997 
0,4998 
0,4999 
0,4999 
0,4999 
0,5000 

0,0199 
0,0596 
0,0987 
0,1368 
0,1736 
0,2088 
0,2422 
0,2734 
0,3023 
0,3289 
0,3531 
0,3749 
0,3944 
0,4115 
0,4265 
0,4394 
0,4505 
0,4599 
0,4678 
0,4744 
0,4798 
0,4842 
0,4878 
0,4906 
0,4929 
0,4946 
0,4960 
0,4970 
0,4978 
0,4984 
0,4989 
0,4992 
0,4994 
0,4996 
0,4997 
0,4998 
0,4999 
0,4999 
0,4999 
0,5000 

0,0239 
0,0636 
0,1026 
0,1406 
0,1772 
0,2123 
0,2454 
0,2764 
0,3051 
0,3315 
0,3554 
0,3770 
0,3962 
0,4131 
0,4279 
0,4406 
0,4515 
0,4608 
0,4686 
0,4750 
0,4803 
0,4846 
0,4881 
0,4909 
0,4931 
0,4948 
0,4961 
0,4971 
0,4979 
0,4985 
0,4989 
0,4992 
0,4994 
0,4996 
0,4997 
0,4998 
0,4999 
0,4999 
0,4999 
0,5000 

0,0279 
0,0675 
0,1064 
0,1443 
0,1808 
0,2157 
0,2486 
0,2794 
0,3078 
0,3340 
0,3577 
0,3790 
0,3980 
0,4147 
0,4292 
0,4418 
0,4525 
0,4616 
0,4693 
0,4756 
0,4808 
0,4850 
0,4884 
0,4911 
0,4932 
0,4949 
0,4962 
0,4972 
0,4979 
0,4985 
0,4989 
0,4992 
0,4995 
0,4996 
0,4997 
0,4998 
0,4999 
0,4999 
0,4999 
0,5000 

0,0319 
0,0714 
0,1103 
0,1480 
0,1844 
0,2190 
0,2517 
0,2823 
0,3106 
0,3365 
0,3599 
0,3810 
0,3997 
0,4162 
0,4306 
0,4429 
0,4535 
0,4625 
0,4699 
0,4761 
0,4812 
0,4854 
0,4887 
0,4913 
0,4934 
0,4951 
0,4963 
0,4973 
0,4980 
0,4986 
0,4990 
0,4993 
0,4995 
0,4996 
0,4997 
0,4998 
0,4999 
0,4999 
0,4999 
0,5000 

0,0359 
0,0753 
0,1141 
0,1517 
0,1879 
0,2224 
0,2549 
0,2852 
0,3133 
0,3389 
0,3621 
0,3830 
0,4015 
0,4177 
0,4319 
0,4441 
0,4545 
0,4633 
0,4706 
0,4767 
0,4817 
0,4857 
0,4890 
0,4916 
0,4936 
0,4952 
0,4964 
0,4974 
0,4981 
0,4986 
0,4990 
0,4993 
0,4995 
0,4997 
0,4998 
0,4998 
0,4999 
0,4999 
0,4999 
0,5000 
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Cap��tulo 5

Vari�aveis Aleat�orias Bidimensionais e
Multidimensionais

Embora o desenvolvimento visto at�e aqui re�ra-se �a apresenta�c~ao das principais vari�aveis aleat�orias,
�e comum na pr�atica a observa�c~ao de v�arias vari�aveis ao mesmo tempo, considerando que elas est~ao,
de certa forma, relacionadas. Por exemplo, a durezaX e a tens~ao de rupturaY de uma pe�ca manu-
faturada de a�co poder~ao interessar, e considera-se (X; Y ) como um �unico resultado experimental.
Pode-se estudar a estaturaH e o pesoP de alguma pessoa escolhida, o que forneceria o resultado
(h; p): Finalmente, pode-se observar a altura total da chuvaR e a temperatura T em uma certa
localidade, durante um mês especi�cado, dando origem ao resultado do (r, t). Em uma situa�c~ao
mais abrangente, teremos o caso em que v�arias observa�c~oes s~ao realizadas ao mesmo tempo, dando
origem a um vetor aleat�orio multidimensional X = ( X 1; X 2; � � � ; X n ). Vamos come�car apresentado
toda a teoria para o caso bidimensional, fazendo a extens~aoao cado multidimensional quando
necess�ario.

5.1 De�ni�c~ao

SejamE um Experimento e 
 = ( ! i ) i � 1 ou S = ( si ) i � 1 o Espa�co Amostral , ou seja, o conjunto
dos resultados poss��veis do experimento

S = f s1; s2; s3; � � � g

Vari�avel Aleat�oria X : �E uma fun�c~ao que associa a cada elemento do espa�co amostral um no real.

(X; Y ) : S �! R2

si �! X (si ) = x i ; Y (si ) = yi ;

De�ni�c~ao 5.1. Sejam E um experimento eS um espa�co amostral associado aE. Sejam X =
X (s) e Y = Y(s) duas fun�c~oes, cada uma associada a um n�umero real a cada resultado s 2 S.
Denominaremos(X; Y ) uma vari�avel aleat�oria bidimensional (ou vetor aleat�or io).

Observa�c~ao 5.1.

1. Se X 1 = X 1(s); X 2 = X 2(s); : : : X n = X n (s) forem n fun�c~oes, cada uma associando um
n�umero real a cada resultados 2 S, denominaremosX = ( X 1; : : : ; X n ) uma vari�avel aleat�oria
n-dimensional (ou vetor aleat�orio n-dimensional).



154 Vari�aveis Aleat�orias Bidimensionais e Multidimensionais

 
 
 
 

 
       s 

 
    X(s) 

 
    Y(s) 

  X 

  Y 

Figura 5.1 Fun�c~ao de Vari�avel Aleat�oria Bidimensional .

2. Estamos interessados nos valores poss��veis queX e Y podem tomar, ou seja, nossuportes
(ou espa�cos ) de X e Y , denotados porEX e EY . O espa�co de (X; Y ) ser�a denotado por
EXY , e ser�a, em geral, o produto carresiano EX � EY , ou estar�a contido neste. No caso
bidimensional, EXY ser�a um subconjunto do espa�co EuclidianoIR 2:

3. Se denotarmos por� X e � Y os espa�cos param�etricos das distribui�c~oes deX e Y , respecti-
vamente, ent~ao o espa�co parm�etrico de(X; Y ) ser�a, em geral, o produto cartesiano� X � � Y ,
ou estar�a contido neste.

Exemplo 5.1. Retira-se uma amostra de 20 alunos do curso de Estat��stica da UFPA e anota-se
a idade (X ) e ano de ingresso no curso (Y ). O vetor (X; Y ) ser�a bidimensional. Outras vari�aveis
poderiam ser medidas.

De�ni�c~ao 5.2. O vetor (X; Y ) ser�a uma vari�avel aleat�oria Discreta Bidimensional se o conjunto
dos valores poss��veis de(X; Y ) for �nito ou in�nito enumer�avel. Isto �e, os valores poss�� veis de
(X; Y ) possam ser representados por(x i ; yj ); i = 1 ; 2; : : : ; j = 1 ; 2; : : :

De�ni�c~ao 5.3. O vetor (X; Y ) ser�a uma vari�avel aleat�oria Cont��nua Bidimensional se (X; Y )
puder tomar todos os valores em algum conjunto n~ao-enumer�avel do plano Euclidiano.

Exemplo 5.2.

f (x; y) : a � x � b; c� y � dg � Retângulo

f (X; Y ) : x2 + y2 � 1g � circulo
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5.1.1 Vari�aveis discretas

Seja (X; Y ) uma vari�avel aleat�oria discreta bidimensioal. A cada resultado poss��vel (x i ; yj ) asso-
ciaremos um valorp(x i ; yj ) representandoP(X = x i ; Y = yi ) e satisfazendo �as seguinte condi�c~oes:

1) p(x i ; yj ) � 0; 8(x; y).

2)
1P

j =1

1P

i =1
p(x i ; yj ) = 1

A fun�c~ao p de�nida para todo ( x i ; yj ) �e denominada a Fun�c~ao de Probabilidade Conjunta de
(X; Y ) . O conjunto [x i ; yj ; p(x i ; yj )] ; i; j = 1 ; 2; : : : �e, algumas vezes, denominado Distribui�c~ao
de Probabilidade Conjunta de (X; Y ) . Na Tabela 5.1.1 temos a representa�c~ao usual da distribui�c~ao
conjunta.

Tabela 5.1 Distribui�c~ao Conjunta de Probabilidade das Vari�aveis X e Y

XY y1 y2 y3 ... ym
P

j

x1 p(x1; y1) p(x1; y2) p(x1; y3) ... p(x1; ym ) p(x1)
x2 p(x2; y1) p(x2; y2) p(x2; y3) ... p(x2; ym ) p(x2)
x3 p(x3; y1) p(x3; y2) p(x3; y3) ... p(x3; ym ) p(x3)
. . . . .

. . . .
. . . .

...
. . . . .

xn p(xn ; y1) p(xn ; y2) p(xn ; y3) ... p(xn ; ym ) p(xn )
P

i p(y1) p(y2) p(y3) ... p(ym ) 1

Exemplo 5.3. Lan�cam-se dois dados perfeitos.X indica o no obtido no primeiro dado, e Y o
maior ou o no comum nos dois dados. Encontre a distribui�c~ao conjunta de(X; Y ) .

S =

2

6
6
6
6
6
6
4

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

3

7
7
7
7
7
7
5

Antes de montar a distribui�c~ao conjunta, �e sempre mais f�acil apresentar os poss��veis resultados
do experimento (6� 6 = 36) e obter os valores das vari�aveis aleat�orias de interesse. Vale lembrar
neste caso que todas os 36 resultados têm a mesma probabilidade, ou seja, 1=36.
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Tabela 5.2 Espa�co amostral

Dados1 Dado2 Probab X Y

1 1 1/36 1 1
1 2 1/36 1 2
1 3 1/36 1 3
1 4 1/36 1 4
1 5 1/36 1 5
1 6 1/36 1 6
2 1 1/36 2 2 �
2 2 1/36 2 2 �
2 3 1/36 2 3
2 4 1/36 2 4
2 5 1/36 2 5
2 6 1/36 2 6
3 1 1/36 3 3
3 2 1/36 3 3 ?
3 3 1/36 3 3 ?
3 4 1/36 3 4 ?
3 5 1/36 3 5
3 6 1/36 3 6
4 1 1/36 4 4
4 2 1/36 4 4
4 3 1/36 4 4
4 4 1/36 4 4
4 5 1/36 4 5
4 6 1/36 4 6
5 1 1/36 5 5
5 2 1/36 5 5
5 3 1/36 5 5
5 4 1/36 5 5
5 5 1/36 5 5
5 6 1/36 5 6
6 1 1/36 6 6
6 2 1/36 6 6
6 3 1/36 6 6
6 4 1/36 6 6
6 5 1/36 6 6
6 6 1/36 6 6

Exemplo 5.4. Lan�cam-se dois dados perfeitos.X indica o no obtido no primeiro dado, e Y a
soma dos dois dados. Encontre a distribui�c~ao de probabilidade conjunta de(X; Y ) .

Exemplo 5.5. Lan�cam-se dois dados perfeitos.X indica o m�aximo dos dois resultados eY a soma
dos dois dados. Encontre a distribui�c~ao de probabilidadeconjunta de (X; Y ) .

Exemplo 5.6. Uma moeda perfeita �e lan�cada 3 vezes. Para as vari�aveis(X; Y; Z ) de�nidas a
seguir, encontrar a Distribui�c~ao Conjunta.
X : no de caras obtidas nos dois primeiros lan�camentos.
Y : no de caras obtidas no �ultimo lan�camento.
Z : no Total de caras.
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Tabela 5.3 Resultados do lan�camento de dois dados

Y n X 1 2 3 4 5 6 Total

1 1/36 0 0 0 0 0 1/36
2 1/36 2/36 0 0 0 0 3/36
3 1/36 1/36 3/36 0 0 0 5/36
4 1/36 1/36 1/36 4/36 0 0 7/36
5 1/36 1/36 1/36 1/36 5/36 0 9/36
6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 6/36 11/36

Total 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 1

Tabela 5.4 Espa�co amostral

Resultados Probab X Y Z

ccc 1/8 2 1 3
cc�c 1/8 2 0 2
c�cc 1/8 1 1 2
c�c�c 1/8 1 0 1
�ccc 1/8 1 1 2
�cc�c 1/8 1 0 1
�c�cc 1/8 0 1 1
�c�c�c 1/8 0 0 0

Total 1 8 4 12

Exerc��cio 5.1.1. Montar uma macro para obter uma aproxima�c~ao para a distribui�c~ao conjunta de
(X; Y; Z ).

Exemplo 5.1.1. Supondo que se esteja interessado em estudar a composi�c~aode fam��lias com três
crian�cas, quanto ao sexo. De�ni-se ent~ao as seguintes vari�aveis X = N�umero de nascimentos de
homens

Y =

8
<

:

1 se no primeiro nascimento for um homem

0; se no primeiro nascimento for uma mulher

Exemplo 5.1.2. Supondo que se esteja interessado em estudar a composi�c~aode fam��lias com três
crian�cas, quanto ao sexo. De�ni-se ent~ao as seguintes vari�aveis

X = N�umero de meninos
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Tabela 5.5 Distribui�c~ao Conjunta de (X; Y; Z )

(x; y; z) Probabilidade

(2,1,3) 1/8
(2,0,2) 1/8
(1,1,2) 2/8
(1,0,1) 2/8
(0,1,1) 1/8
(0,0,0) 1/8

Total 1

Tabela 5.6 Primeira composi�c~ao familiar com três crian�cas.

X=Y 0 1 P(X = x)

0 1/8 0 1/8
1 2/8 1/8 3/8
2 1/8 2/8 3/8
3 0 1/8 1/8

P(Y = y) 4/8 4/8 1

Z = N�umero de vezes em que h�a varia�c~ao do sexo entre um nascimento e outro, dentro de uma
mesma fam��lia.

Tabela 5.7 Segunda composi�c~ao familiar com três crian�cas.

X=Z 0 1 2 P(X = x)

0 1/8 0 0 1/8
1 0 2/8 1/8 3/8
2 0 2/8 1/8 3/8
3 1/8 0 0 1/8

P(Z = z) 2/8 4/8 2/8 1

5.1.2 Vari�aveis cont��nuas

Seja (X; Y ) uma vari�avel aleat�oria bidimensional cont��nua tomando todos os valores em alguma
regi~ao EXY do plano euclidiano. Uma fun�c~aof que satisfa�ca �as seguintes condi�c~oes:
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i) f (x; y) � 0 8(x; y) 2 EXY

ii)
ZZ

EXY

f (x; y)dxdy = 1

�e denominada Fun�c~ao Densidade de Probabilidade Conjunta de (X; Y ) . Na Figura 5.1.2
temos a ilustra�c~ao de uma v.a. cont��nua bidimensional.
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Figura 5.2 Ilustra�c~ao de uma v.a. cont��nua bidimensional

Observa�c~ao 5.2.

1) f (x; y) n~ao representa propriamente a probabilidade de coisa alguma. Esse valor pode, inclusive,
ser maior que 1. Contudo, para� x e � y positivos e su�cientemente pequenos,f (x; y)� x� y �e
aproximadamente igualP(x � � x � X � x + � x; y � � y � Y � y + � y).

2) Assim como no caso unidimensional, adotaremos a conve�c~ao de quef (x; y) = 0 se(x; y) =2 EXY ,
de forma que Z + 1

�1

Z + 1

�1
f (x; y)dxdy = 1

3) Se B for um evento associado a(X; Y ) , teremos:
1X 1X

j =1 j>k k =1

Introdu�c~ao �a Probabilidade 2018 Notas de aulas



160 Vari�aveis Aleat�orias Bidimensionais e Multidimensionais

P(B ) =
X X

B

p(x i ; yj )

se (X; Y ) for Discreta, onde a soma �e feita para os ��ndices (i; j ) tais que (x i ; yj ) 2 B . E, se
(X; Y ) for cont��nua:

P(B ) =
ZZ

B

f (x; y)dxdy

Exemplo 5.7. Suponha que a vari�avel aleat�oria (X; Y ) tenha f:d:p conjunta dada por:

f (x; y) =

(
e� (x+ y) x > 0; y > 0

0; c:c:

a) Calcule P(0 < X < 1; 1 < Y < 2)

b) Desenhe a regi~aoB = f X > Y g = f (x; y) : x > y g

c) Calcule P(X > Y )

Solu�c~ao de a):

P(0 < X < 1; 1 < Y < 2) =
Z 2

1

Z 1

0
f (x; y)dxdy

=
Z 2

1

Z 1

0
e� (x+ y)dxdy =

Z 2

1
e� y �

� e� x � 1
0 dy

=
Z 2

1
e� y [� e� 1 + 1]dy = (1 � e� 1)

�
� e� y � 2

1

= (1 � e� 1)[� e� 2 + e� 1] ' 0; 147

Solu�c~ao de b):

P(X > Y ) =
Z + 1

0

Z + 1

y
f (x; y)dxdy

=
Z + 1

0

Z + 1

y
e� (x+ y)dxdy

=
Z + 1

0
e� y �

� e� x � + 1
y dy =

Z + 1

0
e� y(0 + e� y)dy

=
Z + 1

0
e� 2ydy =

� e� 2y

2
j+ 1
0 = 0 +

1
2

=
1
2

:

Sub Expbi()
n = 10 ^ 6
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For i = 1 To n
x = Rnd(): y = Rnd() + 1
f = Exp(-(x + y))

Z = Rnd()
If Z < f Then conta = conta + 1

Next
Prob = conta / n
MsgBox "Probabilidade: " & Prob

End Sub

Para obter uma aproxima�c~ao paraP(X > Y ) podemos usar o mesmo procedimento, com alguns
ajustes. A integra�c~ao dever�a ser feita em um quadrado maior, [0; a]2, com a = 10, onde a altura
m�axima da fun�c~ao �e h = f (0; 0) = 1 . Assim, estaremos inserindo a fun�c~ao desejada no parlelep��dedo
de volumeV = a2 � 1.

Sub Expbi2()
n = 10 ^ 7
a = 10: h = 1
V = (a ^ 2) * h 'Volume do cubo
Conta = 0

For i = 1 To n
x = a * Rnd() ' x in (0,a)
y = a * Rnd() ' y in (0,a)

F = Exp(-(x + y))
Z = Rnd() * h
If (Z < F And x < y) Then Conta = Conta + 1

Next
Prob = Conta / n
MsgBox "Probabilidade: " & Prob * V
End Sub

Exemplo 5.8. Suponha que a vari�avel aleat�oria (X; Y ) tenha f:d:p conjunta dada por:

f (x; y) =

(
x2 + xy

3 0 � x � 1; 0 � y � 2

0; c:c:

a) Veri�que que integra 1

b) Desenhe a regi~aoB = f X + Y � 1g
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c) Calcule P(X + Y � 1)

Sub Ex68()
n = 10 ^ 7
h = 2
V = 1 * 2 * h ' Volume do paralelep��pedo que vai cobrir a densida de
Conta = 0

For i = 1 To n
x = 1 * Rnd() ' x in (0,1)
y = 2 * Rnd() ' y in (0,2)

F = x ^ 2 + x * y / 3
Z = h * Rnd()
If (Z < F And x + y > 1) Then Conta = Conta + 1

Next
Prob = Conta / n ' fra�c~ao de pontos que cai na regi~ao de inter esse
MsgBox "Probabilidade: " & Prob * V
End Sub

Exemplo 5.9 (Caso discreto). No exemplo dos dois dados:

P(X � 1; Y = 3) =
5
36

De�ni�c~ao 5.4. Seja (X; Y ) uma vari�avel aleat�oria bidimensional. A fun�c~ao de dist ribui�c~ao acu-
mulada (f.d.a) F de (X; Y ) �e de�nida por

F (x; y) = P(X � x; Y � y)

Se F for a fda de uma v.a bidimensional cont��nua com fdp f , ent~ao:

@2F (x; y)
@x@y

= f (x; y)

sempre que F for deriv�avel.

Exemplo 5.10. Suponha que a v.a(X; Y ) tenha fdp dada porf (x; y) = e� (x+ y) ; x > 0; y > 0:
Encontre F (x; y).
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F (x; y) = P(X � x; Y � y) =
Z y

0

Z x

0
f (u; t )dudt

=
Z y

0

Z x

0
e� (u+ t)dudt =

Z y

0
(� e� u+ t jx0)dt

=
Z y

0
[� e� (x+ t) + e� t ]dt = e� (x+ t) � e� t jy0

= e� (x+ y) � e� y � e� x + 1

Portanto,

@2F (x; y)
@x@y

=
@

@x
[� e� (x+ y) + e� y ] = e� (x+ y) = f (x; y)

5.2 Distribui�cao de Probabilidade Marginal

Seja (X; Y ) uma vari�avel aleat�oria bidimensional. Desejamos obter as distribui�c~ao individuais
(Marginais) de probabilidade deX e deY , a partir da distribui�c~ao conjunta.

Da Teoria de Conjuntos temos que seA �e um conjunto de S e B i ; i = 1 ; � � � ; n, formam uma
parti�c~ao disjunta (mutuamente exclusiva) de S, ou seja, S =

S n
i =1 B i , ent~ao Ci = A

T
B i s~ao

disjuntos. E, ainda,

A = A
\

S = A
\

(
n[

i =1

B i ) =
n[

i =1

(A
\

B i )

Com isso,

P(A) = P(
n[

i =1

Ci ) =
nX

i =1

P(Ci ) =
nX

i =1

P(A
\

B i ):

Assim, se A = f X = xg e B i = f Y = yi g ent~ao

P(X = x) =
nX

i =1

P(X = x; Y = yi ): (5.1)

Exemplo 5.11. Um dado perfeito �e lan�cado 2 vezes. Sejam

X : no obtido no primeiro dado
Y : Y o maior ou o no comum nos dois dados

P(X = 1) = P(X = 1 ; Y = 1)+ P(X = 1 ; Y = 2)+ P(X = 1 ; Y = 3)+ : : :+ P(X = 1 ; Y = 6) =
6
36
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Tabela 5.8 Resultados do lan�camento de dois dados

Y n X 1 2 3 4 5 6 Total

1 1/36 0 0 0 0 0 1/36
2 1/36 2/36 0 0 0 0 3/36
3 1/36 1/36 3/36 0 0 0 5/36
4 1/36 1/36 1/36 4/36 0 0 7/36
5 1/36 1/36 1/36 1/36 5/36 0 9/36
6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 6/36 11/36

Total 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 1

Distribui�c~ao Marginal de X
x i 1 2 3 4 5 6 Total

p(x i ) 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 1

Distrbui�c~ao Marginal de Y
yi 1 2 3 4 5 6 Total

p(yi ) 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36 1

a) Caso Discreto:

p(x i ) = P(X = x i ) = P(X = x i ; Y = y1 ou X = x i ; Y = y2 ou : : :)

=
1X

j =1

P(X = x i ; Y = yj ) =
1X

j =1

p(x i yj ):

q(yi ) = P(Y = yj ) =
1X

i =1

p(x i ; yj )

A fun�c~ao p, de�nida para x1; x2; : : :, representa a distribui�c~ao de probabilidade marginal deX , e
a fun�c~ao q, representa distribui�c~ao de probabilidade marginal deY .

b) Caso Cont��nuo:

g(x) =
Z + 1

�1
f (x; y)dy f.d.p marginal de X

h(y) =
Z + 1

�1
f (x; y)dx f.d.p marginal de Y
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P(c � X � d) = P(c � X � d ; �1 < Y < + 1 )

=
Z d

c

Z + 1

�1
f (x; y)dydx =

Z d

c
g(x)dx

Exemplo 5.12. Dois caracter��sticos do desenpenho do motor de um foguete s~ao o empuxoX e a
taxa de mistura Y . Suponha que(X; Y ) seja uma vari�avel aleat�oria com f.d.p conjunta dada por:

f (x; y) = 2( x + y � 2xy); 0 � x � 1 0 � y � 1

Encontrar as f.d.p's marginais de X e Y.

g(x) =
Z + 1

�1
f (x; y)dy =

Z 1

0
2(x + y � 2xy)dy = 2( xy +

y2

2
� xy2)j10

= 2( x +
1
2

� x) = 1 :

Portanto, g(x) = 1 ; 0 � x � 1; ) X tem distribui�c~ao U(0; 1).

h(y) =
Z + 1

�1
f (x; y)dx =

Z 1

0
2(x + y � 2xy)dx

= 2(
x2

2
+ yx � x2y)j10 = 2(

1
2

+ y � y) = 1 :

h(y) = 1 ; 0 � y � 1:

Portanto, h(x) = 1 ; 0 � x � 1; ) Y tem distribui�c~ao U(0; 1).

De�ni�c~ao 5.5. Dizemos que a vari�avel aleat�oria cont��nua bidimensional �e uniformemente dis-
tribu��da sobre a regi~ao R do plano euclidiano quando:

f (x; y) =
� 1

Area (R) (x; y) 2 R
0 c.c.

Exemplo 5.13. Suponha que a vari�avel aleat�oria (X; Y ) seja uniformemente distribu��da sobre a
regi~ao R de�nida por R = f (x; y) : 0 < x < 1; 0 < y < 2g. Encontre a fdp conjunta de (X; Y ) e as
fdp's marginais de X e Y .

f (x; y) =
1

Area(R)

Area (R) =
Z 2

0

Z 1

0
dxdy = 2
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Logo: f (x; y) =
1
2

; 0 < x < 1; 0 < y < 2

g(x) =
Z + 1

�1
f (x; y)dy =

Z 2

0

1
2

dy = 1 ; 0 < x < 1

h(y) =
Z + 1

�1
f (x; y)dx =

Z 1

0

1
2

dx =
1
2

; 0 < y < 2

Exemplo 5.14. Suponha que a vari�avel aleat�oria (X; Y ) seja uniformemente distribu��da sobre a
regi~ao R de�nida por R = f (x; y) : 0 < x < 1; x2 < y < x g. Encontre a f.d.p conjunta de (X; Y ) e
as fdp's marginais deX e Y .

f (x; y) =
1

Area(R)

Area (R) =
Z 1

0

Z x

x2
dydx =

Z 1

0
(x � x2)dx =

�
x2

2
�

x3

3

� 1

0
=

1
2

�
1
3

=
1
6

Logo: f (x; y) = 6 ; 0 < x < 1 ; x2 < y < x

g(x) =
Z + 1

�1
f (x; y)dy =

Z x

x2
6dy = 6( x � x2)

h(y) =
Z + 1

�1
f (x; y)dx =

Z p
y

y
6dx = 6(

p
y � y)

g(x) = 6( x2 � x) ; 0 � x � 1

h(y) = 6(
p

y � y) ; 0 � y � 1

Para obter a constante1=6 via simula�c~ao, basta usarmos o c�odigo abaixo.

Sub Constante6()
n = 1000000
Soma1 = 0
Soma2 = 0
For i = 1 To n

x = Rnd()
y = Rnd()
fxy = 1
Soma1 = Soma1 + fxy
If (y > x ^ 2 And y < x) Then Soma2 = Soma2 + fxy

Next
MsgBox "Constante = " & Soma2 / Soma1
End Sub
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5.3 Distribui�c~ao de Probabilidade Condicional

a) Caso Discreto:
Fun�c~ao de probabilidade condicional deX dado Y = yj .

p(x i j yj ) = P(X = x i j Y = yj ) =
P(X = x i Y = yj )

P(Y = yj )
=

p(x i yj )
q(yj )

se q(yj ) > 0:

Fun�c~ao de probabilidade condicional deY dado X = x i .

q(yj j x i ) = P(Y = yj j X = x i ) =
P(X = x i Y = yj )

P(X = x i )
=

p(x i yj )
p(x i )

se p(x i ) > 0:

OBS: Para um dadoj , p(x i j yj ) satisfaz todas as condi�c~oes de uma distribui�c~ao de probabilidade:

i) p(x i j yj ) � 0

ii)
P 1

i =1 p(x i j yj ) =
P 1

i =1
p(x i ;yj )

q(yj ) = 1
q(yj )

P 1
i =1 p(x i yj ) = 1

q(yj ) q(yj ) = 1

b) Caso cont��nuo: Seja (X; Y ) uma vari�avel aleat�oria cont��nua bidimensional com f.d. p mar-
ginais de X e Y representadas porh(x) e g(y), respectivamente.

� A f.d.p condicional de X , dado Y = y, �e de�nida por:

g(x j y) =
f (x; y)
h(y)

; h(y) > 0

A f.d.p condisional de Y, dadoX = x, �e de�nida por:

h(x j Y ) =
f (x; y)
g(x)

; g(x) > 0

Observa�c~ao 5.3. As f.d.p's condicionais satisfazem todas as condi�c~oes para uma f.d.p unidimen-
sional. Para Y �xado, temos:

i) g(x j y) � 0

ii)
R+ 1

�1 g(x j y)dx =
R+ 1

�1
f (x;y )
h(y) dx = 1

h(y)

R+ 1
�1 f (x; y)dx = 1

h(y) h(y) = 1

Exemplo 5.15. Considerando a densidade conjunta abaixo, obter as densidades marginais e con-
dicionais.

f (x; y) = 6 ; 0 < x < 1; x2 < y < x

g(x) = 6( x2 � x) ; 0 � x � 1

h(y) = 6(
p

y � y) ; 0 � y � 1

g(x j y) =
f (x; y)
h(y)

=
6

6(
p

y � y)
=

1
p

y � y
; y < x <

p
y

h(y j x) =
f (x; y)
g(x)

=
6

6(x � x2)
=

1
x � x2 ; x2 < y < x; 0 < x < 1:
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Exerc��cio 5.3.1. Considerando a densidade conjunta abaixo, obter as densidades marginais e
condicionais.

f (x; y) =

(
x2 + xy

3 0 � x � 1; 0 � y � 2

0; c:c:

Exemplo 5.16. Retiram-se duas cartas de um baralho. SejamX = no de azes obtidos eY = no

de damas obtidas.

a) Distribui�c~ao Conjunta de (X; Y )

Y/X 0 1 2 Total

0 0,714 0,133 0,004 0,851
1 0,133 0,012 0 0,145
2 0,004 0 0 0,004

Total 0,851 0,145 0,004 1,00

b) Distribui�c~ao Marginal de X

x i 0 1 2 Total

p(x i ) 0,851 0,145 0,004 1,00

c) Distribui�c~ao Marginal de Y

yi 0 1 2 Total

p(yi ) 0,851 0,145 0,004 1,00

P(x j y) =?
y = 0 = ) p(x j y = 0) =?

P(x = 0 j y = 0) =
p(0; 0)
q(0)

=
0; 714
0; 851

= 0 ; 839
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P(X = 1 j y = 0) =
p(1; 0)
q(0)

=
1; 33
0; 851

= 0 ; 156

P(X = 2 j y = 0) =
p(2; 0)
q(0)

=
0; 004
0; 851

= 0 ; 005

Distribui�c~ao Condicional de X , dado Y = 0 :

p(x j y = 0) 0 1 2 Total

p(x j y = 0) 0,839 0,156 0,005 1,00

Distribui�c~ao Condicional de X , dado Y = 1 :

x i 0 1 Total

p(x i j y = 1) 0,917 0,083 1,00

Distribui�c~ao Condicional de X , dado Y = 2 :

P(X = 0 j Y = 2) = 1

Distribui�c~ao condicional de Y , dado X = 0 :

yi 0 1 2 Total

q(yi j 0) 0,839 0,156 0,005 1,00

Distribui�c~ao condicional de Y , dado X = 1 :

yi 0 1 Total

q(yi j 1) 0,917 0,083 1,00

Distribui�c~ao condicional de Y , dado X = 2 :

P(Y = 0 j X = 2) =
0; 004
0; 004

= 1

5.4 Independência

De�ni�c~ao 5.6 (Vari�aveis aleat�orias independentes).
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a) Seja (X; Y ) uma v.a discreta bidimensional. Diremos queX e Y s~ao v.a's independentes se,
e somente se,P(x i ; yi ) = p(x i )q(yj ) para quaisqueri ej . Isto �e, P(X = x i ; Y = yj ) = P(X =
x i )P(Y = yj ) para todo i ej:

b) Seja (X; Y ) uma v.a cont��nua bidimensional. Diremos queX e Y s~ao v.a's independentes se, e
somente se,f (x; y) = g(x)h(y) para todo (x; y), onde f �e a f:d:p conjunta, e g e h s~ao as f.d.p
marginais de X e Y , respectivamente.

Exemplo 5.17. 1. Suponha que uma m�aquina seja utilizada para determinadatarefa durante a
manh~a e para uma tarefa diferente durante a tarde. SejamX e Y , respectivamente, o no de vezes que
a m�aquina p�ara por defeito de manh~a e �a tarde. A tabela a seguir d�a a distribui�c~ao de probabilidade
conjunta de (X; Y ). Veri�que se X e Y s~ao inpendentes.

YnX 0 1 2 Total

0 0,1 0,2 0,2 0,5
1 0,04 0,08 0,08 0,2
2 0,06 0,12 0,12 0,3

Total 0,20 0,40 0,40 1,00

p(0; 0) = 0 ; 1 = p(0) � q(0) = 0 ; 2 � 0; 5

p(0; 1) = 0 ; 04 = p(0) � q(1) = 0 ; 2 � 0; 2

p(0; 2) = 0 ; 06 = p(0) � q(2) = 0 ; 2 � 0; 3

p(1; 0) = 0 ; 2 = p(1) � q(0) = 0 ; 4 � 0; 5

p(1; 1) = 0 ; 08 = p(1) � q(1) = 0 ; 4 � 0; 2

p(1; 2) = 0 ; 12 = p(1) � q(2) = 0 ; 4 � 0; 3

Logo, p(x i ; yj ) = p(x i ) � q(yj ); 8 i e j ) X e Y s~ao independentes

Exemplo 5.18. Sejam X e Y a dura�c~ao da vida de dois dispositivos eletrônicos. Suponha-se que
sua f.d.p conjunta seja dada pela fun�c~ao abaixo. Veri�quese Xe Y s~ao independentes.

f (x; y) = e� (x+ y) ; x � 0; y � 0:

g(x) =
Z + 1

0
e� (x+ y)dy = e� x

Z + 1

0
e� ydy = e� x

�
� e� y

�
�
�
�

1

0

�
= e� x [0 + 1] = e� x

) g(x) = e� x ; x � 0

Da mesma forma,

) h(y) =
Z + 1

0
e� (x+ y)dx = e� y
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h(y) = e� y ; y � 0

Logo,

f (x; y) = e� (x+ y) = e� x � e� y = g(x)h(y) ) X e Y s~ao independentes:

Teorema 1 (De�ni�c~ao alternativa de independência).

a) Seja (X; Y ) uma vari�avel aleat�oria discreta bidimensional. Nesse caso,X e Y ser~ao indepen-
dentes se, e somente se,p(x i jyj ) = p(x i ) para todo i e j [ou, o que �e equivalente se, e somente
se, q(yj jx i ) = q(yj ) para todo i e j ].

b) Seja (X; Y ) uma vari�avel aleat�oria cont��nua bidimensional. Nesse caso,X e Y ser~ao indepen-
dentes se, e somente se,g(xjy) = g(x), ou equivalente, se e somente se,h(yjx) = h(y), para
todo (x; y)

Teorema 2. Seja(X; Y ) uma vari�avel aleat�oria bidimensional. Sejam A e B eventos cuja ocorrência
(ou n~ao ocorrência) dependa apenas deX e Y , respectivamente. (Isto �e, A �e um subconjunto de
RX , o contradom��nio de X , enquanto B �e um subconjunto deRY , o contradom��nio de Y). Ent~ao,
se X e Y forem vari�aveis aleat�orias independentes, teremosP(A \ B ) = P(A)P(B ):

Demonstra�c~ao ( apenas para o caso cont��nuo):

P(A \ B ) =
Z Z

A\ B
f (x; y)dxdy =

Z Z

A\ B
g(x)h(y)dxdy

=
Z

A
g(x)dx

Z

B
h(y)dy = P(A)P(B ):

Teorema 3. Sejam X e Y duas v.a. independentes. Quaisquer fun�c~oes isoladas deX e Y tamb�em
ser~ao independentes. Ou seja, sendoZ = g(X ) e W = h(Y ), ent~ao Z e W ser~ao independentes.

Exemplo 5.19. Sejam X e Y duas v.a. independentes. Ser~ao independentes, por exemplo,

i) Z = X a e W = ( Y � b)=c, onde a, b e c s~ao constantes;

ii) Z = et1X e W = et2Y , onde t1 e t2 s~ao constantes.

Observa�c~ao 5.4. Este teorema �e extremamente importante e pode ser generalizado uma uma
n�umero maior de vari�aveis aleat�orias. Por exemplo, se temos vari�aveis X 1; X 2; � � � ; X n , ent~ao
fun�c~oes de subconjuntos disjuntos deX 1; X 2; � � � ; X n ser~ao independentes, tais comoY1 = g(X 1; X 2)
e Y2 = h(X 3; � � � ; X n ); n � 3.

Uma outra propriedade importante �e a Independência Condicional(tamb�em chama da de In-
dependência Local), necess�aria em v�arias situa�c~oes para �ns de desenvolvimento de m�etodos de
estima�c~ao.
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De�ni�c~ao 5.7 (Vari�aveis aleat�orias condicionalmente independentes).

a) Seja (X; Y ) uma v.a. discreta e Z uma v.a. Diremos queX e Y s~ao v.a.'s condicionlmente
independentes emZ se, e somente se,P(x i ; yj jzk ) = p(x i jzk )q(yj jzk ) para quaisqueri ej , e cada
k. Isto �e, P(X = x i ; Y = yj ; Z = zk ) = P(X = x i ; Z = zk )P(Y = yj ; Z = zk ).

b) Seja (X; Y ) uma v.a cont��nua bidimensional. Diremos queX e Y s~ao v.a's condicionlmente
independentes se, e somente se,f (x; yjz) = g(xjz)h(yjz) para todo (x; y), e cadaz.

c) A de�ni�c~ao �e similar para o caso em que X e Y s~ao v.a.'s discretas eZ �e uma v.a. cont��nua:
P(x i ; yj jz) = p(x i jz)q(yj jz).

d) A generaliza�c~ao �e natural para um n�umero maior de v.a.'s: P(x1; x2; � � � ; xn jz) =
nY

i =1

P(x i jz).

5.5 Algumas fun�c~oes de vari�aveis aleat�orias

Seja (X; Y ) uma v.a. e Z = H (X; Y ) uma fun�c~ao de IR 2 ! IR . Desejamos obter a distribui�c~ao de
probabilidade deZ . Primeiro temos que observar queZ �e uma v.a.

Exemplo 5.20. Exemplos de fun�c~oes de v.a.

Z = X + Y; Z = X � Y;

Z = XY; Z =
X
Y

;

Z = min( X; Y ); Z = max( X; Y ):

Exemplo 5.21. Duas linhas de produ�c~ao fabricam um certo tipo de pe�ca. Suponha que a capacidade
(em qualquer dia) seja 5 pe�cas na linha I e 3 pe�cas na linha II. Admita que o n�umero de pe�cas
realmente produzidas em qualquer linha seja uma vari�avel aleat�oria, e que (X; Y ) represente a
vari�avel aleat�oria bidimensional que fornece o n�umero de pe�cas produzidas pela linha I e a linha II,
respectivamente.

A tabela a seguir d�a a distribui�c~ao de probabilidade conjunta de (X; Y ). Cada casa representa

p(x i ; yj ) = P(X = x i ; Y = yj )

Assim, p(2; 3) = P(X = 2 ; Y = 3) = 0 ; 04 etc. Portanto, se B for de�nido como

B = f Mais pe�cas s~ao produzidas pela linha I que pela linha IIg encontraremos que

P(B ) = 0,01+ 0,03+ 0,05+ 0,07+ 0,09 + 0,04+ 0,05+ 0,06+ 0,08 +0 ; 05+0; 05+0; 06+0; 06+0; 05 =
0; 75:
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YnX 0 1 2 3 4 5 Total

0 0 0,01 0,03 0,05 0,07 0,09 0,25
1 0,01 0,02 0,04 0,05 0,06 0,08 0,26
2 0,01 0,03 0,05 0,05 0,05 0,06 0,25
3 0,01 0,02 0,04 0,06 0,06 0,05 0,24

Total 0,03 0,08 0,16 0,21 0,24 0,28 1,00

Encontre a distribui�c~ao de probabilidade das seguintes v.a's:
U = m��n (X; Y ) = menor no de pe�cas produzidas pelas duas linhas.
V = m�ax (X; Y ) = maior no de pe�cas produziadas pelas duas linhas.
W = X + Y = no total de pe�cas produzidas pelas duas linhas.

DISTRIB. DE U = M��n (X; Y )

ui 0 1 2 3 Total

p(ui ) 0,28 0,30 0,25 0,17 1,00

DISTRIB. DE V = M�ax (X; Y )

vi 1 2 3 4 5 Total

p(vi ) 0,04 0,16 0,28 0,24 0,28 1,00

DISTRIB. DE W = X + Y

wi 1 2 3 4 5 6 7 8 Total

P(wi ) 0,02 0,06 0,13 0,19 0,24 0,19 0,12 0,05 1,00

5.6 Soma de Vari�aveis Aleat�orias

A soma de vari�aveis �e um dos casos mais importantes para a Estat��stica, pois dela decorrer~ao
as principais propriedades da m�edia amostral (que �e a somadividida pelo tamanho da amostra),
variância amostral e muitos outros estimadores. Mas, por simplicidade, tratemos separadamente os
casos discretos e cont��nuo.
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5.6.1 Caso discreto

Seja (X; Y ) uma v.a discreta. Para obtermos a distribui�c~ao da vari�avel Z = X + Y devemos
considerar todas as possibilidades em que a soma dêz, ou seja

P(Z = z) =
X

k

P(X = k; Y = z � k) =
X

k

P(X = k)P(Y = z � k): (5.2)

Esta express~ao �e decorrente do fato que os eventosf X = k; Y = z � kg; 8 k; s~ao mutuamente
exclusivos, de forma que vale o apresentado em (5.1).

Exemplo 5.22. Sejam X e Y v.a.i. com distribui�c~oes Bin( n1; p) e Bin( n2; p), respectivamente.
Determinar a distribui�c~ao de Z = X + Y.

Vale notar que z �e um valor inteiro e que a v.a. X s�o pode assumir valores de 0 an1. Assim,
para z = 0 ; 1; 2; � � � ; n1 + n2, temos

P(Z = z) =
n1X

k=0

P(X = k)P(Y = z � k)

=
n1X

k=0

�
n1

k

�
pk (1 � p)n1 � k �

�
n2

z � k

�
pz� k (1 � p)n2 � (z� k)

= pz(1 � p)n1+ n2 � z
zX

k=0

�
n1

k

��
n2

z � k

�

=
�

n1 + n2

z

�
pz(1 � p)n1+ n2 � z:

Portanto, a soma de v.a. binomiais de mesmo parâmetrop tamb�em �e Binomial. Esse fato �e
bastante intuitivo, pois como X representa o n�umero de sucessos emn1 ensaios independentes de
Bernoulli (tipo lan�camentos de uma moeda), todos com mesmaprobabilidade de sucessop, e sendo
Y o n�umero de sucessos emn2 ensaios independentes de Bernoulli com o mesmo parâmetro de
sucessop, ent~ao Z ser�a o n�umero de sucessos emn1 + n2 ensaios independentes de Bernouli de
mesmo parâmetrop, que �e Binomial de parâmetros n1 + n2 e p.

Exemplo 5.23. SejamX e Y v.a.i. com distribui�c~oes Poisson(� 1) e Poisson(� 2), respectivamente.
Determinar a distribui�c~ao de Z = X + Y.

Inicialmente devemos notar quez �e um valor inteiro e que a v.a. X s�o pode assumir valores de
0 a z. Assim, para k = 0 ; 1; 2; � � � ; z, temos
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P(Z = z) =
zX

k=0

P(X = k)P(Y = z � k)

=
zX

k=0

e� � 1 � k
1

k!
�

e� � 2 � z� k
2

(z � k)!

= e� (� 1+ � 2 )
zX

k=0

1
k!(n � k)!

� k
1� z� k

2

=
e� (� 1+ � 2 )

z!

zX

k=0

�
z
k

�
� k

1� z� k
2

=
e� (� 1+ � 2 ) (� 1 + � 2)z

z!

Portanto, a soma de v.a. Poissons tamb�em �e Poisson, com par̂ametro igual �a soma dos parâmetros.
Esse fato tamb�em �e bastente intuitivo, mas por quê?

5.6.2 Caso cont��nuo

De forma similar ao caso de vari�aveis discretas, a soma de v.a. pode ser obtida \somando-se"(que
neste caso �e a integral) para todos os valoresx de X , ou seja,

g(z) =
Z 1

�1
f X (x)f Y (z � y)dx (5.3)

Exemplo 5.24. Sejam X � Exp(� 1) e Y � Exp(� 2), independentes, qual a distribui�c~ao de
Z = X + Y?

Exemplo 5.25. Sejam X � N (0; 1) e Y � N (0; 1), independentes, qual a distribui�c~ao deZ =
X + Y?

Exerc��cio 5.6.1. Sejam X � N (� 1; � 2
1) e Y � N (� 2; � 2

2), independentes, qual a distribui�c~ao de
Z = X + Y?

No geral, se(X; Y ) for uma v.a cont��nua e se Z = H1(X; Y ) for uma fun�c~ao cont��nua de (X; Y ),
ent~aoZ ser�a uma v.a cont��nua. Qual a f.d.p de Z ? Em alguns casos (soma, diferen�ca, por exemplo)
podemos obtê-la diretamente por (5.3), mas em outros tem que haver um procedimento mais geral,
que tamb�em vale nos casos citados.

Observa�c~ao 5.5. A solu�c~ao �e a vers~ao bidimensional da transforma�c~ao de vari�aveis do caso uni-
dimensional, em que temos uma v.a.X com fdp f (x) e uma transformada Y = H (X ). Ent~ao, a

fdp g de Y �e dada por g(y) = f (x)
�
�
� dx

dy

�
�
� .
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Procedimento para obter a fdp de Z = H1(X; Y ):

1o) Introduzir uma segunda v.a: W = H2(X; Y );

2o) Obter a f.d.p conjunta de Z e W (vamos denominar esta conjunta deK (z; w))

3o) Integra-se a f.d.p conjunta K (z; w) com rela�c~ao a W e obt�em-se a f.d.p deZ :

g(z) =
Z + 1

�1
K (z; w)dw

Problemas :

1. Como escolher a v.aW apropriada?

2. Como encontrar K (z; w) ?

- Deve-se fazer a escolha mais simples paraW ;

- O Teorema a seguir indica como encontrarK (z; w).

Teorema 4. Suponha que(X; Y ) seja uma vari�avel aleat�oria cont��nua bidimensional com f.d.p
conjunta f . Sejam Z = H1(X; Y ) e W = H2(X; Y ), e admitamos que as fun�c~oesH1 e H2

satisfa�cam �as seguintes condi�c~oes:

a) As equa�c~oesz = H1(x; y) e w = H2(x; y) podem ser univocamente resolvidas parax e y, em
termos dez e w, isto �e, x = G1(z; w) e y = G2(z; w):

b) As derivadas parciais@x=@z, @x=@w, @y=@ze @y=@wexistem e s~ao cont��nuas.

Nessas circunstâncias, a f.d.p conjunta de(Z; W ), isto �e, k(z; w) �e dada pela seguinte express~ao:
k(z; w) = f (x; y) jJ (z; w)j , onde J (z; w) �e o determinante 2 � 2 :

J (z; w) =

�
�
�
�

@x
@z

@x
@w

@y
@z

@y
@w

�
�
�
�

Este determinante �e denominado oJacobiano da transforma�c~ao(x; y) ! (z; w) e, algumas vezes,
�e denotado por @(x; y)=@(z; w). Salientamos quek(z; w) ser�a n~ao-nula para aqueles valores de(z; w)
correspondentes a valores de(x; y) para os quaisf (x; y) n~ao seja nula.
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Observa�c~ao 5.6.

a) Muito embora n~ao demonstremos este teorema, indicaremos ao menos o que se deseja e onde re-
sidem as di�culdades. Consideremos a f.d. conjunta da vari�avel aleat�oria bidimensional (Z; W ),
isto �e,

K (z; w) = P(Z � z; W � w) =
Z w

�1

Z z

�1
k(s; t)dsdt;

na qual k �e a f.d.p procurada. Como se sup~oe que a transforma�c~ao(x; y) ! (z; w) seja biun��voca
[veja a hip�otese (a), acima], poderemos achar o evento, equivalente a f z � z; W � wg, em ter-
mos deX e Y . Suponhamos que este evento seja denotado porC. Sendo assim,f (X; Y ) 2 Cgse,
e somente se,f Z � z; W � wg: Consequentemente,

Z w

�1

Z z

�1
k(s; t)dsdt =

ZZ

C

f (x; y)dxdy

Como se admitef conhecida, a integral do segundo membro pode ser calculada.O c�alculo de
suas derivadas em rela�c~ao az e w fornecer�a a fdp pedida. Na maior parte dos manuais de
c�alculo avan�cado, mostra-se que essas t�ecnicas conduzem ao resultado, tal como foi enunciado
no teorema acima.

b) Observe-se a acentuada semelhan�ca entre o resultado acima e o resultado obtido no caso uni-
dimensional, explicado no cap��tulo anterior. A exigência de monotonicidade para a fun�c~ao
y = H (x) �e substitu��da pela suposi�c~ao de que a correspondênciaentre (x; y) e (z; w) seja
biun��voca. A condi�c~ao de derivabilidade �e substitu��d a por algumas hip�oteses sobre as deriva-
das parciais consideradas. A solu�c~ao �nal obtida �e, tamb�em, muito semelhante aquela obtida
no caso unidimensional: as vari�aveis x e y s~ao simplesmente substitu��das por suas express~oes
equivalentes em termos dez e w, e o valor absoluto dedx=dy �e substitu��do pelo valor absoluto
do jacobiano.

Para o caso da fun�c~ao soma,Z = X + Y, geralmente escolhemosW = X . Neste caso teremos
�

Z = X+Y
W = X

)
�

x = w
y = z � w

�
x = G1(z; w)
y = G2(z; w)

Portanto, J =

�
�
�
�

@x
@z

@x
@w

@y
@z

@y
@w

�
�
�
� =

�
�
�
�

0 1
1 � 1

�
�
�
� = � 1

K (z; w) = f (G1(z; w); G2(z; w)) � j J j = f (w; z � w) � j � 1 j = f (w; z � w)
Com isso, a densidade deZ �e dada por

g(z) =
Z + 1

�1
K (z; w)dw =

Z + 1

�1
f (x; z � x)dx:

que �e a mesma express~ao apresentada em (5.3).
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Exemplo 5.26. Sejam X e Y v.a's independentes, cada uma tendo distribui�c~ao uniforme no
intervalo (0; 1). Seja Z = X + Y. Encontre a f.d.p de Z .

X � U(0; 1) ) f X (x)=
�

1; x 2 (0; 1)
0; c.c.

Y � U(0; 1) ) f Y (y)=
�

1; y 2 (0; 1)
0; c.c.

X e Y independentes ) f (x; y)=
�

1; 0 � x � 1 ; 0 � y � 1
0; c.c.

�
Z = X+Y
W = X

)
�

x = w
y = z � w

�
x = G1(z; w)
y = G2(z; w)

J =

�
�
�
�

@x
@z

@x
@w

@y
@z

@y
@w

�
�
�
� =

�
�
�
�

0 1
1 � 1

�
�
�
� = � 1

K (z; w) = f (G1(z; w); G2(z; w)) � j J j

= f (w; z � w) � j � 1 j

K (z; w)=

8
<

:

1; 0 � w � 1; 0 � z � w � 1
, w � z � 1 + w

0; c.c

g(z) =
R+ 1

�1 K (z; w)dw

=
� Rz

0 K (z; w)dw ; 0 � z � 1R1
z� 1 K (z; w)dw ; 1 < z � 2

=
� Rz

0 dw ; 0 � z � 1R1
z� 1 dw ; 1 < z � 2

=
�

z ; 0 � z � 1
2 � z ; 1 < z � 2

Exemplo 5.27. Suponha-se que estejamos fazendo mira em um alvo circular, de raio unit�ario,
que tenha sido colocado de modo que seu centro se situe na origem de um sistema de coordenadas
regulares conforme a �gura. Admita-se que as coordenadas(X; Y ) do ponto de impacto estejam
uniformemente distribu��das sobre o circulo. Isto �e, f (x; y) = 1 =� , se (x; y) estiver dentro (ou na
circunferência) do c��rculo, f (x; y) = 0 , se em qualquer outra parte. Obter a densidade da vari�avel
ale�at�oria R, que representa a distância da origem, ou seja,R =

p
X 2 + Y 2.
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Encontraremos a f.d.p deR, digamosg, assim:
Seja � = tg� 1(Y=X). Portanto, X = H1(R; �) e Y = H2(R; �) , onde x = H1(r; � ) = r cos � e

y = H2(r; � ) = r sen � . (Estamos apenas introduzindo coordenadas polares).

f (x; y) =
� 1

� ; se (x; y) �e c��rculo;
0; se c.c.

R =
p

X 2 + Y 2 (Distância da Origem)

g(r ) =?
�

� = arctg(Y/X);
R =

p
X 2 + Y 2.

Encontrar a f.d.p conjunta de � e R.
� y

x = tg � x = G1(�; r )
x2 + y2 = r 2 y = G2(�; r )

y = x tg �

x2 + ( x tg � )2 = r 2 ) x2 + x2tg2 � = r 2

) x2(1 + tg2 � ) = r 2

) x2 =
r 2

1 + tg2 �

No entanto,

1 + tg2 � = 1 +
sen2 �
cos2 �

=
1

cos2 �
) x2 = r 2cos2 �

) x = r cos�

y = x tg � ) y = r cos � tg �

) r cos � sen �
cos �

) y = r sen �
�

x = r cos �
y = r sen �

coordenadas polares

Jacobianos:
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J=

�
�
�
�
�

@x
@r

@x
@�

@y
@r

@y
@�

�
�
�
�
�
=

�
�
�
�

cos� � rsen�
sen� rcos�

�
�
�
�= rcos2� + rsen2� = r (cos2� + sen2) = r

K (�; r ) = f (G1(�; r ); G2(�; r )) � jr j = f (rcos�; rsen � ) � r = 1
� � r

Portanto,
K (�; r ) = r

� 0 � r � 1 , 0 � � � 2�

g(r ) =
Z + 1

�1
K (�; r )d� =

Z 2�

0

r
�

d� =
r
�

�

�
�
�
�

2�

0
=

r
�

2� � 0 = 2r

Concluindo que

g(r ) =
�

2r; 0 � r � 1
0; c.c.

5.7 Produto de Vari�aveis Aleat�orias Independentes

Teorema 5. Seja (X; Y ) uma v.a cont��nua bidimensional e admita-se queX e Y sejam indepen-
dentes. SejaV = XY . Neste caso, a f.d.p deV , digamosp, �e dada por:

p(v) =
Z + 1

�1
g(w) h

� v
w

� �
�
�
�

1
w

�
�
�
� dw:

Demonstra�c~ao:
�

v = xy
w = x

)
�

x = w
y = v

w

Logo, o Jacobiano �e

J =

�
�
�
�

@x
@w

@x
@v

@y
@w

@y
@v

�
�
�
� =

�
�
�
�

1 0
� v

w2
1
w

�
�
�
� = 1

w

Portanto, a f.d.p conjunta de V = XY e W = X �e dada por:

K (v; w) = f
�

w ;
v
w

�
� jJ j = g(w) � h

� v
w

�
�

�
�
�
�

1
w

�
�
�
�

A f.d.p marginal de V, ser�a
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p(v) =
Z + 1

�1
K (v; w)dw =

Z + 1

�1
g(w)h

� v
w

�
�

�
�
�
�

1
w

�
�
�
� dw

Observa�c~ao 5.7.
1. Os valores dev para os quais p(v) > 0 dependeram dos valores de(x; y) para os quais

f (x; y) > 0

2. Temos que

Z + 1

�1
g(w)h

� v
w

�
�

�
�
�
�

1
w

�
�
�
� dw =

Z + 1

0
g(w)h

� v
w

�
�

1
w

dw �
Z 0

�1
g(w)h

� v
w

�
�

1
w

dw

Exemplo 5.28. Suponha que temos um circuito no qual tanto �a corrente I comoa resistência R
variem de algum modo aleat�orio. Particularmente, suponhamos queI e R sejam vari�aveis aleat�orias
cont��nuas independentes com as com as fdp's abaixo. Obter adistribui�c~ao de E = IR .

g(i ) =
�

2i ; 0 � i � 1
0 ; c.c

h(r ) =
�

r 2

9 ; 0 � r � 3
0 ; c.c

A densidade deE ser�a dada por

p(e) =
Z + 1

�1
g(w) � h

� e
w

�
�

�
�
�
�

1
w

�
�
�
� dw

=
Z + 1

�1
g(i ) � h

� e
i

�
�

�
�
�
�
1
i

�
�
�
� di

=
Z 1

e
3

2i �
e2

9i 2 �
1
i

di

0 � i � 1
0 � e

i � 3 ) 0 � e � 3i

�
) e

3 � i � 1

p(e) =
Z 1

e
3

2e2

9i 2 di =
2e2

9

"

�
1
i

�
�
�
�

1

e
3

#

=
2e2

9
�
�
� 1 +

3
e

�
=

2e
9

(3 � e)
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Portanto,

p(e) =
� 2e

9 (3 � e) ; 0 � e � 3
0 ; c.c

5.8 Quociente de Vari�aveis Aleat�orias Independentes

Teorema 6. Seja (X; Y ) uma vari�avel aleat�oria bidimensional cont��nua e suponhamos queX e Y
sejam independentes. [Portanto, a fdp de(X; Y ) pode ser escrita comof (x; y) = g(x)h(y)]. Seja
Z = X

Y . Deste modo, a fdp deZ , digamosq, ser�a dada por

q(z) =
Z + 1

�1
g(vz)h(v)jvjdv

Demonstra�c~ao:

Sejam z = x=y e v = y. Portanto, x = vz e y = v. O jacobiano �e

J =

�
�
�
�

v z
0 1

�
�
�
� = v

Da�� a fdp conjunta de Z = X=Y e V = Y ser igual a

t(z; v) = g(vz)h(v)jvj

Integrando esta fdp conjunta em rela�c~ao av obt�em-se a fdp marginal deZ procurada.

Exemplo 5.29. Admita-se queX e Y representem a dura�c~ao da vida de duas lâmpadas fabricadas
por processos diferentes. Suponha-se queX e Y sejam vari�aveis aleat�orias independentes, com fdp
respectivamentef e g dadas a seguir. Obter a fdp deX=Y .

f (x) = e� x , x � 0 e 0 para outros quaisquer valores;
g(y) = 2 e� 2y , y � 0 e 0 para outros valores;

A vari�avel aleat�oria X=Y representa o quociente das duas dura�c~oes de vida. Sejaq a fdp deZ .
Pelo teorema temos queq(z) =

R+ 1
�1 g(vz)h(v)jvjdv. Como X e Y podem tomar somente valores

n~ao-negativos, a integra�c~ao precisa ser feita apenas sobre os valores positivos da vari�avel de inte-
gra�c~ao. Al�em disso, o integrando ser�a positivo somentequando ambas as fdp que aparecem sejam
positivas. Isto signi�ca que deveremos terv � 0 e vz � 0. Visto que z > 0, essas desigualdades
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determinam quev � 0. Portanto, a express~ao acima se torna

q(z) =
Z 1

0
e� vz 2e� 2v v dv =

= 2
Z 1

0
ve� v(2+ z) dv

Integrando por partes, obtemos:

q(z) =
2

(z + 2) 2 ; z � 0

5.9 Distribui�c~ao do M��nimo e do M�aximo de duas v.a's cont�� nuas
Independentes

Em algumas situa�c~oes pr�aticas temos interesse em estudar um sistema formado por v�arios com-
ponentes, em s�erie ou paralelo. Se estiverem em s�erie, o sistema falhar�a quando o primeiro falhar
(m��nimo), mas se estiver em paralelo, falhar�a quando o �ultimo falhar (m�aximo). Estas distribui�c~oes
s~ao muitas vezes denominadas deEstat��sticas de Ordem.

5.9.1 M�aximo

Sejam X e Y v.a's independentes, com f.d.p's dadas, respectivamente,por f 1(x) e f 2(y). Nosso
objetivo �e encontrar Encontre a f.d.p de M = max( X; Y ), digamosg(m).

Devemos inicialmente observar que se o m�aximo entre um conjunto de n�umeros �e menor que
m, ent~ao todos os n�umeros ser~ao menores quem. Estes argumentos levam ao uso da Fun�c~ao de
Distribui�c~ao, e posteriormente a fun�c~ao de probabilidade ou densidade. Com base nisso, a f.d de
M ser�a:

G(m) = P(M � m) = P(Max (X; Y ) � m) = P(X � m Y � m)

= P(X � m)P(Y � m) = F1(m)F2(m)

Logo a f.d.p deM ser�a obtida derivando-seG(m) com rela�c~ao a m:

g(m) =
@G(m)

@m
= F

0

1F2(m) + F1(m)F
0

2(m) = f 1(m)F2(m) + f 2(m)F1(m)

Portanto,
g(m) = f 1(m)F2(m) + f 2(m)F1(m)

Observa�c~ao 5.8. SeX e Y , al�em de independentes tiverama amesma distribui�c~ao deprobabilidade,
a f.d.p de M tornam-se:

g(m) = 2 f (m)F (m);

com f (m) = f 1(m) = f 2(m) e F (m) = F1(m) = F2(m).
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5.9.2 M��nimo

De forma similar �a distribui�c~ao do m�aximo, considerare mos X e Y v.a's independentes, com f.d.p's
dadas, respectivamente, porf 1(x) e f 2(y). Nosso objetivo �e encontrar a f.d.p deZ = min( X; Y ),
digamosh(z).

Devemos inicialmente observar que se o m��nimo entre um conjunto de n�umeros �e maior que
z, ent~ao todos os n�umeros ser~ao maiores quez. Estes argumentos levam ao uso da Fun�c~ao de
Distribui�c~ao, e posteriormente a fun�c~ao de probabilidade ou densidade. Com base nisso, a f.d deZ
ser�a:

H (z) = P(Z � z) = P(Min (X; Y ) � z) = 1 � P(Min (X; Y ) > z )

= 1 � P(X > z Y > z ) = 1 � P(X > z )P(Y > z) = 1 � [1 � F1(z)][1 � F2(z)]

= 1 � [1 � F2(z) � F1(z) + F1(z)F2(z)] = F1(z) + F2(z) � F1(z)F2(z):

Com isso,

h(z) =
@H(z)

@z
= F

0

1(z) + F
0

2(z) � [F
0

1(z)F2(z) + F1(z)F
0

2(z)]

= f 1(z) + f 2(z) � f 1(z)F2(z) � F1(z)f 2(z)

= f 1(z)[1 � F2(z)] + f 2(z)[1 � F1(z)]

Observa�c~ao 5.9. Se X e Y tiverem a mesma distribui�c~ao de probabilidade, ent~ao :

h(z) = 2 f (z)[1 � F (z)];

onde f (z) = f 1(z) = f 2(z) e F (z) = F1(z) = F2(z).

5.10 Distribui�c~oes Condicionais

Em certas situa�c~oes desejamos obter a distribui�c~ao de uma fun�c~ao de vari�aveis, dada uma deter-
minada condi�c~ao, ou no condicionamento pode estar uma fun�c~ao. Vejamos alguns casos:

Exemplo 5.30. Sejam X � Bin (n; p) e Y � Bin (n; p), independentes. Ent~ao a distribui�c~ao de
X , dado queX + Y = m �e Hipergeom�etrica, com

P(X = kjX + Y = m) =

� n
k

�� n
m� n

�

� 2n
m

� :

Pelo Exemplo 5.22 j�a temos queX + Y � Bin (2n; p). Portanto, para 0 � k � min (n; n),
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P(X = kjX + Y = n) =
P(X = k; X + Y = n)

P(X + Y = n)
=

P(X = k; Y = n � k)
P(X + Y = n)

=
P(X = k)P(Y = n � k)

P(X + Y = n)

=

� n
k

�
pk (1 � p)n� k �

� n
m� k

�
pm� k (1 � p)n� (m� k)

� 2n
m

�
pm (1 � p)2n� m

=

� n
k

�� n
m� n

�

� 2n
m

� :

Exemplo 5.31. SejamX � Poisson(� 1) e Y � Poisson(� 2), independentes. Ent~ao a distribui�c~ao
de X , dado queX + Y = n �e Bin (n; � 1

� 1+ � 2
).

J�a sabemos do Exemplo 5.23 queX + Y � Poisson(� 1 + � 2). Portanto,

P(X = kjX + Y = n) =
P(X = k; X + Y = n)

P(X + Y = n)
=

P(X = k; Y = n � k)
P(X + Y = n)

=
P(X = k)P(Y = n � k)

P(X + Y = n)
=

e� � 1 � k
1=k! � e� � 2 � n� k

1 =(n � k)!
e� (� 1+ � 2 ) (� 1 + � 2)n=n!

=
�

n
k

� �
� 1

� 1 + � 2

� k �
� 2

� 1 + � 2

� n� k

Exerc��cio 5.10.1. Sejam X � Poisson(� ) e Y j(X = x) � Bin (x; p). Ent~ao,
a) A distribui�c~ao de Y �e Poisson(�p ).
b) A distribui�c~ao condicional de X j(Y = y) �e Poisson(� (1 � p)) .

5.11 Vari�aveis Aleat�orias n-dimensionais

Praticamente todos os conceitos introduzidos para o caso bidimensional podem ser facilmente es-
tendidos para o caso em que temos v�arias vari�aveis em estudo, por isso faremos um breve resumo
sobre este caso. Consideremoa a vari�aveln-dimensional (X 1; X 2; � � � ; X n ).

Seja (X 1; X 2; � � � ; X n ) uma vari�avel aleat�oria n-dimensional cont��nua tomando todos os valo-
res em alguma regi~aoIR n do espa�co auclidiano. Uma fun�c~aof que satisfa�ca �as seguintes condi�c~oes:

i) f (x1; � � � ; xn ) � 0 8(x1; � � � ; xn ) 2 IR n

ii)
Z

� � �
Z

f (x1; � � � ; xn )dx1 � � � dxn = 1

�e denominada Fun�c~ao Densidade de Probabilidade Conjunta de (X 1; X 2; � � � ; X n ).
SendoC 2 IR n , a probabilidade associada �aC �e dada por
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P(X 1; X 2; � � � ; X n ) 2 C) =
Z

� � �
Z

C

f (x1; � � � ; xn )dx1 � � � dxn :

As distribui�c~oes marginais ou de um subconjunto das vari�aveis em(X 1; X 2; � � � ; X n ) podem ser
obtidas integrando-se com rela�c~ao �as demais. Por exemplo, para dimens~aon = 3 , a marginal de
X 1 e a conjunta deX 2 e X 3 s~ao dadas por

f 1(x1) =
Z Z

f (x1; x2; x3)dx2dx3

f 23(x2; x3) =
Z

f (x1; x2; x3)dx1

5.11.1 M�etodo do jacobiano para o caso n-dimensional

Teorema 7. Suponha queX = ( X 1; X 2; � � � ; X n ) seja uma vari�avel aleat�oria cont��nua n-dimensional
com f.d.p conjunta f . Sejam Z i = H i (X ), e admitamos que as fun�c~oesH i satisfa�cam �as seguintes
condi�c~oes:

a) As equa�c~oesz = H i (x ) podem ser univocamente resolvidas parax em termos dez, isto �e,
x i = Gi (z)

b) As derivadas parciais@xi =@zi , existem e s~ao cont��nuas.

Nessas circunstâncias, a f.d.p conjunta deZ , isto �e, k(z) �e dada pela seguinte express~ao:k(z) =
f (x ) jJ (z)j , onde J (:) �e o determinante n � n :

J (z) =

�
�
�
�
�
�
�
�
�

@x1
@z1

� � � @x
@w

@y
@z � � � @y

@w
...

. . .
...

@y
@z � � � @y

@w

�
�
�
�
�
�
�
�
�
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Cap��tulo 7

Valor Esperado de uma fun�c~ao de uma v.a.
bidimensional

7.1 De�ni�c~ao

Seja (X; Y ) uma vari�avel bidimensional e sejaZ = H (X; Y ) uma fun�c~ao real de (X; Y ). Normal-
mente, para obtermos o valor esperado deZ temos que encontrar a distribui�c~ao da vari�avel para,
ent~ao, calcular sua esperan�ca. Veremos que esta etapa intermedi�aria, da obten�c~ao da distribui�c~ao
de Z n~ao �e necess�aria.

a) Se Z for uma v.a discreta, ent~ao:

E(Z ) =
1X

i =1

zi p(zi ); onde p(zi ) = P(Z = zi )

b) SeZ for uma v.a Cont��nua, com f.d.p g, ent~ao:

E(Z ) =
Z + 1

�1
zg(z)dz

Exemplo 7.1. Seja (X; Y ) uma v.a com a distribui�c~ao conjunta a seguir. Encontre aE(Z ), onde
Z = X 2 + Y .

Y/X -1 0 1 Total

0 0,2 0 0,4 0,6
1 0,1 0,1 0,2 0,4

Total 0,3 0,1 0,6 1,0

Distribui�c~ao da v.a Z

E(Z ) = 1 � 0; 7 + 2 � 0; 3 = 1; 3
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zi 1 2 Total

p(zi ) 0,7 0,3 1,0

Exemplo 7.2. Sejam X e Y v.a's independentes, cada uma tendo uma distribui�c~aoU(0; 1). Seja
Z = X + Y, encontre a E(Z ).

g(z) =
�

z; 0 � z � 1
2 � z; 1 � z � 2

E(Z ) =
Z 2

0
zg(z)dz =

Z 1

0
z2dz +

Z 2

1
(2z � z2)dz

=
z3

3
j10 + ( z2 �

z3

3
)j21 =

1
3

+ (4 �
8
3

� 1 +
1
3

) = 4 � 2 � 1 = 1

Teorema 8. Seja (X; Y ) uma v.a bidimensional e sejaZ = H (X; Y ).

a) Se (X,Y) for uma v.a discreta e sep(x i ; yj ) = P(X = x i ; Y = yj ) j; i = 1 ; 2; : : : ; ent~ao:

E(Z ) =
1X

j =1

1X

i =1

H (x i ; yj )p(x i ; yj )

b) Se (X,Y) for uma v.a cont��nua com f.d.p conjunta f , entao:

E(Z ) =
Z + 1

�1

Z + 1

�1
H (x; y)f (x; y)dxdy

Exemplo 7.3. Refazer os Exemplos 7.1 e 7.2 atrav�es do Teorema 8.

7.1: Temos queZ = X 2 + Y . Portanto,

E (Z ) =
1X

j =1

1X

i =1

H (x i yj )p(x i yj )

= H (� 1; 0)p(� 1; 0) + H (� 1; 1)p(� 1; 1) + H (0; 1)p(0; 1) + H (1; 0)p(1; 0) + H (1; 1)p(1; 1)

= 1 � 0; 2 + 2 � 0; 1 + 1 � 0; 1 + 1 � 0; 4 + 2 � 0; 2 = 1; 3

7.2: Temos queZ = X + Y, logo,

f (x; y) =
�

1; 0 � x � 1
0; c.c
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Portanto,

E (Z ) =
Z 1

0

Z 1

0
H (x; y)f (x; y)dxdy =

Z 1

0

Z 1

0
(x + y)dxdy =

Z 1

0
[
x2

2
+ yx]j10dy

=
Z 1

0
(
1
2

+ y)dy =
y
2

+
y2

2

�
�1
0 =

1
2

+
1
2

= 1 :

7.2 Algumas Propriedades envolvendo Esperan�ca e Variância

Seja (X; Y ) uma vari�avel aleat�oria bidimensional com distribui�c~a o de probabilidade conjunta
f (x; y). Seja Z = H1(X; Y ) e W = H2(X; Y ). Ent~ao, E(Z + W ) = E(Z ) + E(W ).

Demostra�c~ao:

E(Z + W ) =
Z + 1

�1

Z + 1

�1
[H1(x; y) + H2(x; y)]f (x; y)dxdy

=
Z + 1

�1

Z + 1

�1
H1(x; y)f (x; y)dxdy +

Z + 1

�1

Z + 1

�1
H2(x; y)f (x; y)dxdy

= E(Z ) + E(W ): (7.1)

Propriedade 7.4) Seja X e Y duas vari�aveis aleat�orias quaisquer. Ent~ao:

E(X + Y) = E(X ) + E(Y ):

Demostra�c~ao:

Isto decorre imediatamente de (7.1), ao se fazerH1(X; Y ) = X e H 2(X; Y ) = Y:

Propriedade 7.5) Sejam n vari�aveis aleat�orias X 1; X 2; : : : ; X n . Ent~ao:

E(X 1 + : : : + X n ) = E(X 1) + � � � + E(X n ):

Demostra�c~ao:

Isto decorre imediatamente da Propriedade 7.4, pela aplica�c~ao da indu�c~ao matem�atica.
Coment�ario: Conbinando-se esta propriedade com outra j�aconhecida,E(aX + b) = aE(X ) + b,

obteremos:

E

 
nX

i =1

ai X i

!

=
nX

i =1

ai E(X i );

onde osai s~ao constantes.
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Propriedade 7.6) Seja (X; Y ) uma vari�avel aleat�oria bidimensional e suponha-se queX e Y
sejam independentes. Ent~ao,

E(XY ) = E(X )E(Y ):

Demostra�c~ao:

E(XY ) =
Z + 1

�1

Z + 1

�1
xyf (x; y)dxdy =

Z + 1

�1

Z + 1

�1
xyg(x)h(y)dxdy

=
Z + 1

�1
xg(x)dx

Z + 1

�1
yh(y)dy = E(X )E(Y ):

Propriedade 7.7) Se C for uma constante,

V ar(X + C) = V ar(X )

Demostra�c~ao:

V ar(X + C) = E[(X + C) � E (X + C)]2 = E[(X + C) � E (X ) � C]2

= E[X � E(X )2] = V ar(X ):

Propriedade 7.8) Se for uma constante,

V ar(CX ) = C2V ar(X )

Demostra�c~ao:

V ar(CX ) = E(CX )2 � [E (CX )]2 = C2[E (X )]2

= C2[E (X 2) � [E (X )]2] = C2V ar(X )

Propriedade 7.9) Se (X; Y ) for uma vari�avel aleat�oria bidimensional, e se X e Y forem
independentes, ent~ao

V ar(X + Y) = V ar(X ) + V ar(Y ):

Demostra�c~ao:

V ar(X + Y) = E(X + Y)2 � [E (X + Y)]2

= E(X 2 + 2XY + Y 2) � [E (X )]2 � 2E(X )E(Y ) � [E (Y )]2

= E(X 2) � [E (X )]2 + E(Y 2) � [E (Y )]2 = V ar(X ) + V ar(Y ):

Propriedade 7.10) Sejam X 1; : : : ; X n , vari�aveis aleat�orias independente. Ent~ao,

V ar(X 1 + : : : + X n ) = V ar(X 1) + : : : + V ar(X n ) =
nX

i =1

V ar(X i ):
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Demostra�c~ao:
Isto decorre da Propriedade 7.9, por indu�c~ao matem�atica.
Propriedade 7.11) Sejam X 1; : : : ; X n , vari�aveis aleat�orias quaisquer. Ent~ao,

V ar(X 1 + : : : + X n ) =
nX

i =1

V ar(X i ) + 2
nX

i =1

nX

j>i

Cov(X i ; X j ):

Prova: decorre diretamente de (1.8):

 pX

i =1

x i

! 2

=
X

i;j

x i x j =
pX

i =1

x2
i + 2

nX

i =1

X

j>i

x i x j :

7.3 Express~oes Aproximadas da Esperan�ca e da Variância

Teorema 7.7) Seja(X; Y ) uma vari�avel aleat�oria bidimensional. Suponha-se queE(X ) = � X ; E (Y ) =
� Y ; V (X ) = � 2

X e V(Y ) = � 2
Y . Seja Z = H (X; Y ), deriv�avel em (� X ; � Y ). Ent~ao, seX e Y forem

independentes, ter-se-�a

E(Z ) ' H (� X ; � Y ) +
1
2

�
@2H
@x2

� 2
X +

@H
@y2

� 2
Y

�

V ar(Z ) '
�

@H
@x

� 2

� 2
X +

�
@H
@y

� 2

� 2
Y :

Demostra�c~ao: A demostra�c~ao envolve o desenvolvimento deH em s�erie de Taylor, no ponto
(� X ; � Y ), para um de dois termos, o abandono do resto, e, a seguir, o c�alculo da esperan�ca e da
variância de ambos os membros, tal como foi feito na demostra�c~ao do Teor. 7.6.

Exemplo 7.4. �
X � U(0; 1); E(X)=0.5 V ar(X ) = 1 =12
Y � U(0; 1); E(Y)=0.5 V ar(Y ) = 1 =12

Z = X + Y; E(Z ) = 1 e V ar(Z ) = 1 =6

Valores aproximados:

E(Z ) ' H (0:5; 0:5) +
1
2

�
@2H
@x2

1
12

+
@2H
@y2

1
12

�

V ar(Z ) '
�

@H
@x

� 2 1
12

+
�

@H
@y

� 2 1
12

E(Z ) ' 0; 5 + 0; 5 +
1
12

� 0 = 1:0

V ar(Z ) ' 12 �
1
12

+ 1 2 �
1
12

=
2
12

=
1
6
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7.4 Esperan�ca Condicional

Em muitas situa�c~oes estamos interessados em determinadas caracter��sticas (distribui�c~ao, m�edia
etc.) de uma vari�avel, sujeita a determinada condi�c~ao. Neste caso passamos a trabalhar com dis-
tribui�c~oes condicionais, �xada uma outra vari�avel.

De�ni�c~ao 7.1.
a) Se (X; Y ) for uma vari�avel aleat�oria cont��nua bidimensional, de�niremos o valor esperado

condicional de X , dado Y = y, como

E(X jy) =
Z + 1

�1
xg(xjy)dx E (Y jx) =

Z + 1

�1
yh(yjx)dy

b) Se (X; Y ) for uma v.a discreta bidimensional, de�niremos o valor esperado condicional de
X , dado Y = yj , como

E(X jyj ) =
1X

i =1

x i p(x i jyj )

E (Y jx i ) =
1X

j =1

yj p(yj jx i )

OBS:

1. E(X jY ) �e uma fun�c~ao de Y ; (v.a)

2. E (Y jX ) �e uma fun�c~ao de X ; (v.a)

3. Como E(X jY ) e E(Y jX ) s~ao v.a's, ter�a sentido falarmos em seu valor esperado.

Teorema 9. Seja (X; Y ) for uma vari�avel aleat�oria uma vari�avel aleat�oria qual quer. Temos que

E(E(X jY )) = E(X )

E(E(Y jX )) = E(Y )

Demostra�c~ao: (p/ caso cont��nuo)

E(X jy) =
Z + 1

�1
xg(x; y)dx =

Z + 1

�1
x

f (x; y)
h(y)

dx =
1

h(y)

Z + 1

�1
xf (x; y)dx

Portanto,

E [E(X jY )] =
Z + 1

�1
E(X jy)h(y)dy

Z + 1

�1

�
1

h(y)

Z + 1

�1
xf (x; y)dx

�
h(y)dy

=
Z + 1

�1

Z + 1

�1
xf (x; y)dxdy =

Z + 1

�1

Z + 1

�1
xf (x; y)dydx =

=
Z + 1

�1
x[

Z + 1

�1
f (x; y)dy]dx =

Z + 1

�1
xg(x)dx = E(X )
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Teorema 10. Se X e Y forem vari�aveis aleat�orias independentes, ent~ao

E(X jY ) = E(X )

E(Y jX ) = E(Y )

7.5 Variância condicional

Teorema 11.
V ar(X ) = E[V ar(X jY )] + V ar[E (X jY )]

V ar(Y ) = E[V ar(Y jX )] + V ar[E (Y jX )]

Exemplo 7.5. Adimita que um inseto ponha ovos segundo uma distribui�c~aode Poisson de parâmetro
4 e que a probabilidade de que um ovo dê origem a um novo insetoseja 0,6. Admitimos que os ovos
produzam novos insetos de maneira independente, encontre on�umero esperado de novos insetos
gerados pelo inseto.

X = no de ovos produzidos pelo inseto.

X � P(4)

Y = no de novos insetos gerados.
E(Y ) =?

(Y jX = x) � B (x; 0; 6) E(Y jx) = 0 ; 6x

Portanto,
E (Y ) = E(E(Y jX )) = E(0; 6X ) = 0 ; 6 � E (X ) = 0 ; 6 � 4 = 2; 4:

Exemplo 7.6. Suponha-se que a vari�avel aleat�oria bidimensional(X; Y ) seja uniformemente dis-
tribu��da sobre a regi~ao triangular a seguir. Obter E(X jY ) e E(Y jX )

T = f (x; y)j0 < x < y < 1g:

Temos que

f (x; y) =
�

2; (x; y) 2 T
0; c.c
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Cap��tulo 8

Coe�cientes de Covariância e Correla�c~ao

A principal medida de o quanto duas vari�aveis est~ao relacionadas �e o coe�ciente de covariância.
No entanto, sua ordem de grandeza depende da unidade de medida das vari�aveis. Para contornar
este problema, costuma-se adotar ocoe�ciente de correla�c~aoque �e a normaliza�c~ao da covariância,
restringindo-se ao intervalo [-1,1].

8.1 Coe�ciente de covariância

De�ni�c~ao 8.1. Seja (X; Y ) uma vari�avel aleat�oria bidimensional com m�edias � X e � Y , respecti-
vamente. De�niremos o coe�ciente de correla�c~ao Cov(X; Y ) entre X e Y (�as vezes representado
por � XY ) por

Cov(X; Y ) = E [(X � � X )(Y � � Y )]

Teorema 12.
Cov(X; Y ) = E(XY ) � E (X )E(Y ):

Demostra�c~ao:

Cov(X; Y ) = Ef [X � E (X )][Y � E (Y )]g

= E[XY � XE (Y ) � Y E(X ) � E (X )E(Y )]

= E(XY ) � E (X )E(Y ) � E (Y )E(X ) + E(X )E(Y )

= E(XY ) � E (X )E(Y ):

Como consequência deste teorema temos que

Cov(X; X ) = V ar(X ): (8.1)

Tamb�em �e f�acil perceber que
Cov(X; Y ) = Cov(Y; X ):

8.2 Coe�ciente de correla�c~ao

De�ni�c~ao 8.2. Seja (X; Y ) uma vari�avel aleat�oria bidimensional com m�edias � X e � Y e desvios-
padr~ao � X e � Y , respectivamente. De�niremos � XY , o coe�ciente de correla�c~ao entre X e Y, por

� XY =
Ef [X � � X ][Y � � Y ]g

p
V ar(X )V ar(Y )
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Propriedade 1.

� XY =
E(XY ) � E (X )E(Y )

p
V ar(X )V ar(Y )

=
Cov(X; Y )

� X � Y

Teorema 13. Se X e Y forem independentes, ent~ao� XY = 0 .

Demostra�c~ao: Isto decorre imediatamente do Teorema 12, pois sendoX e Y independentes, temos

E(XY ) = E(X )E(Y ):

Observa�c~ao 8.1.

1. ) A rec��proca n~ao �e verdadeira

2. ) � = 0 signi�ca que X e Y s~ao n~ao correlacionadas

Teorema 14.
� 1 � � � 1:

Demostra�c~ao: Considere a seguinte fun�c~ao da vari�avel realt:

q(t) = E [v + tw]2

onde V = X � E(X ) e W = Y � E(Y ).

Como [v + tw]2 � 0 =) q(t) � 0 8t

Agora
q(t) = E [v2 + 2 tvw + t2w2] = E(v2) + 2 tE (vw) + E(vw) + t2E(w2)

Como q(t) �e uma express~ao quadr�atica det, que s�o assume valores� 0, para todo t, ent~ao

4 = b2 � 4ac � 0

N~ao possui duas ra��zes distintas. Logo,

b2 � 4ac = 4[E(vw)]2 � 4E(v2)E (w2) � 0

=)
[E (vw)2]

E (v2)E (w2)
� 1

=)
[E (X � E(X ))( y � E (Y ))]2

E[(x � E (X ))2]E [(y � E (Y ))2]
� 1

=) � 2 � 1 =) � 1 � � � 1

Teorema 15. Se � xy = � 1, ent~ao Y ser�a uma fun�c~ao linear de X (com probabilidade 1).
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Teorema 16. Suponha queX e Y sejam duas v.a's, para as quaisY = AX + B , onde A e B s~ao
constantes. Ent~aoj� j = 1 . Se A > 0, � = +1 ; se A < 0, � = � 1.

Teorema 17. Se� XY for o coe�ciente de correla�c~ao entre X e Y , e seV = AX + B e W = CY + D,
onde A, B, C e D s~ao constantes, comA 6= 0 e C 6= 0 , ent~ao

� V W =
AC

jAC j
� XY : (8.2)

Introdu�c~ao �a Probabilidade 2018 Notas de aulas





Cap��tulo 9

Constru�c~ao de Algumas Distribui�c~oes Especiais

9.1 Distribui�c~oes Discretas

9.1.1 Distribui�c~ao Multinomial

Suponha que existamk resultados poss��veis para um experimento:A1; A2; : : : ; Ak . Seja pi =
P(A i ); i = 1 ; � � � ; k. Assim, devemos ter

P k
i =1 pi = 1 . Suponha que repetimos o experimentosn

vezes independentemente. SejaX i o no de vezes que ocorre o resultadoA i ; i = 1 ; 2; � � � ; k. Ent~ao,
a f.p conjunta das v.a'sX 1; � � � ; X k �e dada por:

P(X 1 = x1; X 2 = x2; � � � ; X k = xk ) =
n!

x1!x2! � � � xk !
px1

1 px2
2 � � � pxk

k

com x i = 0 ; 1; : : : ; n;
P k

i =1 x i = n:

Teorema 18.
E(X i ) = npi e V ar(X i ) = npi (1 � pi ); i = 1 ; : : : ; k:

Observa�c~ao 9.1.

� Cada v.a X i tem distribui�c~ao binomial, ou seja, X i � Binomial (n; pi )

� As X i 's n~ao s~ao independentes.

Exemplo 9.1. Consideremos o experimento de lan�carmos um dadon = 12 vezes. Temosk =
6 resultados poss��veis eA i = f resultado �e face ig, com pi = 1

6 . A probabilidade de obtermos 2
resultados de cada face �ee dada por

P(X 1 = 2 ; X 2 = 2 ; X 3 = 2 ; X 4 = 2 ; X 5 = 2 ; X 6 = 2) =
12!

2!2!2!2!2!2!

�
1
6

� 2 �
1
6

� 2 �
1
6

� 2 �
1
6

� 2 �
1
6

� 2 �
1
6

� 2

=
12!

(2!)6

�
1
6

� 12

Exemplo 9.2. Uma barra de comprimento especi�cado �e fabricada. Admita-se que o comprimento
real X (polegada) seja uma vari�avel aleat�oria uniformemente distribu��da sobre [10,12]. Suponha-se
que somente interesse saber se um dos três eventos seguinteter�a ocorrido.

A1 = f X < 10; 5g; A2 = f 10; 5 � X � 11; 8g e A3 = f X > 11; 8g:

p1 = P(A1) = 0 ; 25; p2 = P(A2) = 0 ; 65 e p3 = P(A3) = 0 ; 1
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9.2 Distribui�c~oes Cont��nuas

Distribui�c~ao Normal

A vari�avel aleat�oria X �e dita ter distribu���c~ao Normal com parâmetros � e � 2 se sua f.d.p �e
dada por

f (x) =
1

p
2��

e
� 1
2� 2 (x� � )2

�1 < x < + 1 ; �1 < � < + 1 ; � > 0

Nota�c~ao: X � N (�; � 2)

Teorema 19. Se X � N (�; � 2), ent~ao

E(X ) = � e V ar (X ) = � 2

Observa�c~ao 9.2.

1. f �e sim�etrica em torno de �

2. N~ao h�a solu�c~ao expl��cita para a Fun�c~ao Distribui�c~ao, apenas num�erica, com tabelas na mai-
oria dos livros

3. Se� = 0 e � 2 = 1 , dizemos que X tem distribui�c~aonormal padr~aoou padronizada(tabelada).

Observa�c~ao 9.3. H�a livros que apresentam tabelas com a Normal Acumulada (NA ) de (�1 ; d),
outros (maioria) no intervalo (0; d). Neste �ultimo caso devemos usarsimetria . Por exemplo, que
NA (�1 ; 0) = 0 ; 5 e queNA (�1 ; � d) = NA (d;1 ). Alguns autores preferem adotar a nota�c~ao:
NA (�1 ; d) = �( d).

Teorema 20. Se X � N (�; � 2), ent~ao:

(i ) Z = X � �
� � N (0; 1) [Transformamos e usamos a tabela]

(ii ) Y = aX + b � N (a� + b; a2� 2)

Teorema 21. Se X i � N (� i ; � 2
i ); i = 1 ; : : : ; n e as v.a'sX i s~ao independentes, ent~ao

S =
nX

i =1

= X i = X 1 + X 2 + : : : + X n � N (�; � 2)

com

� =
nX

i =1

� i e � 2 =
nX

i =1

� 2
i :

Exemplo 9.3. Na distribui�c~ao X � N (100; 100), encontre:
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a) P(X < 115)

b) P(X � 80)

c) P(jX � 100j � 100)

d) o valor \a"tal que P(100� a � X � 100 + a) = 0 ; 95

a)

P(X < 115) = P
�

X � 100
10

<
115� 100

10

�
= P(Z < 1; 5)

= 0 ; 5 + 0; 43319 = 0; 93319

b)

P(X � 80) = P
�

Z �
80� 100

10

�
= P(Z � � 2)

= = 0 ; 5 + 0; 47725 = 0; 97725

C)

P(jX � 100j � 10) = P(� 10 � X � 100� 10)

= P
�
�

10
10

� Z �
10
10

�
= P(� 1 � Z � 1)

= 2P(0 < Z < 1) = 2 � 0; 34134 = 0; 68268

D)

P(100� a � X � 100 + a) = 0 ; 95

, P
�

100� a � 100
10

�
X � 100

10
�

100 + a � 100
10

= 0 ; 95
�

, P
�

�
a
10

� Z �
a
10

�
= 0 ; 95

, P
�

0 < Z <
a
10

�
=

0; 95
2

= 0 ; 475 =
a
10

= 1 ; 96 =) a = 19; 6

Exemplo 9.4. Na distribui�c~ao X � N (�; � 2), encontre:

a) P(X � � + 2 � )

b) P(jX � � j � � )

c) o no \a"tal que P(� � a� � X � � + a� ) = 0 ; 99

d) o no \a"tal que P(X > a ) = 0 ; 90
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NA (0,d) = area of 

shaded region 

0 d

          .00        .01        .02        .03        .04        .05        .06        .07        .08        .09          

0.0    .0000    .0040    .0080    .0120    .0160     .0199   .0239    .0279    .0319    .0359
0.1    .0398    .0438    .0478    .0517    .0557     .0596   .0636    .0675    .0714    .0753           
0.2    .0793    .0832    .0871    .0910    .0948     .0987   .1026    .1064    .1103    .1141
0.3    .1179    .1217    .1255    .1293    .1331     .1368   .1406    .1443    .1480    .1517            

0.4    .1554    .1591    .1628    .1664    .1700     .1736   .1772    .1808    .1844    .1879            

0.5    .1915    .1950    .1985    .2019    .2054     .2088   .2123    .2157    .2190    .2224            

0.6    .2257    .2291    .2324    .2357    .2389     .2422   .2454    .2486    .2517    .2549             

0.7    .2580    .2611    .2642    .2673    .2704     .2734   .2764    .2794    .2823    .2852             

0.8    .2881    .2910    .2939    .2967    .2995     .3023   .3051    .3078    .3106    .3133             

0.9    .3159    .3186    .3212    .3238    .3264     .3289   .3315    .3340    .3365    .3389             

1.0    .3413    .3438    .3461    .3485    .3508     .3531   .3554    .3577    .3599    .3621             

1.1    .3643    .3665    .3686    .3708    .3729     .3749   .3770    .3790    .3810    .3830               

1.2    .3849    .3869    .3888    .3907    .3925     .3944   .3962    .3980    .3997    .4015 

1.3    .4032    .4049    .4066    .4082    .4099     .4115   .4131    .4147    .4162    .4177 
1.4    .4192    .4207    .4222    .4236    .4251     .4265   .4279    .4292    .4306    .4319

1.5    .4332    .4345    .4357    .4370    .4382     .4394   .4406    .4418    .4429    .4441

1.6    .4452    .4463    .4474    .4484    .4495     .4505   .4515    .4525    .4535    .4545

1.7    .4554    .4564    .4573    .4582    .4591     .4599   .4608    .4616    .4625    .4633

1.8    .4641    .4649    .4656    .4664    .4671     .4678   .4686    .4693    .4699    .4706 

1.9    .4713    .4719    .4726    .4732    .4738     .4744   .4750    .4756    .4761    .4767

2.0    .4772    .4778    .4783    .4788    .4793     .4798   .4803    .4808    .4812    .4817

2.1    .4821    .4826    .4830    .4834    .4838     .4842   .4846    .4850    .4854    .4857 

2.2    .4861    .4864    .4868    .4871    .4875     .4878   .4881    .4884    .4887    .4890 

2.3    .4893    .4896    .4898    .4901    .4904     .4906   .4909    .4911    .4913    .4916

2.4    .4918    .4920    .4922    .4925    .4927     .4929   .4931    .4932    .4934    .4936

2.5    .4938    .4940    .4941    .4943    .4945     .4946   .4948    .4949    .4951    .4952

2.6    .4953    .4955    .4956    .4957    .4959     .4960   .4961    .4962    .4963    .4964  

2.7    .4965    .4966    .4967    .4968    .4969     .4970   .4971    .4972    .4973    .4974 

2.8    .4974    .4975    .4976    .4977    .4977     .4978   .4979    .4979    .4980    .4981

2.9    .4981    .4982    .4982    .4983    .4984     .4984   .4985    .4985    .4986    .4986

3.0    .4987    .4987    .4987    .4988    .4988     .4989   .4989    .4989    .4990    .4990

3.1    .4990    .4991    .4991    .4991    .4992     .4992   .4992    .4992    .4993    .4993

3.2    .4993    .4993    .4994    .4994    .4994     .4994   .4994    .4995    .4995    .4995 

3.3    .4995    .4995    .4995    .4996    .4996     .4996   .4996    .4996    .4996    .4997

3.4    .4997    .4997    .4997    .4997    .4997     .4997   .4997    .4997    .4997    .4998

3.5    .4998    .4998    .4998    .4998    .4998     .4998   .4998    .4998    .4998    .4998

3.6    .4998    .4998    .4999    .4999    .4999     .4999   .4999    .4999    .4999    .4999

3.7    .4999    .4999    .4999    .4999    .4999     .4999   .4999    .4999    .4999    .4999 

3.8    .4999    .4999    .4999    .4999    .4999     .4999   .4999    .4999    .4999    .4999

3.9    .5000    .5000    .5000    .5000    .5000     .5000   .5000    .5000    .5000    .5000    

Appendix A
Normal distribution table
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a)

P(X � � + 2 � ) = P
�

X � �
�

�
� + 2 � � �

�

�
= P(Z � 2) = 0 ; 97725

b)
P(jX � � j � � ) = P(� � � X � � < � ) = P(� 1 � Z � 1) = 0 ; 68268

c)
P(� � a� � X � � + a� ) = 0 ; 99

P
�

� � a� � �
�

� Z �
� + a� � �

�

�
= 0 ; 99

P(� a � Z � a) = 0 ; 99

P(0 � Z � a) =
0; 99

2
= 0 ; 495

a = 2 ; 58

d)

P(X > a ) = 0 ; 90 =) P(Z >
a � �

�
) = 0 ; 90

=)
a � �

�
= � 1; 28 =) a = � � 1; 28�

Distribui�c~ao Normal Bidimensional

De�ni�c~ao 9.1. Seja (X; Y ) uma vari�avel aleat�oria cont��nua, bidimensional, toman do todos os
valores no plano euclidiano. Diremos que(X; Y ) tem uma distribui�c~ao normal bidimensional se
sua fdp conjunta for dada pela seguinte espress~ao

f (x; y) =
1

2�� x � y
p

1 � � 2
exp

(

�
1

2(1 � � 2)

" �
x � � X

� x

� 2

� 2�
(x � � X )(y � � Y )

� x � y
+

�
y � � Y

� y

� 2
#)

�1 < x < 1 ; �1 < y < 1

Teorema 22. Suponha-se que(X; Y ) tenha fdp como a dada pela equa�c~ao acima. Ent~ao, nesse
caso:

a) As distribui�c~oes marginais de X e Y s~aoN (� X ; � 2
X ) e N (� X ; � 2

y ), respectivamente.

b) O parâmetro � �e o coe�ciente de correla�c~ao entre X e Y .

c) As distribui�c~oes condicionais de X (dado que Y = y) e de Y (dado que X = x) ser~ao,
respectivamente:

N
�
� X + �

� x

� y
(y � � Y ) ; � 2

x (1 � � 2)
�

;

N
�
� Y + �

� y

� x
(x � � Y ) ; � 2

y (1 � � 2)
�

Introdu�c~ao �a Probabilidade 2018 Notas de aulas



204 Constru�c~ao de Algumas Distribui�c~oes Especiais

Observa�c~ao 9.4.

1. A rec��proca de a) no Teorema n~ao vale.

2. Se� = 0 , ent~ao X e Y s~ao independentes. Isto s�o vale na distribui�c~ao Normal bidimensional.

Distribui�c~ao Normal n-dimensional

De�ni�c~ao 9.2. Seja X = ( X 1; X 2; � � � ; X n ) uma vari�avel aleat�oria cont��nua, n-dimensional, to-
mando todos os valores no espa�co euclidiano. Diremos queX tem uma distribui�c~ao normal n-
dimensional ou multivariada se sua fdp conjunta for dada pela seguinte espress~ao

f (x ) =
1

(2� j� j)n=2
exp

�
�

1
2

(x � � )0� � 1(x � � )
�

; x 2 IR n ;

onde � = ( � 1; � � � ; � n ) �e o vetor das m�edias dasX i ; i = 1 ; � � � ; n:

� =

0

B
B
B
@

� 2
1 � 12 � 13 � � � � 1n

� 21 � 2
2 � 23 � � � � 2n

...
...

...
. . .

...
� n1 � n2 � n3 � � � � 2

n

1

C
C
C
A

;

onde � 2
i = V ar(X i ) e � ij �e a Cov(X i ; X j ) = � ij � i � j . Ainda, j� j representa o determinante de� e

� � 1 �e a inversa de � .

Teorema 23. Suponha-se queX tenha fdp como a dada pela equa�c~ao acima. Ent~ao,

a) A distribui�c~ao marginal de X i ; i = 1 ; � � � ; n; �e N (� i ; � 2
i ).

b) O parâmetro � ij �e o coe�ciente de correla�c~ao entre X i e X j .

c) A distribui�c~ao condicional de X i dado queX j = x �e dada por

9.2.1 Fun�c~ao Gama

De�ni�c~ao: A fun�c~ao gama, denotada por� �e de�nida para p > 0 por

�( p) =
Z 1

0
xp� 1e� xdx

Propriedades:

1. �( p) = ( p � 1)�( p � 1)

2. �( n) = ( n � 1)! se n for um inteiro positivo.

3. �( 1
2) =

p
�
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9.2.2 Distribui�c~ao Gama

f (x j �; � ) =
� �

�( � )
x � � 1e� �x ; x > 0 � > 0 � > 0

X � Gama(�; � )

E (X ) =
�
�

; V ar(X ) =
�
� 2

9.2.3 Distribui�c~ao Beta

f (x j a; b) =
�( a + b)
�( a)�( b)

xa� 1(1 � x)b� 1 ; 0 < x < 1 ; a > 0 ; b > 0

E(X ) =
a

a + b

V ar(X ) =
ab

(a + b)2(a + b+ 1)

OBS:

B (a; b) =
�( a)�( b)
�( a + b)

=
Z 1

0
ua� 1(1 � u)b� 1du ; a > 0 b > 0

f (x) =
1

B (a; b)
xa� 1(1 � x)b� 1

9.2.4 Distribui�c~ao Qui-quadrado

Dizemos que a v.aX tem distribui�c~ao qui-quadrado comn graus de liberdade se sua f.d.p for
dada por

f (x) =
1

2
n
2 �( n

2 )
x

n
2 � 1e� x

2 ; x > 0 n : inteiro positivo

Nota�c~ao:
X � � 2

n

Observa�c~ao 9.5. A f.d.p acima �e um caso particular da distribui�c~ao Gama(�; � ), com � = n
2 e

� = 1
2 .

Teorema 24. Se X � � 2
n , ent~ao E(X ) = n e V ar(X ) = 2 n

Teorema 25. Se Z � N (0; 1) ent~ao X 2 � � 2
1
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Teorema 26. Sejam X 1; : : : ; X k v.a's independentes tais queX i � � 2
n i

, i = 1 ; : : : ; k. Ent~ao,

Y =
kX

i =1

X i = X 1 + : : : + X k � � 2
n

com

n =
kX

i =1

ni

Teorema 27. Seja Y � � 2
n . Ent~ao, para n su�cientemente grande, a v.a

p
2Y tem aproximada-

mente a distribui�c~ao N (
p

2n � 1; 1).

Uso da Tabela

Exemplo 9.5. Seja X � � 2
15, obtenha o valor de \a"tal que:

a) P(X � a) = 0 ; 10

b) P(X > a ) = 0 ; 95

c) P(X � a) = 0 ; 99

d) P(X � a) = 0 ; 025

Exemplo 9.6. Seja X � � 2
23, calcule:

a) P(X � 11; 689)

b) P(X � 38; 076)

C) P(X > 18; 137)

Exemplo 9.7. Seja X � � 2
20, obtenha o valor de "a"tal que:

P(X > a ) = 0 ; 80

P(X � a) = 0 ; 20

Temos que �
P(X � 12; 443) = 0; 10
P(X � 15; 452) = 0; 25

Portanto, devemos fazer umaInterpola�c~ao:

0; 15 �! 3; 009

0; 10 �! x

=) x =
0; 10� 3; 009

0; 15
= 2 ; 006

a = 12; 443 + 2; 006 = 14; 449
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Exemplo 9.8. Seja X 1; X 2 e X 3 v.a's independentes, cada uma tendo distribui�c~ao normalcom
m�edia 5 e variância 16. Encontre a distribui�c~ao das seguintes v.a's:

a) Y =
� X 2 � 5

4

� 2

b) S =
P 3

i =1

h
X i � 5

4

i 2

Exemplo 9.9. Seja Y � � 2
50, calcule:

a) P(Y > 50)

b) P(Y < 40; 5)

Y � � 2
50 =)

p
2Y � N (

p
99; 1)

a)
P(Y > 50) = P(2Y > 100) = P(

p
2Y > 10) =

P

 p
2Y �

p
99

1
>

10�
p

99
1

!

= P(Z > 0; 0501) = 1 � 0; 5199 = 0; 4801

b)
P(Y < 40; 5) = P(2Y < 81) = P(

p
2Y < 9) =

= P(Z < 9 �
p

99) = P(Z < � 0; 94987) = 0; 1711

9.2.5 Distribui�c~ao t-Student

Dizemos que a v.a cont��nuaX tem distribui�c~ao t-student comn graus de liberdade se sua f.d.p
for dada por

f X (x) =
�

� n+1
2

�

�( n
2 )

p
�n

�
1 +

x2

n

� � ( n +1)
2

; �1 < x < + 1 n : inteiro positivo

Nota�c~ao: X � tn

Teorema 28. Se X � tn ent~ao E(X ) = 0 e V ar(X ) = n
n� 2 :

Teorema 29. lim
n!1

f (x) =
1

p
2�

e� x 2

2 , ou seja, seX � tn ent~ao quandon �! 1 , X �! N (0; 1)

Teorema 30. Sejam Z � N (0; 1) e Y � � 2
k v.a's independentes, ent~ao a v.aT = Zq

Y
k

� tk
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Uso da Tabela t-Student

1. Seja X � t24, calcule:

a) P(X � 1; 71) = 0,95

b) P(X > 0; 68) = 1-0,75 = 0,25

c) P(X > � 1; 32) = 0,90

d) P(1; 32 < X < 2; 49) = 0,99-0,90 = 0,009

e) P(� 0; 68 � X � 1; 32) = 0,90-[1-0,75] = 0,90-0,25 = 0,65

2. Seja X � t35, econtre o valor de \a"tal que

a) P(X � a) = 0 ; 975 a=2,0301

b) P(X > a ) = 0 ; 10 a=1,3062

c) P(jX j � a) = 0 ; 90 P[� a � x � a] = 0 ; 90 =) a = 1 ; 6896

9.2.6 Distribui�c~ao F de Snedecor

Dizemos que a v.a cont��nuaX tem distribui�c~ao F de Snedecor comn1 graus de liberdade (g.l.)
no numerador en2 g.l. no denominador se sua f.d.p for dada por

f (x) =
�

� n1+ n2
2

�

�
� n1

2

�
�

� n2
2

�
�

n1

n2

� n 1
2

x
n 1
2 � 1

�
1 +

n1

n2
x

� � ( n 1+ n 2 )
2

; x > 0

Nota�c~ao: X � F (n1; n2)

Teorema 31. Se X � Fn1 ;n2 , ent~ao

E(X ) =
n2

n2 � 2
; para n2 � 2:

e

V ar(X ) =
2n2

2(n1 + n2 � 2)
n1(n2 � 2)2(n2 � 4)

; para n2 � 4:

Teorema 32. Sejam X 1 � � 2
m e X 2 � � 2

n v.a's independentes. Ent~ao, a v.a

F =
X 1=m
X 2=n

� Fm;n

Teorema 3: Se X � Fm;n , ent~ao a v.aY = 1
X � Fn;m

Uso da Tabela
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Exemplo 9.10. Seja X � F8;10, calcule

a) P(X > 3; 07)

b) P(Z � 3; 35), com Z = 1
X

c) P(X � 5; 06)

d) o valor \a"tal que P(X > a ) = 0 ; 10

Exerc��cio 9.2.1. Sejam X � N (0; 16) e Y = � 2
16 v.a's independentes. Encontre a distribui�c~ao da

v.a U = Xp
Y

� t16

Exerc��cio 9.2.2. Sejam X k � � 2
k , k=1,2,3, v.a's independentes.

a) Obtenha a distribui�c~ao da v.aW = 5X 1
X 2+ X 3

� F1;5

b) Calcule P[W � 10] = 0; 975
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Cap��tulo 10

Caracter��sticas especiais

10.1 A Desigualdade de Tchebyche�

Seja X uma v.a com E(X ) = � e seja c uma constante real qualquer. Ent~ao, seE(X � c)2 for
�nita e " for qualquer no positivo, teremos

P[jX � cj � " ] �
1
"2 E(X � c)2:

As seguintes formas s~ao equivalentes:
a) Considerando o evento complementar, teremos:

P[jX � cj < " ] � 1 �
1
"3 E(X � c)2

b) Escolhendoc = � , temos:

P[jX � � j" ] �
� 2

"2

c) Escolhendoc = � e " = k�

P[jX � � j � k� ] �
1
k2

P[jX � � j � k� ] � 1 �
1
k2

Observa�c~ao 10.1. Esta �ultima forma �e particularmente informativa de como a variância mede o
\grau de concentra�c~ao" da probabilidade em torno deE(X ) = � .

Demostra�c~ao: (Cont��nuo)

p = P[jX � cj � " ] =
Z

A
f (x)dx A = f x : jx � cj � "g

Mas,

jx � cj � " , (x � c)2 � "2 ,
(x � c)2

"2 � 1
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Logo,

p =
Z

A
f (x)dx �

Z

A

(x � c)2

"2 f (x)dx

=
Z c� "

�1

(x � c)2

"2 f (x)dx +
Z + 1

c+ "

(x � c)2

"2 f (x)dx �
Z + 1

�1

(x � c)2

"2 f (x)dx

=
1
"2 E[(X � c)2]

10.2 A Desigualdade de Jensen
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Cap��tulo 11

Fun�c~ao Geradora de Momentos

A Fun�c~ao Geradora (ou Geratriz) de Momentos �e um caso particular de fun�c~ao de vari�aveis
aleat�orias, onde

H (X ) = exp f tX g = expf t1X 1 + t2X 2 + � � � + tnX ng; n � 1:

Muitos resultados importantes s~ao obtidos atrav�es dessafun�c~ao. At�e a obten�c~ao de E(X ) e V ar(X )
�ca bastante simpli�cada.

De�ni�c~ao 11.1. Seja X uma v.a discreta ou cont��nua. A fun�c~ao geradora de momentos (f.g.m)
da v.a X �e de�nida por

M X (t) = E(etX ):

Portanto, se X for uma v.a discreta com f.p.p(x i ) = P(X = x i ), i = 1 ; 2; : : : ; a f.g.m ser�a

M X (t) =
+ 1X

i =1

etx i p(x i )

E se X for cont��nua,

M X (t) =
Z + 1

�1
etx f X (x)

Observa�c~ao 11.1.

1. A f.g.m poder�a n~ao existir para todos os valores det;

2. A f.g.m existe sempre parat = 0 , e �e igual a 1, ou seja, M X (0) = 1 para qualquer v.aX .

11.1 Principais distribui�c~oes

Exemplo 11.1. X � U(a; b)

M X (t) =
Z b

a

etx

b� a
dx =

1
b� a

Z b

a
etx dx =

1
b� a

�
etx

b� a
jba

�

=
1

b� a

�
etb

t
�

eta

t

�
=

1
(b� a)t

(etb � eta )

M X (t) =

(
1; t=0;
etb � eta

(b� a)t ; t 6= 0 :
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Exemplo 11.2. X � B (n; p)

M X (t) =
nX

k=0

etk P(X = k) =
nX

k=0

etk
�

n
k

�
pk (1 � p)n� k

=
nX

k=0

�
n
k

�
(pet )k (1 � p)n� k =

�
pet + 1 � p

� n

Exemplo 11.3. X � P(� )

M X (t) =
1X

k=0

etk P(X = k) =
1X

k= o

etk e� � � k

k!
= e� �

1X

k=0

(et � )k

k!

= e� � eet � = e� (et � 1)

Observa�c~ao 11.2. S�erie de Maclaurin:

ey =
1X

n=0

yn

n!

Exemplo 11.4. X � Exp(� )

M X (t) =
Z 1

0
etx �e � �x dx = �

Z 1

0
e(t � � )x

que s�o converge set � � < 0, ou seja, t < � . Admitindo que esta condi�c~ao seja satisfeita, teremos:

M X (t) = �

"
e(t � � )x

t � �
j10

#

= �
�
0 �

1
t � �

�
= �

�
�

1
t � �

�
=

�
� � t

M X (t) =
�

� � t
; t < �

Exemplo 11.5. X � N (�; � 2)

M X (t) =
Z + 1

�1
etx 1

p
2��

e� 1
2 ( x � �

� )2

dx =
1

p
2��

Z + 1

�1
etx e� 1

2 ( x � �
� )2

dx

Seja:

s =
x � �

�
=) x = s� + � dx = �ds
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Logo,

M X (t) =
1

p
2��

Z + 1

�1
et (s� + � )e� 1

2 s2
�ds =

1
p

2�

Z + 1

�1
et� e�ts � s2

2 ds

=
et�

p
2�

Z + 1

�1
e� 1

2 (s2 � 2�ts )ds e, notando ques2 � 2�ts = ( s � �t )2 � � 2t2,

=
et�

p
2�

Z + 1

�1
e� 1

2 [(s� �t )2 � � 2 t2]ds

=
et�

p
2�

Z + 1

�1
e� 1

2 (s� �t )2
e

� 2 t 2

2 ds

=
et� e

t 2 � 2

2
p

2�

Z + 1

�1
e� 1

2 (s� �t )2
ds

= et� e
� 2 t 2

2

Z + 1

�1

1
p

2�
e� 1

2 (s� �t )2
ds

| {z }
f:d:p de uma N (�t; 1)

M X (t) = et� + � 2 t 2

2

Exemplo 11.6. X � Gama(�; � )

M X (t) =
Z 1

0
etx � �

�( � )
x � � 1e� �x dx

=
� �

�( � )

Z 1

0
x � � 1e� �x + tx dx =

� �

�( � )

Z 1

0
x � � 1e� x(� � t )dx

A integral s�o converge se� � t > 0, ou seja, t < � . Neste caso, fazendou = � � t, temos

M X (t) =
� �

�( � )

Z 1

0
x � � 1e� ux dx =

� �

u�

=1
z }| {

u�

�( � )

Z 1

0
x � � 1e� ux dx

| {z }
Gama (�;u )

=
�

�
u

� �

=
�

�
� � t

� �

Portanto,

M X (t) =
�

�
� � t

� �

; t < �

Observa�c~ao 11.3.

i) Se � = 1 = ) M X (t) = �
� � t =) X � Exp(� )
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ii) Seja X � Gama(�; � ), se � = n
2 e � = 1

2 , ent~ao X � � 2
(n) .

Exemplo 11.7. X � � 2
(n)

M X (t) =

 
1
2

1
2 � t

! n
2

=
�

1
1 � 2t

� n
2

= (1 � 2t) � n
2

11.2 Momentos

De�ni�c~ao 11.2. De�ni-se o Momento de Ordem n da vari�avel aleat�oria X , em rela�c~ao a zero, a
quantidadeE(X n ).

Observa�c~ao 11.4.

i) Podemos notar que o primeiro momento deX �e E(X ).

ii) A variância de X �e uma fun�c~ao dos dois primeiros momentos:V ar(X ) = E(X 2) � � 2

iii) Todos os momentos, se existirem, podem ser obtidos via fgm.

iv) Quando a fun�c~ao �e de�nida por E(tX ) ela recebe o nome deFun�c~ao Geradora de Probabilidades

v) Quando a fun�c~ao �e de�nida por E(eitX ), onde i =
p

� 1, ela recebe o nome deFun�c~ao Carac-
ter��stica

Primeiro momento:

M 0
X (t) =

dMX (t)
dt

=
d
dt

E(etX ) = E
�

d
dt

etX
�

= E(Xe tX )

Agora, avaliando no pontot = 0 ,

M
0

X (0) =
dMX (t)

dt
jt=0 = E(Xe0� x ) = E(X )

Segundo momento:

M
00

X (t) =
d2M X (t)

dt2 =
d2

dt
E(etX ) =

d
dt

E(Xe tX ) = E
�

d
dt

Xe tX
�

= E(X 2etX )

Agora, avaliando no pontot = 0 ,

M 00(0) =
d2M X (t)

dt2 jt=0 = E(X 2e0� X ) = E(X 2)

3) Admitindo que a derivadan-�esima de M X (t) exista, teremos:

M (n) (0) = E(X n )
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Exemplo 11.8. X � B (n; p). Obter E(X ) e V ar(X ).

M X (t) = [ pet + 1 � p]n

E(X ) = M
0
(0)

V ar(X ) = E(X 2) � E ((X ))2 = M
00

X (0) � (M
0

X (0))2

Temos que,
M

0
(t) = n[pet + 1 � p]n� 1pet = npet [pet + 1 � p]n� 1

E, avaliando no ponto t = 0 ,

E(X ) = M
0

X (0) = npe0[pe0 + 1 � p]n� 1 = np

Vamos agora obter o segundo momento deX :

M
00
(t) =

d
dt

[npet (pet + 1 � p)n� 1]

= npet (pet + 1 � p)n� 1 + npet (n � 1)(pet + 1 � p)n� 2pet

= npet (pet + 1 � p)n� 1 + n(n � 1)(pet )2(pet + 1 � p)n� 2

E(X 2) = M
00

X (0) = npe0(pe0 + 1 � p)n� 1 + n(n � 1)(pe0)2(pe0 + 1 � p)n� 2

= np + n(n � 1)p2 = np + n2p2 � np2

Com isso,
V ar(X ) = np + n2p2 � np2 � n2p2 = np � np2 = np(1 � p)

Exemplo 11.9. X � N (�; � 2)

M X (t) = exp f t� +
� 2t2

2
g

M
0
(t) = e

�
t� + � 2 t 2

2

�

(� + � 2t)

M
00
(t) = ( � + � 2t)2e

�
t� + � 2 t 2

2

�

= e

�
t� + � 2 t 2

2

�

� 2

E(X ) = M
0

X (0) = e(0+0) (� + � 20) = �

E (X 2) = M
00

X (0)( � + 0) 2e0 + e0� 2 = � 2 + � 2

V ar(X ) = E(X 2) � (E (X ))2 = � 2 + � 2 � � 2 = � 2
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11.3 Transforma�c~oes via fgm

Teorema 33. Suponha que a v.a X tenha f.g.mM X . A f.g.m da v.a Y = �X + � ser�a dada por:

M Y (t) = e�t M X (�t )

Demostra�c~ao:

M Y (t) = E(etY ) = E(et (�X + � ) ) = E(e�tX + �t ) = e�t E(e�tX )

= e�t M X (�t )

Teorema 34. Sejam X e Y duas v.a's com f.g.mM X (t) e M Y (t), respectivamente. SeM X (t) =
M Y (t) para todos os valores det, ent~ao X e Y ter~ao a mesma distribui�c~ao de probabilidade.

Exemplo 11.10. X � N (�; � 2). Usando a f.g.m prove queY = �X + � ter�a distribui�c~ao normal
com m�edia �� + � e variância � 2� 2.

X � N (�; � 2) =) M X (t) = e�t + � 2 t 2

2

M Y (t) = e�t M x (�t ) = e�t [e��t + � 2

2 (�t )2
]

= e�t + ��t + ( �� ) 2 ) t 2

2 = e(�� + � )t+ ( �� ) 2 t 2

2

=) Y � N (�� + � ; � 2� 2)

Teorema 35. Sejam X e Y v.a's independentes eZ = X + Y. Sejam M X (t), M Y (t) e M Z (t) as
f.g.m das v.a'sX , Y e Z , respectivamente. Ent~ao:

M Z (t) = M X (t)M Y (t)

Demostra�c~ao:

M Z (t) = E(etZ ) = E(et (X + Y ) ) = E(etX + tY ) = E(etX etY ) =

= E(etX )E (etY ) = M X (t)M Y (t)

Observa�c~ao 11.5. Este teorema pode ser generalizado para uma soma den v.a's independentes.
8
>>><

>>>:

X 1 : M 1(t)
X 2 : M 2(t)
...

...
X n : M n (t)

Z = X 1 + X 2 + : : : + X n M Z (t) = M 1(t) � : : : � M n (t) =
nY

i =1

M i (t)
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Teorema 36. SejamX 1; X 2; : : : ; X n v.a's independentes com distribui�c~aoN (� i ; � 2
i ), i = 1 ; 2; : : : ; n.

Ent~ao, a v.a Z = X 1 + X 2 + : : : + X n ter�a distribui�c~ao N

 
nX

i =1

� i ;
nX

i =1

� 2
i

!

.

Demostra�c~ao:

M X i (t) = e� i t+ � 2
i

t 2

2 ; i = 1 ; 2; : : : ; n

M Z (t) = M X 1 (t)M X 2 (t) � : : : � M X n (t)

= e� 1 t+ � 2
1

t 2

2 � e� 2 t+ � 2
2

t 2

2 � : : : � e� n t+ � 2
n

t 2

2

= e(� 1+ � 2+ :::+ � n )t+( � 2
1 + � 2

2 + ��� + � 2
n ) t 2

2

= e(
P n

i =1 � i )t+(
P n

i =1 � 2
i ) t 2

2

=) Z � N

 
nX

i =1

� i ;
nX

i =1

� 2
i

!

Teorema 37. SejamX 1; X 2; : : : ; X n v.a's independentes. Suponha queX i � P(� i ), i = 1 ; 2; : : : ; n.
Ent~ao, a v.aZ = X 1+ X 2+ � � �+ X n ter�a distribui�c~ao de Poisson com parâmetro � = � 1+ � 2+ : : :+ � n .

Demonstra�c~ao:

M X i (t) = e� i (et � 1 ) ; i = 1 ; 2; : : : ; n

Logo,

M Z (t) = e� 1 (et � 1) � e� 2 (et � 1) � � � � � e� n (et � 1) = e(� 1+ � 2+ :::+ � n )( et � 1)

= e(
P n

i =1 � i )( et � 1) =) Z � P(
nX

i =1

� i )

Teorema 38. Suponha queX i � � 2
n i

, i = 1 ; 2; : : : ; k, onde osX i s~ao v.a's independentes. Ent~ao,
a v.a Z = X 1 + X 2 + : : : + X n ter�a distribui�c~ao � 2

(n) , onde n =
P n

i =1 ni .

Demonstra�c~ao:

M X i (t) = (1 � 2t) � n i
2 ; i = 1 ; 2; : : : ; k:

Portanto,

M Z (t) = M X 1 (t)M X 2 (t) : : : M X n (t) = (1 � 2t)
� n 1

2 (1 � 2t)
� n 2

2 : : : ; (1 � 2t) �
n k
2

= (1 � 2t) �
n 1+ n 2 + ::: + n k

2 = (1 � 2t) � n
2 ;

onde

n =
kX

i =1

ni =) Z � � 2
(n)
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Teorema 39. Seja Z = X 1 + X 2 + : : :+ X r , onde osX i s~aor v.a's independentes e indenticamente
distribu��das, cada uma tendo distribui�c~ao exponencialcom o mesmo parâmetro� . Ent~ao, Z ter�a
distribui�c~ao Gama com parâmetros r e � .

Demonstra�c~ao:

M X i (t) =
�

� � t
; i = 1 ; 2; : : : ; r ; t < �

M z(t) =
�

�
� � t

� r

=) Z � Gama(r; � )

a) S�o vale para exponenciais de mesmo parâmetro;

b) W = 2 �Z � � 2
(2r )

M W (t) = M Z (2�t ) =
�

�
� � 2�t

� r

=
�

1
1 � 2t

� r

= (1 � 2t)
� 2r

2

Portanto, na necessidade de alguma probabilidade associada a uma distribui�c~ao Gama, faze-
mos a transforma�c~ao e usamos tabela da distribui�c~ao� 2. Por exemplo,

P(Z � 3) = P(2�Z � 6� ) (usar a � 2
(2r ) )!

Exemplo 11.11. Suponha queX tenha a seguinte fdp:

f X (x) = �e � � (x � � ) ; x � �:

a) Determine a fgm deX .

b) Empregando a fgm, ache aE(X ) e V ar(X ).

Resposta:

a)

M X (t) =
�e �t

� � t
; t � �

b)

E (X ) =
�� + 1

�
; V ar(X ) =

1
� 2

Observa�c~ao 11.6. Veri�car que Y = X + � , onde Y � Exp(� ):

Exemplo 11.12. Alguns resistores Ri , i = 1 ; 2; : : : ; n s~ao montados em s�erie em um circuito.
Suponha que a resistência de cada um seja normalmente distribu��da com E(Ri ) = 10 ohms e
V ar(Ri ) = 0 ; 16 ohms2
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a) Se n = 5 , qual ser�a a probabilidade de que a resistência do circuito exceda 49 ohms ?

b) Quantos resistores devemos escolher (ou seja,n) de forma que a probabilidade de que a
resistência total exceda 100 ohms seja de aproximadamente0,05?

Solu�c~ao:

a)
n = 5 ; R = R1 + R2 + : : : + R5 =) R � N (50; 0; 8)

P(R > 49) = P(Z >
49� 50
p

0; 8
) = P(Z > � 1; 12) = 0; 8686

b)
P(R > 100) = 0; 05 ; n =?

R = R1 + R2 + : : : + Rn =) R � N (10n; 0; 16n)

P(R > 100) = 0; 05 =) P
�

Z >
100� 10n

0; 4
p

n

�
= 0 ; 05 =)

100� 10n
0; 4

p
n

= 0 ; 65

=)
(100� 10n)2

0; 16n
= 2 ; 7225 =) 10000� 2000n + 100n2 = 0 ; 4356n

=) 100n2 � 2000; 4356n + 10000 = 0
�

n1 = 9 ; 8
n2 = 10; 2

) n = 10

Exemplo 11.13. Em um circuito, n resistores s~ao montados em s�eries. Suponha que a resistência
de cada um seja uniformemente distribu��da sobre [0,1] e suponha, tamb�em, que todas as resistências
sejam independentes. SejaR a resistência total.

a) Estabele�ca a fgm deR.

b) Empregando a fgm, obtenha aE(R) e V ar(R)

Solu�c~ao:

Ri = Resistência do i -�esimo resistor. (i = 1 ; 2; : : : ; n)
Ri � U(0; 1) independentes.
R = Resistência total. R = R1 + R2 + : : : + Rn

a) M R (t) = M R1 (t)M R2 (t) : : : M Rn (t)

M R1 (t) = E(etR 1 ) =
Z 1

0
etr dr =

etr

t
j10=

et � 1
t

M R (t) =
�

et � 1
t

� n
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b) E(R) =? V ar(R) =?

M
0
(t) = n

�
et � 1

t

� n� 1 �
tet � (et � 1)

t2

�
= n

�
et � 1

t

� n� 1 �
tet � et + 1

t2

�

M
0

X (0) =
0
0

(Indeterminacao )

Aplicando a regra de L'hopital, temos:

E(X ) = lim
t ! 0

M
0
(t) =

"

n
�

et � 1
t

� n� 1 �
te2 � et + 1

t2

� #

= lim
t ! 0

"

n
�

et � 1
t

� n� 1
#

lim
t ! 0

�
tet � et + 1

t2

�

Notando, agora, que

lim
t ! 0

n
�

et � 1
t

� n� 1

= n lim
t ! 0

�
et � 1

t

� n� 1

= n
�

lim
t !

et � 1
t

� n� 1

= n
�

lim
t !

et
�

= n

e

lim
t ! 0

�
tet � et + 1

t2

�
= lim

t ! 0

�
et + tet � et

2t

�
= lim

t !

tet

2t
=

1
2

temos
E(X ) = n

1
2

=
n
2

Exemplo 11.14. Suponha que a dura�c~ao da vida de uma pe�ca seja exponencialmente distribu��da,
com m�edia 2. Suponha que 10 dessas pe�cas sejam instaladas sucessivamente, de modo que ai -�esima
pe�ca seja instalada imediatamente depois que a ordem(i � 1) tenha falhado. SejaTi a dura�c~ao at�e
falhar da i -�esima pe�ca, i = 1 ; 2; : : : ; 10, sempre medida a partir do instante de instala�c~ao. Portanto,
S10 = T1 + : : : + T10 representa o tempo total de funcionamento das 10 pe�cas. Admitindo que osTi

sejam independentes, calculeP(S10 � 15; 5).

Solu�c~ao:

D1 = Dura�c~ao de vida
D � Exp(0; 5)
Ti = Dura�c~ao at�e falhar da i -�esima pe�ca i = 1 ; 2; : : : ; 10
S = T1 + T2 + � � � + T10 = Tempo total de funcionamento das 10 pe�cas.

P(S > 15; 5) =?

S � Gama(10; 0; 5)
�

r = 10;
� = 0 ; 5;

2�S = S � � 2
20

P(S > 15; 5) = P(� 2
20 > 15; 5) = 0 ; 75
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Cap��tulo 12

Teoremas limite e convergência

12.1 Lei dos grandes n�umeros

De�ni�c~ao 12.1 (A lei dos grandes n�umeros - LGN - Formula�c~ao de Bernoulli). Seja E um expe-
rimento e A um evento associado aE. Considere n repeti�c~oes independentes deE, sendonA o no

de vezes em queA ocorre nas n repeti�c~oes, e fa�ca f n (A) =
nA

n
. Seja P(A) = p (a qual se admite

seja a mesma para todas as repeti�c~oes). Ent~ao, para todo" > 0, teremos

P [ jf n (A) � p j � " ] �
p (1 � p)

n" 2

ou, equivalentemente,

P [ jf n (A) � p j < " ] � 1 �
p(1 � p)

n" 2

Demonstra�c~ao:

nA � B (n; p) )
�

E (nA ) = np
Var (nA ) = np (1 � p)

Mas, f n (A) = nA
n )

�
E (f n (A)) = p
Var (f n (A)) = 1

n2 � np (1 � p) = p (1� p)
n

Usando a desigualdade de Tchebyche�, temos:

P
�

jf n (A) � p j < k
q

p (1� p)
n

�
� 1 � 1

k2

Tomando " = k
q

p (1� p)
n ) k = "

p
np

p (1� p)
) k2 = n" 2

p (1� p)

) P [jf n (A) � p j < " ] � 1 � p (1� p)
n" 2

Obs:

1) lim
n!1

P [jf A � p j < " ] = 1 para todo " > 0 ;



224 Teoremas limite e convergência

( f n (A) convergepara todo p = P(A) )

2) Esta �e uma \convergência em probabilidade", no sentidode que a probabilidade do evento
h�

�
�
nA

n
� P(A)

�
�
� < "

i

pode se tornar arbitrariamente pr�oxima da unidade, ao se tornar n su�cientemente grande;

Exemplo 12.1. Quantas repeti�c~oes deE deveremos realizar, a �m de termos uma probabilidade
de ao menos0; 95 para que a frequência relativa di�ra de p = P(A) por menos do que0; 01?

P [ jf A � p j < 0; 01] � 0; 95

Para " = 0 ; 01 qual o valor den que satisfaz a

1 �
p(1 � p)

n " 2 = 0 ; 95 ()
p(1 � p)

n " 2 = 0 ; 05 () n =
p(1 � p)

(0; 01)2 0; 05

Portanto,

P [ jf A � p j < " ] � 1 � �| {z }



sempre que n �
p (1 � p)

"2 �

Exemplo 12.2. Quantas vezes deveremos jogar um dado equilibrado de maneira a �carmos ao
menos 95% certos de que a frequência relativa de tirarmos um seis, �que ao menos de0; 01 da
probabilidade te�orica 1=6?

p = 1
6 " = 0 ; 01 � = 0 ; 05

n �
1
6 � 5

6
(0;01)2 � 0;05 = 27:777; 8 ' 27:778

Observa�c~ao 12.1. Quando n~ao conhecermos o valor dep, podemos empregar o fato de quep (1� p)
�e m�aximo quando p = 1

2 , e esse valor m�aximo �e 1=4. Logo,

P [ jf A � p j < " ] � 1 � � sempre quen �
1

4"2 �
;

pois,
f (p) = p(1 � p) = p � p2 ; 0 < p < 1
f 0(p) = 1 � 2p ) f 00(p) = � 2 < 0
f 0(p) = 0 ) 1 � 2p = 0 ) p = 1=2 (ponto de m�aximo)

A LNG pode ser usada de maneira �util na seguinte situa�c~ao. Suponha que queiramos saber quan-
tas repeti�c~oes de um experimento de Bernoulli devemos realizar a �m de que K=n di�ra do valor
te�orico p (desconhecido) de menos de" , com probabilidade maior ou igual a
 . Ou seja, queremos
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determinar n, tal que

P
� �

�
�
�
K
n

� p

�
�
�
� < "

�
� 


P
� �

�
�
�
K
n

� p

�
�
�
� < "

�
� 1 �

p (1 � p)
n " 2 ;

Logo, comparando, temos quen deve satisfazer

1 �
p (1 � p)

n " 2 = 
 ) n =
p (1 � p)

� " 2 ; onde � = 1 � 
:

Como n~ao conhecemosp, usamos o fato de quep (1 � p) � 1=4. Logo, basta tomarn tal que

n = 1=(4�" 2):

Exemplo 12.3. Suponha que a propor�c~ao de fumantes de uma popula�c~ao seja p, desconhecida.
Queremos determinarp com um erro de, no m�aximo, 0; 05. Qual deve ser o tamanho da amostra
n a ser escolhida com reposi�c~ao, se
 = 0 ; 95?

De�ni�c~ao 12.2 (Outra formula�c~ao da Lei dos Grandes N�umeros). Sejam X 1; � � � ; X n v.a.'s i.i.d
com E(X i ) = � e V ar(X i ) = � 2. Seja X = X 1+ X 2+ :::+ X n

n (M�edia aritim�etica de X 1; � � � ; X n ).
Ent~ao,

E(X ) = � e V ar(X ) =
n � 2

n2 =
� 2

n
Pela desigualdade de Tchebyche�, temos:

P
h �

�X � �
�
� < k �p

n

i
� 1 � 1

k2

Seja " = k �p
n ) k = "

p
n

� , logo

P
� �

�X � �
�
� < "

�
� 1 � � 2

n " 2

lim
n!1

P
� �

�X � �
�
� < "

�
= 1

) A m�edia aritm�etica X �e uma v.a. que convergepara E(X ).

12.1.1 Aproxima�c~ao Normal da Distribui�c~ao Binomial

Consideremos uma v.a.X com distribui�c~ao Binomial, ou seja, X � B (n; p), com fp dada por

P(X = k) =
�

n
k

�
pk (1 � p)n� k :

No entanto, sen for grande ser�a bastante complicado calcular os fatoriais, de forma que precisamos
de alguma simpli�ca�c~ao ou aproxima�c~ao.

Introdu�c~ao �a Probabilidade 2018 Notas de aulas



226 Teoremas limite e convergência

F�ormulas de Stirling

Para n grande,
n! '

p
2� e � nnn+ 1

2

Empregando a f�ormula de Stirling aos v�arios fatoriais, obtemos

P(X = k) '
1

p
2�np (1 � p)

exp

8
<

:
�

1
2

"
k � np

p
np(1 � p)

#2
9
=

;

Aproxima�c~ao de Demoire - Laplace para a Distribui�c~ao Bin omial

Se X � B (n; p) e seZ = X � npp
np(1� p)

, ent~ao, para n grande, Z ter�a aproximadamente distribui�c~ao

normal padr~ao (� = 0 e � 2 = 1) .

Observa�c~ao 12.2. Esta aproxima�c~ao ser�a v�alida para n > 10, desde quep seja pr�oximo de 1
2 . Se

p for pr�oximo de 0 ou 1, n dever�a ser um tanto maior para garantir uma boa aproxima�c~ao.

Corre�c~ao de Continuidade:

Ao aproximar uma v.a. discreta por uma cont��nua, estamos aproximando uma integral pela soma
das �areas de retângulos, de forma que precisamos de cuidados adicionais. Algumas corre�c~oes de
continuidade devem ser utilizadas para melhorar a aproxima�c~ao. Estas corre�c~oes consistem em
adicionar ou subtrair 0,5 de forma conveniente.

Exemplo 12.4. Seja X � B (10; 0; 5). Obter P(X � 7) e P(X < 3) utilizando a corre�c~ao de
continuidade.

Y � N (np ; np (1 � p)) = ) Y � N (5 ; 2; 5)

a) P(X � 7) ' P(Y � 6; 5)(
P(X � 7) = 0 ; 172

P(Y � 6; 5) = P
�

Z � 6;5� 5p
2;5

�
= P(Z � 0; 94) = 0; 1736

b) P(X < 3) ' P(� 0; 5 < Y < 2; 5)
P(X < 3) = 0 ; 055

P(� 0; 5 < Y < 2; 5) = P
�

� 0; 5 � 5
p

2; 5
< Z <

2; 5 � 5
p

2; 5

�

= P(� 3; 48 < Z < � 1; 58) = 0; 49975� 0; 44295 = 0; 0568
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No geral, devemos aplicar as seguintes corre�c~oes, como exemplo,

a) P(X = k) ' P
�
k � 1

2 � Y � k + 1
2

�

b) P(a � X � b) ' P
�
a � 1

2 � Y � b+ 1
2

�

c) P(X � C) ' P
�
� 1

2 � Y � c + 1
2

�

Exemplo 12.5. Um sistema complexo �e constitu��do de 100 componentes que funcionam inde-
pendentemente. A probabilidade de que qualquer um dos componentes venha a falhar durante o
per��odo de opera�c~ao �e igual a 0,10. A �m de que o sistema completo funcione, pelo menos 85 dos
componentes devem funcionar perfeitamente. Calcule a probabilidade de que isso aconte�ca.

Como X � B (100 ; 0; 9), podemos adotarY � N (90 ; 9). Com isso,

P(X � 85) ' P(Y � 84; 5) = P
�

Z � 84;5� 90
3

�
= P(Z � � 1; 83) = 0; 96638

Exemplo 12.6. Suponha que o sistema do Exerc��cio 12.5 seja constitu��do de n componentes cada
um deles tendo uma con�abilidade de 0,90. O sistema funcionar�a se ao menos 80 por cento dos
componentes funcionarem adequadamente. Determinen de maneira que o sistema tenha uma con-
�abilidade de 0,95.

P(T � 0; 8n) = 0 ; 95 T � Bin (n; 0; 90)

P(T � 0; 8n) ' P
�

Z � 0;8n� 0;9np
0;09n

�
= P

�
Z � � 0;33np

n

�
= 0 ; 95 ) n = 24; 21

Portanto, devemos adotarn = 25.

12.2 O Teorema Central do Limite

Teorema 40. Sejam X 1; � � � ; X n , vari�aveis aleat�orias independentes, todas com a mesma distri-
bui�c~ao. Sejam � = E(X i ) e � 2 = V ar(X i ) a esperan�ca e a variância comuns. Fa�camosSn =P n

i =1 X i . Ent~ao, E(Sn ) = n � e V ar(Sn ) = n � 2 e, para n grande temos queTn = ( Sn � n � )=
p

n �
ter�a aproximadamente a distribui�c~ao N (0; 1), no sentido de que lim

n!1
P(Tn � t) = �( t):

Demonstra�c~ao:

M X (t) : f.m.g das X 0
i s

M Sn (t) : f.m.g de Sn

M Sn (t) = [ M X (t)]n

Como Tn �e uma fun�c~ao linear de Sn , temos que
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M Tn (t) = e
�

p
n�

� t
�
M X

�
t

p
n �

�� n

Portanto,

ln M Tn (t) =
�

p
n� t
�

+ n ln M X

�
t

p
n �

�

DesenvolvendoM X (t) em s�erie de Mclaurin, obtemos

M (t) = 1 + M 0(0)t + M 00(0) t2

2 + R ! onde R �e o resto da s�erie

= 1 + �t + (� 2+ � 2 ) t2

2 + R
Logo,

ln M Tn (t) =
�

p
n � t
�

+ n ln
�
1 +

� t
p

n �
+

(� 2 + � 2) t2

2n� 2 + R
�

Agora, empregando o desenvolvimento de Mclaurin paraln(1 + x);

ln(1 + x) = x �
x2

2
+

x3

3
+ : : : ( jxj < 1)

Em nosso caso, x = � tp
n � + (� 2+ � 2 ) t2

2n� 2 + R , e para n su�cientemente grande, o valor absoluto
ser�a menor que a unidade. Com isso,

ln M Tn (t) = �
p

n � t
�

+ n

" �
� t

p
n �

+
(� 2 + � 2) t2

2n� 2 + R
�

�
1
2

�
�t

p
n �

+
(� 2 + � 2) t2

2n� 2 + R
� 2

+ � � �

#

Ap�os algumas transforma�c~oes, teremos

lim
n!1

ln M Tn (t) =
t2

2

) lim
n!1

M Tn (t) = e
t 2

2 que �e a fgm de uma N(0,1)

2

Exemplo 12.7. Suponha queX i , i = 1 ; 2; � � � ; 50 sejam v.a's independentes, cada uma delas tendo
distribui�c~ao de Poisson com parâmetro� = 0 ; 03. Fa�ca S = X 1 + � � � + X 50.
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a) Empregando o Teorema Central do Limite, calculeP(S � 3).

b) Compare a resposta de (a) com o valor exato dessa probabilidade.

Solu�c~ao:

a) Temos queE(S) = V ar(S) = 50 � � = 1 ; 5. Logo, S � N (1; 5 ; 1; 5)

P(S � 3) = P(Z � 1; 22) = 0; 11123

b) S � P(1; 5)

P(S � 3) = 1 � P(S < 3) = 1 � P(S = 0) � P(S = 1) � P(S = 2)

= 1 � e� 1;5 � e� 1;5 � (1; 5) � e� 1;5 (1;5)2

2 = 0 ; 19115

2) (Lista # 4- 3)
�

n bolas ) r n possibilidades
r caixas

X i =
�

1; se a caixai estiver vazia
0; c.c

a) E (X i )= ?

P(X i = 1) = (r � 1)n

r n =
� r � 1

r

� n =
�
1 � 1

r

� n

P(X i = 0) = 1 �
�
1 � 1

r

� n

E(X i ) = 1 � P(X i = 1) + 0 � P(X i = 0) =
�
1 � 1

r

� n

b) E (X i Yj )= ? i 6= j

X i X j =
�

0; se X i = 0 e X j = 0 ou X i = 0 e X j = 1 ou X i = 1 e X j = 0
1; se X i = 1 e X j = 1

E(X i X j ) = 0 � P(X i X j = 0) + 1 � P(X i X j = 1) = P(X i X j = 1)

E(X i X j ) = P(X i X j = 1) = (r � 2)n

r n =
�
1 � 2

r

� n

c) Sr = n o de caixas vazias.

Sr = X 1 + : : : : : : + X r

E(Sr ) = E(X 1) + : : : : : : + E(X r ) = r �
�
1 � 1

r

� n

Introdu�c~ao �a Probabilidade 2018 Notas de aulas



230 Teoremas limite e convergência

d) Var ( Sr )= ?

Var (X + Y)= Var(X)+ Var(Y) + 2 cov(X; Y ) ; cov(X; Y ) = E(XY ) � E (X )E(Y )

Var( X 1 + : : : : : : + X n )=
P n

i =1 V ar(X i ) + 2
P n

i 6= j = 1 cov(X i ; X j )

Var( Sr )= V ar(X 1 + X 2 + : : : : : : + X r )

=
P r

i =1 V ar(X i ) + 2
P r

i 6= j = 1 Cov(X i ; X j )

V ar(X i ) = E(X 2
i ) � (E (X i ))2 ; i = 1 ; : : : : : : ; r

E (X 2
i ) = 1 2 � P(X i = 1) + 0 2P(X i = 0) =

�
1 � 1

r

� n

V ar(X i ) =
�
1 � 1

r

� n �
�
1 � 1

r

� 2n

=
�
1 � 1

r

� n �
1 �

�
1 � 1

r

� n �

Cov(X i ; X j ) = E(X i X j ) � E (X i )E (X j ) ; i 6= j

=
�
1 � 2

r

� n �
�
1 �

�
1 � 1

r

� n � 2

=
�
1 � 2

r

� n �
�
1 � 1

r

� 2n

V ar(Sr ) = r
�
1 � 1

r

� n �
1 �

�
1 � 1

r

� n �
+ 2 �

�
r
2

� h�
1 � 2

r

� n �
�
1 � 1

r

� 2n
i

= r
�
1 � 1

r

� n �
1 �

�
1 � 1

r

� n �
+ r (r � 1)

h�
1 � 2

r

� n �
�
1 � 1

r

� 2n
i

3) (Lista #4 - 9)

X � P(� )

a) P
�
X � �

2

�
� 4

�

P(X � �
2 ) = 1 � P(X > �

2 ) = 1 � P(X � � > �
2 � � )

= 1 � P(X � � > � �
2 )

= 1 �
�
P

�
j X � � j < �

2

�
+ P(X � � > �

2 )
�

= 1 � P
�
j X � � j < �

2

�
� P

�
X > 3

2 �
�

= P
�
j X � � j � �

2

�
� P

�
X > 3

2 �
�

� P(jX � � j � �
2 ) � V ar (X )

(�= 2)2 = �
� 2=4 = 4

�

b) P(X � 2� ) � 1
�

P(X � 2� ) = P(X � � � � ) = 1 � P(X � � < � )
= 1 � [P( jX � � j < � ) + P(X � � < � � )]
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= P( jX � � j < � ) � P(X � � < � � )
= P( jX � � j � � ) � P(X � � < � � )

� P( jX � � j � � ) � V ar (X )
� 2 = �

� 2 = 1
�
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