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O problema dos aniversarios

Se vocé selecionar 23 pessoas
ao acaso, a “probabilidade” de
que pelo menos duas delas
fagam aniversario na mesma
data ja é superior a 50%; com 30
pessoas é cerca de 70%; com 40,
90%; com 50, 97% e com 60,

99%.
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Tamanho da amostra

Em uma grande populagdo,
para estimar um determinado
percentual P, o resultado
obtido de wuma amostra
aleatéria de cerca de 400
observagoes deve diferir de P
por até 5% [*]; com 800,
3,5%; com 1100, 3%; com
1500, 2,5%; e com 2400, 2%.
[*] Em apenas 5% das pesquisa a
diferenca deve ser superior a
citada.

Teorema Central do Limite

Se  tomarmos amostras
aleatdrias de tamanho n de
uma variavel “qualquer” com
média | e desvio-padrdo o,
entdo para valores grandes
de n teremos que distribuicdo
da média amostral se
aproxima de uma distribuicdo
normal com média W e desvio
padrdo a/ﬁ. Ou seja, cada
vez mais concentrada em

torno de p.
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Prefacio

A idéia de escrever um texto introdutério sobre a Teoria da Probabilidade com aspectos computa-
cionais surgiu da necessidade de criar uma proximidade maior dos alunos de graduagao com rotinas
de programagao, usando processos de simulagao para entender varios conceitoss de Probabilidade e
Estatistica.

Embora a vontade seja de comegar com linguagens mais avangadas, como em Ox, R, SPSS, SAS, por
exemplo, nada mais natural do que usar algo que praticamente todos os computadores com sistema
windows ja tém instalado, o Excel, e sua linguagem subjacente, o Visual Basic for Applications (VBA).
Assim trabalhamos o uso da Planilha e a Programacao conjuntamente.

A maior preocupacao foi a de escrever um texto que pudesse ser utilizado néo s6 pelos estatisticos,
mas também por interessados de outras areas. Por conta disso o material é realmente introdutdrio,
de forma que ha muitos outros materiais disponiveis com maior formalismo matematico. Procuramos
detalhar apenas os pontos que achamos mais interessantes para um texto introdutoério e fornecer o
maior nimero possivel de referéncias bibliograficas que cobrissem os outros pontos.

De forma a suprir de material necessario para o desenvolvimento da teoria e exercicios, o primeiro
capitulo apresenta diversos resultados de matemaética basica. Sugestoes e reclamacoes serao sempre
bem-vindas de forma a melhorar continuamente estas notas de aula. Este material, bem como as
macros desenvolvidas, estao disponibilizados em www.helitontavares.com. Sua atualizacao esta sendo
continua, e ainda estd em fase inicial de preparacao, certamente com muitas imperfeicoes. E que fique
registrada a colaboracao de varios alunos de Graduagao e Pos-Graduacgao.

Fevereiro 2012

Heliton Ribeiro Tavares
Maria Regina Madruga Tavares
José Gracildo de Carvalho Junior
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Capitulo 1

Matematica Basica

Neste capitulo sao apresentadas algumas expressoes que poderao ser usadas nos capitulos subsequentes.
Talvez alguns ainda nao sejam de dominio de estudantes em inicio de graduacao, mas sao de relativa
facilidade, de forma que podem ser rapidamente absorvidos. O capitulo tem por objetivo ser de consulta
rapida, podendo ser dispensado em uma primeira leitura, mas sugere-se um passar de olhos para um
breve conhecimento do seu contetido.

1.1 Constantes importantes

Abaixo as principais constantes usadas a area de Estatistica.

T = 3,1415926535897932384626433832795028841971693993751058... (1.1)
1 n
e = 2,718281828459045235360287... = lim <1 + ) (1.2)
n—o0 n
v = 0,577215664901532860606512... = Constante de Euler (1.3)
. 1 1 1
= nh_)Igo <1+2+3+...+n1nn> (1.4)
1
Vr=T (2) = 1,772453850905516027298167...(onde I' é a fungdo gamma) (1.5)

1.2 Fracao e poténcias

) ()¢ =€, onde ¢ é uma constante.
(c) e¥t? = e x €, onde a e b sdo constantes quaisquer.

a ~ .
e = Z—b, onde a e b sdo constantes quaisquer.



1.4 Funcao Logaritmo (In ou log) 3

1.4 Fungao Logaritmo (In ou log)

a) log(z¢) = clogx # (log x)°
b) log § = loga — logb

c) log(a x b) = log a + log b # log(a + b)

1.5 Somatorios

Frequentemente precisamos representar séries e sequéncias em uma notagao mais sintética. Por exem-
plo, considerando x;,i = 1, - - ,n, os termos de uma progressao aritmética ou geométrica, entao a soma
destes termos serd representada pelo simbolo >, em que o primeiro e tltimo termos serdo colocados
abaixo e acima do simbolo, resultando em:

n
$1+$2+~--—|—3:n=z:m~
i=1

Costuma-se adotar as letras i, j, k e [ nos somatérios, mas outras letras também podem ser encontra-
das com menor frequéncia. Ainda, quando temos uma soma dupla (em i e j, por exemplo) costuma-se
poupar notagao adotando-se apenas um simbolo de somatério, ou seja, > > x;x; = Y 2%,

i i.J
Obs: se {zy}n>1 ¢ uma sequéncia, entao a soma infinita 21 +za +---+z, +--- =Y .o, z; é chamada
de Série.

Propriedades: seja ¢ uma constante qualquer

n
¢ = nc. Caso especial, n = > 1.
i=1

(a)

-

N
Il
i

3

n

(b) cri =c )y, xg
=1 i=1

~

n
(c+z)=nc+ > =
i=1

A
&
M=

N
Il
i

=
M=

n n
(Tityi) =2 @i+ Y yi
=1 =1

=1

n

> T
(e) i=1  __ x+xot-+Tp

i y Yy1+y2+-+yn

i=1 ‘

n

Zi _ 21 z2 Tn

O So=pame

7

() TilY; = T1Y1 +T2yY2 + -+ -+ Tnin
=1

1=
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1.6 Produtorios

n

n n
) (i) = (@1 +ae+ - xn) X (Y1 + Y2+ Yn) =2 D0 Ty,
i=1 i=15=1

1.6 Produtorios

De forma similar ao somatorio, o produto dos termos de uma sequéncia x1, xo, - - -

pelo simbolo [], resultando em

n
:clx:zjgx---an:Ha;i.
=1

Propriedades:

—s

s
Il
—

—~
54
~—

Il
Q

—

@
I
—

8
=0

=1 =1
n
(d) TI(zi+yi) = (x1+y1) % (X2 +y2) X -+ X (Tp + Yn)
i=1
n n
(€ ITwi + Tlyi= (21 x@aX - Xan)+ (y1 Xy2 X+ X yn)
i=1 i=1
ﬁ T n
(f) =1 _ X1 XXX XTn __ T
ﬁ v T yIXY2 X XYn i Yi
=1
1.7 Miscelanea
L n
(a) J] €% = e™ X % x --- X W™ = elui=1 T

=1

n
eCTi = pCllim1 Ti

e

@
I
—

et = (Medii=1 T

e

s
Il
i

ectei — gne+ P

s

@
Il
—

eTityi — e2imy Tt v

—

=1

= > z;z;.
4,3

, Tp, sera representada
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1.8 Contagem

n

(f) ljlclog(:ci) =c"
(g) log([1izy i) = >_i, log(x:)

oo o0

Exercicio 1.7.1. Escreva a soma E g a;; com os simbolos invertidos, primeiro o j e depois o i

=1 j=1i

(note que se j > i, entdo na nova ordem teremos i < j).

1.8 Contagem

Seja n € IN. Define-se o fatorial de n por

nl=1x2x3x---

I) Permutagao: o nimero de maneiras de ordenar

Xn

n objetos distintos é n!.

IT) Arranjo: o niimero de maneiras de escolher k objetos distintos dentre n possiveis, importando-se

a ordem, é A(n, k) = k,

III) Combinacao de n, k a k: Cy, , =

n! n
=R © representa-se por (k)

IV) Férmula Binomial para n Positivo Inteiro: Esta é a chamada Férmula Binomial. Ela pode ser
estendida para outros valores de n sendo, entdo, uma série infinita.

nn-1)_n-2, 2
or T

(x+y)" = 2" +nz" Ly + y° +

n(n—=1)(n—2) n"=3yB 4 . oyt

3!

Que também pode ser escrita da seguinte forma:

()" = (s (a2 (e

Wtk (O

onde os coeficientes, chamados coeficientes binomiais, sao dados por

= k) —

n(n—1)(n—2)...
k!

() = (%) -

Propriedades:

ol=1

()= =@ =1

Chir=0sen<k

(a
(b

(c
(d

(e) (’,;‘) +(kil) = (1)

)
)
)
) C

Crn—t; ou seja, () = (,”)

n >k > 0 naturais
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1.9 Triangulo de Pascal

) @)+ @+ G+t () =2
(&) () + (" + (8 e+ (10 = ("5
) () + (T + (") + o+ (8 = ()
0 @+ + G+ + () =3
Q) (5) = (D) + @)+t (1) =0
K 1-(D+2-H)+3-H+..4+n-(})=n-2n""
M1 (1) =2-(5)+3- () + o+ (=)™ n(l) =0
m) )+ G+ =0+ @+ )+ =2
) (5)G) + (M) +—+ GG = (")

Formula Multinomial

onde n1,n2,...,n, sao inteiros nao negativos tais que ni + ng + ..

oS Ny

(6) (a+b+c)?=a®+b*+c?+2ab+ 2ac + 2be

1.9 Triangulo de Pascal

L b
TR I
do o d o 1|1 [4)+f6] 1
RGN s1

1.10 Funcgoes Polinomiais

.+n,=nea) ésobre todos

() + (1) = G

As expressoes abaixo, do tipo (z + y)™, podem ser genericamente escritas como

Alguns casos particulares sao:

i) (z4y)? =2+ 2zy + y*

Introducao a Probabilidade 2012
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1.10 Fungoes Polinomiais 7

i) (x —y)? = 2% — 22y + ¢

iii) (z+1y)3 = 23 + 32%y + 3wy® + o>

<

v 4= gt 423y + 622y + dayd + ot

)
)
)3 =23 — 322y + 3wy? — o3
z+y)
)

) (
) (
iv) (x—
) (
) (z—y)* = 2 — 423y + 622y — day® + y*
Alguns casos especiais sao:
z—y)(z+y)

i) x2 —9y? =

ii) o3 — % = (v —y)(2® + 2y +9?)

iv) z* z —y)(z +y)(2? + y?)

v

(
(
(2% — zy +y?)
(
a” (

) (z—y)
) =(z—y)
iii) a3+ o> —(x+y)
) =(z—y)
) = (¢ —y)(a* + 2% + 2*y* + 2y’ + )

Generalizagoes destas expressoes sao dadas por:
7,) .,E2n _ y2n — (.f _ y)(x + y)(xn + ‘,L.nfl + xany + xn73y2 + ...)(.’Bnily + xn73y2 _ )
= (z —y)(z +y) (2% — 22y cosZ + y?) (2 — 2zy cos%r +y?) ... ( —2xy cos{m=Lm ) +y )

(2n 1)

i1) 2" 4 20 = (3:2 + 2xy cosq. + y2) (:U + 22y cos ~ty ) (m + 23zy cos——+vy )

2n+1

1) — 2t = (z—y) (@ + 2Py 2?2 L y2n) = (2 —y) (a: — 2xy 6082 +1 +y )

(3:2 — %y cos2n+1 +y ) (:c2 — 2xy cosfyffl +y )

iv) 22 4?2t = (g py) (2P — 2y 2?22 — o+ y2n) = (2 +y) (.TUZ + 22y cos 2211 + y2>

(:c2 + 2xy 0082311 + y2> <x2 + 2y 00822;?1 +y )

Multinomial

Uma generalizagdo da expressao (1.6) é dada por

n! n
(T1+ a2+ -+ 2p)" = E oo e B KA RECA MR A
niymol--- np
n17n27“.7np
onde n1, ng,--- ,n, sao inteiros nao negativos tais que Zle n; = n. Para n = 2, temos

P 2
g ;| = E LT = E z? + 2 E E xiT;. (1.7)
i=1 i, =1 1<j
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1.11 Técnicas de Demonstracao 8

1.11 Técnicas de Demonstracao

Um teorema é uma proposigao do tipo: "Se H, entdao 7, a qual prova-se ser verdadeira sempre, ou
seja, que: "H implica 7. As proposigoes "H’ e *T’ sao denominadas Hipdtese e Tese, respectivamente.

E usual denominar coroldrio a um teorema que é uma consequéncia quase direta de um outro ja
demonstrado (ou seja, cuja prova é trivial ou imediata). Adicionalmente, um teorema auxiliar que
possui um resultado importante para a prova de um outro é usualmente denominado lema. Teoremas
sao fundamentais em Matematica, Estatistica, dentre outras. Por exemplo, um teorema permite ve-
rificar se uma determinada afirmacao é correta. Sob este ponto de vista, um teorema pode ser visto
como um algoritmo que, prova-se, sempre funciona. Antes de iniciar uma demonstracao, é fundamental
identificar claramente a hipotese H e a tese T. Por exemplo, considere o seguinte teorema: 0 é o Uinico
elemento neutro da adigao no conjunto dos niimeros naturais. Uma reescrita, identificando claramente
a hipotese e a tese, é como segue: se 0 é elemento neutro da adigcao no conjunto dos niimeros natu-
rais, entao 0 é o tinico elemento neutro da adi¢ao no conjunto dos niimeros naturais. E importante
observar que, na demonstracao de que, de fato, H implica 7, a hipdtese é suposta verdadeira. Con-
sequéntemente, a hipétese nao deve ser demonstrada. De fato, todas as teorias possuem um conjunto
de premissas (hipdteses) que sao supostas verdadeiras e sobre as quais todo o raciocinio é construido.
A teoria dos conjuntos é baseada em uma premissa que é a nocao de elemento, a qual é simplesmente
suposta. A propria Estatistica é construida sobre varias premissas, a partir das quais demonstra-se
todos os resultados adotados na pratica.

1.11.1 Demonstragao Exaustiva

A conjectura pode ser provada verificando-se que ela é verdadeira para todos os elementos da colecao.
Para provar a falsidade da conjectura, basta achar um contra-exemplo.

Exemplo 3: Prove a conjectura: Para todo inteiro positivo n, n! < n?. Solucdo: A conjectura é falsa
pois nao ¢é verdade para todo n: é falsa para n = 4.

1.11.2 Demontracao Direta

A demontragao direta de uma sentenga H = T funciona da seguinte forma: assuma que o antecedente
H é verdade e deduza a conclusao (ou consequente) 7T .

1.11.3 Demonstracao por Contraposicao

A sentenca condicional H = T pode ser provada mostrando-se que a sua contrapositiva é verdadeira:
T = H . Em suma, se H implica 7, entao 'Nao 7~ implica 'Nao H’ .

1.11.4 Demonstragao por Absurdo

Para demonstrar 7, assumimos 7 e mostramos que isso leva a uma contradicio. Como HNI!F é
verdadeira, concluimos que H é falsa e portanto que p é verdadeira. De outra forma, para provar
‘H = T, basta mostrar ..., pois (p'q!F)!(plq) é uma tautologia.

1.11.5 Demonstracao por Indugao (Finita)

Também conhecida por Inducdo Matematica ou principio da Indugao, essa é uma técnica largamente
aplicada. Por exemplo, algumas vezes nos defrontamos com afirmacgoes envolvendo os nimeros naturais

Introducao a Probabilidade 2012 Notas de aulas



1.11 Técnicas de Demonstracao 9

e a questao que surge é: serd tal afirmacao verdadeira sempre, ou seja, vale para qualquer nimero
natural n = 1,2,3,--- 7 Exemplos de afirmacoes sao validades de férmulas, tais como:

i) A soma dos n primeiros nimeros naturais é n(n + 1)/2, ou seja:

n(n+1)

L2434 dn=—"

ii) A soma dos n primeiros niimeros fmpares é n?:

14345+ +(2n—1)=n?

iii) O trindomio P(n) = n? 4+ n + 41, produz como resultado um ntimero primo.

E claro que para responder as questoes colocadas pelos problemas nao basta “testar”a veracidade das
“férmulas”substituindo valores especificos para n. Por mais que as igualdades ganhem credibilidade,
nunca poderemos garantir sua validade para algum valor de n que nao tenha sido testado!

Quando uma proposicao é enunciada em termos de niimeros naturais, o Principio de inducao finita
constitui um eficiente instrumento para demonstrar a proposicao no caso geral. Na pratica, o método
pode ser entendido por um artificio muito simples. Vamos supor que temos uma série de pecas do
dominé colocados em fila, que comeca por um deles e prossegue indefinidamente. Nosso objetivo é:
empurrando apenas uma pega do dominé, garantir que todas caiam. Como derrubar todas as pecas?

Para isso, basta nos assegurarmos de que: 1) A primeira pega cai; 2) As pecas estao dispostas de
tal modo que qualquer uma delas, toda vez que cai, automaticamente, empurra a peca seguinte e a
faz cair também. Assim, mesmo que a fila se estenda indefinidamente, podemos afirmar que todas as
pecas cairao.

O sucesso desse método depende da demonstracao de duas etapas:

Etapa 1) A proposicao é vilida para o primeiro termo (n = 1).

Etapa 2) Se a proposigao é vilida para o n-ésimo termo (n = k), entao ela também é valida para o caso
seguinte (n =k + 1).

Se ambas as partes forem verdadeiras, podemos afirmar que a proposicao é valida para todo inteiro
positivo n.

Exemplo 1.1. Provar que se S, =1+ 3+ 5+ ...+ (2n — 1), entdo, S,, = n?.

Etapa 1: A férmula vale para n = 1. De fato, S; = 12 = 1.
Etapa 2: Como Sy+1 =a1+ a2+ -+ apt1 = Sp + apy1, temos que

Spri=n+2n+1) —-1]=n*+2n+1=(n+1)>%

Exercicio 1.11.1. Verificar a validades das proposi¢oes:

. n n(n+1
i) Sn=2 g1 k= (2+)
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1.12 Trigonometria 10

. . n n(n+1)(2n+1
ii) S :Zk:1k2:7(+)6( +1)

i) 80 = Sy = [2020]°

. n n(n+1)(2n+1)(n2—...
ZU)S:Zk:1k4: (n+1)( 3‘5)( )

n+1_ L. . ,
v) ap = 4 3 L ¢ inteiro e impar.

vi) Ina™ =nlna para todo a >0 en € IN

vii) (a+b)" =Y, (})akbn=*

viii) Sy = Yo q" = 5L

iz) (L+7)" > 1+ rn,Vr > 0.

Exercicio 1.11.2. Encontrar a expressao Sy para as sequintes somas:
i)24+44+6+---+2n

i) 3484134 -+ (hn—2)

1.12 Trigonometria

Definicao de Fungoes Trigonométricas para um tridngulo reto

_ lado oposto

a
nA = - = 1.8
S c hipotenusa (18)
cos A — 9: ladf) adjacente (1.9)
c hipotenusa
a lado oposto
tanA = —-=-—7—"—"— (1.10)
¢ lado adjacente
b  lado adjcent
cotgd — 0 lado adjcente (L.11)
a lado oposto
c hipotenusa
A = =" 1.12
See b lado adjacente ( )
hipot
cosecA = S = POCIIA (1.13)
a lado oposto
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1.12 Trigonometria

11

_ cosA
tan A 7 sinA

1
cos A

cotg A =

sec A =

sin?A+cos?A=1
sec2A—tan?A =1

)
)
)
) cosecA =
)
)
) cosec?A — cotg?A =1

i
i1
ii1) tan(—A) = —tan(A)
iv

cosec(—A) = —cosec(A)

v

)
)
)
)
) sec (—A) = sec (A)
)

(%

cotg(—A) = —cotg(A)

Foérmulas de Adigao

i) sin (A £+ B) =sin Acos B £ cos Asin B
i1) cos (A + B) = cos Acos B £ sin Asin B

_ tanAZ+tanB
“7“) tan (A:l:B) ~ 1+ tanAtan B

Introducao a Probabilidade 2012
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1.13 Limites

12

Férmulas de Angulos Duplos

i) sin 2A =2-sin A - cos A

ii) cos 2A = cos? A —sen?A=1—-2sin? A=2-cos? A1

__ _2tan A
iii) tan 2A = ;=5

Soma, Diferenca e Produto de Fungoes Trigonométricas

2
2

2

1.13 Limites

1.14 Derivadas

sin A+ sin B = 2 sin

sin A —sin B = 2 cos

1

2

1

2
cos A + cos B = 2cos 5 (A + B) cos

1

2

(A + B) cos
(A+ B) sin

1
2
1
2
1
2

)
)

sin A sin B = 4 [cos (A — B) — cos (A + B)]

)
)
)

iv) cos A —cos B =2sin 3 (A+ B) sin 3 (B — A)
)
) cos Acos B = 1 [cos (A — B) + cos (A + B)]
)

sin Acos B = i [sin (A — B) +sin (A + B)]

Regras Gerais de Diferenciagao

Nas expressoes seguintes, u, v, w sao fungoes de x; a, ¢, n sdo constantes.

i) L(c)=0

i1) %(cx) =c

1i1) %(cx") = necx" !

iv) %(u:tvj:w:t...) = %
v) %(uv) = ug—;’: + v%j

vi) () = Mt/

v

n—1du

v u’)=nu
i) gz (u") do

d d
tdpdwy

(A-B)
(A-B)
(A-B)
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1.14 Derivadas 13

viii) J-(senu) = cosug—g

(cosu) = —sen u%

z)
zi) Llny=1d
rii) 4-a
ziii) Le
Derivadas Superiores

A segunda, terceira e as derivadas superiores sdo definidas da seguinte forma:
. . 2
i) Segunda Derivada = %d—y =LY — f(z) =y

i1) Terceira Derivada =

iii) Enésima Derivada = 94 = ¢4 = f(W(g) = y(W)

Exemplo: Dado y = 222 temos:

%:y/:6$2
%:y”zmx
%:y///:12
%:ym/:o

Derivadas de Fungoes Compostas (Varias Variaveis)

Seja f(x,y, z) uma funcao tal que:

x = fi(r,t)
Y= f2(r7t)
Z = fg(t)

De modo, que via indireta, f é uma funcao de r,t.

t

x<:r
f<y<:t
z t
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1.15 Integrais 14

1.15 Integrais

Regras Gerais de Integracgao

Nas expressoes seguintes, u, v, w sao fungoes de x; a, n sdo constantes.
1) [adr=ax

)
2) [af(z)de=a [ f(z)
3) Jwutvtw=x.)dr= [udr+t [vdr+x [wdx+..
)
)

4) [udv=uv— [vdu [Integragao por partes]

5) [ f(@)dw = 3 [ f(u)du

6) [ Ff(x)dw = [ F(u)% du= [~ du onde u = f(x)

) [utdu = %, n#—1 [Para n = -1, ver proximo item]

8) [ % =Inu [para u>0 ou u<0]

9) [e'du=e"
10 fa“du—feu lnadu:%:%, a>0, a#1
11) [sin udu = —cos u

12) [cos udu=sin u

)
)
)
)

13) [ A2 T = % arctan %
14) [ qu_“az =5 In <Z+3) = —1 arc cotgh * u? > a?
15) [ a2d_”u2 =3, In (g*g) =Larctgh® u? < a?

16) f\/aghiiuz = arc sin %
=In (u+ vVu? + a?)

=In (u+ VuZ — a2)

1) [ 7t

18>f¢£%2

9) [ m*larcsec\%\

20) [F(az+b) dx =21 [F(u) du onde u =ax +b
1) [F(Vax+b)de =2 [uF(u) du onde u = vax + b
2) [F(Vaz+0b)de="2[u""" F(u) du onde u = {/azx +b
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1.15 Integrais 15

3) [F(Va2 —22)dz =a [ F(a cosu) cosu du onde z = a sinu

4) [F(Vr2+a?)dx =a [ F(a secu) sec?u du onde z = atanu

5) [F(V22—a?) dr=a [F(a tanu) secu tanu du onde T = a secu
26) [ F(e™)dx = %f@ du onde u = e
) [ F(lnz)dz = [ F(u) e"du onde u =Inz

28) [e dr = &~

29) [we™ dz = % (z-1)

a

) [aPe® dy = <= (22 — 22 4 2)

a a

ax

) [a"e™ dx = % — o [ gn1et” dy

__ e*® (xn _ nz" ! + n(n—1)z" 2 _ (71)”11!)

~ a a a ttoan

Se n = numero positivo inteiro.

ax 2 3
32) f% dr =Inz + %% + (zafr%, + (:,,a_x;, + ...

azr

33) [ S dr = Gy + 553 o [ e da

Integrais Definidas
Integral definida de f(x) em [a, b] é

b n—1
A f(gj) dxr = nh_)rgos = nh—{go (2% f(a —+ - AZC) ' ALE> (114)
1=
e esse limite existira se f(x) for continua ponto a ponto.

Teorema Fundamental do Calculo Integral:

O célculo da integral anterior pode ser feito pela regra

/ f(z) dz = g()|L = g(b) — g(a) (1.15)

quando a condicao ¢'(xz) = f(z) for satisfeita;
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1.16 Fungao Gamma (T")
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Propriedades das Integrais Definidas
1) [0 f(a )+ h(z) £ de = [0 f(x) de+ [P g(x) de + [P h(z) dz + ...

2) [Pef(x)de=c ff f(z) dz, onde ¢ é qualquer constante

3) [ f(x)dz=0

) [} () do = — [ f(z)dz

5) [, f(z) du = [} f(2) dx+ [ f(z) da

4

1.16 Funcao Gamma (I)

Definicao da Fungao Gama I'(n) para n > 0

I'(n) = / t"le~t dt n>0
0

Férmula de Recorréncia
1) I'(n+1) =nl'(n)
2) I'(n+1)=nl! se n=20,1,2,...onde 0! =1

1.17 Funcao Beta

Defini¢ao da Fungao Beta B(m,n)

1
B(m,n) = / 1 — ) at m > 0,n >0
0

Relacao Entre a Fungao Beta e a Fungao Gamma

Obs: B(m,n) = B(n,m)

(1.16)

(1.17)
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1.18 PA, PG e Séries 17

1.18 PA, PG e Séries

Definigao: Sejam n = nimero natural e a,, = f(n) uma funcdo que associa o nimero a, a cada n.
Assim, a,, = f(n) é definido como uma seqiiéncia a,, de constantes.

A soma dos termos de uma P.A. é uma ”Série Aritmética”

(a1 +ap)-n

; (1.18)

a1 +ag +az+...+a, =

A série é harmonica (S.H.) quando for constituida por termos reciprocos aos termos de uma P.A.

1 1 1 1 1
a1,02,03,...;0p, ¢e PA. — — 4+ — 4+ —+ — 4+ — éS.H. (1.19)
ai a2 as a4 an

Casos uteis (P.A. e P.G.)
i) 14243+ ... +n ="l
i) 1+3+5+...+(2n—1) =n?
Qi) 2444648+ ..+ (2n) =n(n+1)
iv) 1-2-3-4-...-n=nl

v) 1-3-5-7-..-(2n—1) = 37

vi) 2-4-6-8-...-(2n) =2"-n!

vii) a+ar+ar’+..=7%  se |r| <l

Soma de Poténcias de Niumeros Inteiros Positivos

. 2 2 2 2 _ n(n+1)(2n+1)

i) 1P+ 224+ 3%+ . 40t =g

N 3 3 3 _ n?(n+1)?

i) 13423 433 4 .. 4 nd =

4 4 4 4 n(n+1)(2n+1)(3n?4+3n—1)
i) 15 +2*4+3* 4+ ... +n* = 5

Séries Envolvendo Reciprocas de poténcias de nimeros positivos inteiros
. 1,1 1,1 _
1)1—§+§—1+3—...—1n2

) 1 1 1 1 _ T
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1.19 Séries de Taylor

Série de Taylor para fungoes de uma variavel

f@) = f(a) + fl(a)(x — a) + LOG=a® | /"
Séries Binomiais
7’) a-i-iﬁ)n—a + na™— x_|_n( )n22+n(

= a" + (V)a"" 1x+()n22+()n—3 3.4 .

2= a2 4+ 2ax + 22

Lol 4?3+t — .

1— 22+ 322 — 423 + 52 —

)(@—a)" !

(n=1)!

n— n2n
3)( ) 343 4 ..

(a>x)
(quando n € N)

—1l<zx<l1

—1l<z<l

Séries para Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

i) er=lda+L 54

ii) a® =" M0 =1 4 g Ing+ @B 4 (@lna)?

Séries para Funcgoes Trigonométricas

— o0 <Tr <o

—oco<r<o

—oo<r<x

3 5 7
i) sinz=x— % + % — 5+
2 4 6
it) cosx =1— 5 + % — & + ... —00 < x <00

Convergéncia

S = E an, € convergente quando sua soma tende a um numero finito e bem definido.

n=0
oo

oo

Nota: Quando E |an| é convergente, a série E an, € absolutamente convergente

n=0

n=0

(1.20)

(1.21)
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1.20 Alfabeto Grego

Simbolos Gregos

Simbolos Gregos

Nome Grego Minusculas Maitsculas Nome Grego Mintsculas Maitsculas
Alfa « A Nu v N
Beta B B Csi 13 =
Gama ol r Omicron o} O
Delta ) A Pi m 1I
Epsilon € E Ro 1) P
Zeta ¢ 7 Sigma o by
Eta n H Tau T T
Teta 0 S} Upsilon v T
Tota L I Fi ¢ P
Capa K K Chi X =
Lambda A A Psi 0 v
Mu " M Omega w Q
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Capitulo 2

Informatica Basica

Neste capitulo serd apresentado um breve resumo de programacgao, com énfase no Visual Basil for
Applications através do Excel, disponivel em www.helitontavares.com, desenvolvendo macros bésicas
para geracao de numeros aleatérios, solucao de problemas de probabilidades e outras necessidades
inerentes a drea. Um breve tépico sobre o a linguagem e ambiente R fechard o capitulo com seus
principais comandos.

2.1 Uso de funcoes na planilha do Mocrosoft Excel

Nas células da planilha podem ser usadas diversas funcoes, digitando-se diretamente a funcao em
qualquer célula com o simbolo de igualdade na frente. A seguir apresetamos algumas funcoes bésicas.

Funcgao Descricao

=2*3 Produto de dois niimeros

=2"3 Esponenciacao 23

=In(x) Logaritmo de x na base neperiana
=exp(x) e’

=aleatorio() Um numero no intervalo [0,1)
=aleatorio() * b Um nimero no intervalo [0,b)

=(b — a) x aleatorio() +a Um ntmero real no intervalo [a,b)

As planilhas trabalham com a Referéncia (linha, coluna), de tipo Al, indicando que é a célula da
inteseccao da coluna A e linha 1. Frequentemente usamos o simbolo $ para fixar a linha ou coluna, ou
ambas, tal como $A$1. A tecla F'4 também tem esse papel, pressionando vérias vezes. Abaixo algumas
fungoes que usam referéncias.

Funcao Descricao

=soma(A1:A10) Soma de uma sequéncia de valores no intervalo
=media(A1:A10) Média dos valores no intervalo
=desvpad(A1:A10) Desvio-padrao dos valores no intervalo
=somaquad(A1:A10) Soma dos quadrados

=somarproduto(A1:A10;B1:B10)
=med(A1:A10)
=matriz.determ(A1:C3)
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Algumas fungoes fazem uso de uma estrutura especial chamada MATRIZ. O determinante de uma
matriz quadrada é um escalar, mas a inversa, assim como o produto de duas matrizes, também é
matriz. Para exemplificar, digite os niimeros 1, 2, 3 e 4 nas células A1, B1, A2 e B2, respectivamente.
Digite =MATRIZ.INVERSO(A1:B2) na célula D1, esta conterd a matriz inversa, mas sé veremos seu
primeiro elemento (-2). Para vermos os demais, marque as células D1:E2 (dimensao da matriz inversa),
depois pressione a tecla F2, e depois CTRL+SHIFT+ENTER. O mesmo procedimento vale para
quando fazemos o produto de duas matrizes, através do comando =MATRIZ.MULT(A1:B2;D1:E2),
por exemplo. Preencha os intervalos citados e faca o teste.

2.2 Suplementos no Excel

Uma parcela do Excel nao é instala inicialmente, mas apenas quando o usudrio solicita. Estes sao
chamados de suplementos e servem, por exemplo, para montar um Histograma, para fazer uma Anélise
de Regessao, achar maximos e minimos, ou raizes, de fungoes. A forma de instalacdo depende da
versao do Excel, procure Op¢oes do FExcel e depois Suplementos, e serda apresentado um quadro de
suplementos. Clique em Ir, e serd apresentada uma caixa para vocé marcar o suplemento desejado.
Por exemplo, clique em Ferramentas de Andlise e depois em Ok e a instalagao sera realizada. Pronto,
agora voceé ja pode testar varias ferramentas deste suplemento. V4 na aba Dados e clique em Andlise
de Dados para ver as opgoes de andlise (Figura 2.2). Para exemplificar, baixe o arquivo denominado
Dados1.x1sx do site www.helitontavares.com/probabilidade. Para montar o histograma de um conjunto
de dados na planilha Exemplol, que contém n = 1000 observagoes na coluna A (A1:A1000) e os
intervalos de classe (bloco) para que sejam contadas as frequencias (B1:B10). Preencha as informagoes
nas caixas conforme a Figura2.2.

Anadlise de dados ?

Ferramentas de analise
2

Anova: fator dnico A

Anova: fator duplo com repeticio Cancelar
Anova; fator duplo sem repeticio

Correlacio .
Covariancia Ajuda

Estatiztica descritiva

Ajuste exponendal

Teste-F: duas amostras para variancias

Andlise de Fourier

v

Figura 2.1 Opc¢édes de Andlise de Dados

Exemplo 2.1. No arquivo Dadosl.x1lsx, monte o histograma para as demais planilhas. A formula
que gerard os dados estd apenas na célula A1, mas vocé poderd copid-las até a célula A1000.

Instale também o suplemento Solver para trabalhar com funcgoes e o Andlise de Dados - VBA para
a construcao de rotinas (também chamadas de c6digos, scripts ou macros) de programagao.
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e ) o - 1 &) Diadoes1 - Microsoft Excel = =
- :I"" Iniiz Imaric Layeest 2o Pagina [ T Cudza Revida Exibipia Duwnerarchador Suplsmamnica B - F ¥
% 1ande | L 4 - T, = _IJ-'ﬂlII.'I-ﬂ-i-ﬂlﬂ'II.
3 Praprincads a i + Canagrug *3 || T Sohur
DiterDsden A1 e |
ExliiTeas - L : =7 |
Coa rietert Clamidies: & Fils: Farramerisa de Casden Exirubus de Tepkea Ardite
| al i S | %
___u}___ [ ] | s &) I I [ H 1 i K L ] ]
1 02s9EE]  0s Ay Fraqlafachr 1
FR T E ) i1 20l Histagreams T n
ERR - K ] o 15n || Evads =
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b ILHE e L& % 1 = apsda
] i 1] Edniken
?OnSEIEE] 0T e 1 -
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=k i
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T -
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#ponte | (T e LR e ————

Figura 2.2 Passos para montagem de um histograma

2.3 Programacao em VBA

2.3.1 Orientacgoes gerais

Em muitas situacoes é mais conveniente elaborar macros no ambiente do Visual Basic for Applications
(VBA), dentro do Excel. Pra abrir o ambiente deve-se inicialmente pressionar simultancamente as
teclas ALT e F11 (esta agao é geralmente representada por ALT+F11). Com o ambiente aberto,
simplemente aperte F'7 para iniciar o ambiente de digitagao, ou clique sobre umas das planilhas (Planl,
por exemplo) e escolha a opcao “exibir c6digo”. A Figura 2.3.1 apresenta o layout do editor em que
vocé digitard sua macro.

A macro ji pode ser digitada, comegando sempre com Sub NomeMacro(), (onde NomeMacro é o
nome da macro, a critério) e terminando com End Sub. Para executd-la, digite F5 (se quiser executar
passo a passo, pressione F8 repetidamente).

H&4 muitas fungoes prontas para serem incluidas nas macros. Uma relacao bem ampla pode ser
encontrada no arquivo Apostila_Excel_VBA.pdf no site www.helitontavares.com/prog. No material
que segue, vamos evitar inicialmente o uso de fungoes prontas, de forma a entender como construi-las.

Vocé pode preferir, pode configurar o Excel para apresentar os icones do VBA em uma de suas abas.
No Excel 2007 basta clicar no icone redondo do 0ffice, depois em Opgdes do Excel > Personalizar,
e marcar a caixa Mostrar guia Desenvolvedor na Faixa de Opgdes. No Excel 2010 basta clicar
em Arquivos > Opgdes > Personalizar Faixa de Opgdes, e marcar a caixa Desenvolvedor nas
guias do lado direito.

Observagao 2.1. Algumas sugestoes ou cuidados na elaboracdo de uma macro sdo:
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r = — 5
#9 Microsoft Visual Basic for Applications - Pastal - [Planl (Cédige)] v = |-E] |
Bl Arquivo  Editar Exibir Inserir Formatar Depurar Executar Ferramentas Suplementos Janela Ajuda - & X
EHE-J s a@mss 9 b0 @B BEY S @ 2 B
Projeto - VBAProject % ‘:Gera\] j |NomeMa:ro j
0= 4 7] Sub NomeMacro () =}
=& VBAProject (FUNCRES -
=& VBAProject (Pasta1) End Sub

[E1-2 Microsoft Excel Objet
4 EstaPasta_de_tri

Flan2 (PlanZ)
BE1 Pland (Plan? T
4| 1 *

Propriedades - Planl ﬂ
[Plan1 worksheet 3|
Alfabético ]Cabegor\zado I

fteme) —_ EETRN
DisplayPageBresk False
DisplayRightToLef False
EnableAutoFilter |False
EnableCalculation True
EnableFormatCon True
EnableCutining  |False
EnablePivotTable False
EnableSelection |0 - xINoR estricti
Name Plan1
scrollarea i
Standardwidth 8,43 =
Visible -1 - xiSheetvisib

Figura 2.3 Editor de VBA
(a) Quando quisermos colocar observagées na macro, devemos usar aspas simples () no inicio da
observacao.

(b) Normalmente devemos definir o tipo de varidvel antes de iniciar, mas vamos deizar esta etapa
para quando mecessdario.

(c) E frequente em probabilidade a repeticao de um experimento n vezes, por isso o uso de Loops €
corriqueiro, particularmente do For ... Next.

(d) Estruturas alternativas de loops sGo While ... Wend e Do ... Loop.

(e) Também é frequente a verifica¢ao de uma condi¢cdo, com o uso de IF ... Then. A estrutura IF ...
Then ... Else ¢ um pouco mais complexa, necessitando ser concluida com um End If

(f) Toda vez que formos acumular ou contar valores em uma varidvel, esta deve ser zerada antes de
iniciar a operacao. Por exemplo, com o comando Soma = 0 ou Cont = 0.

(9) Para solicitar a digita¢ao de uma informag¢ao, use C= InputBox("Digite um caracter"), onde
C' € a varidvel que receberd o conteudo digitado.

(h) Para apresentarmos na tela vdrias parcelas, o simbolo & deve separd-los.

(i) Podemos gerar valores dentro das células da planilha Excel. Para isso, usamos o comando =cells(i,j),
onde i e j sao, respectivamente a linha e a coluna da planilha. Por exemplo, B3 equivale a cells(3,2)
(ver Figura2.3.1).

(j) Se quisermos obter ou colocar um conteido em uma célula da planilha Planl, basta usarmos
Sheets("Plani").Cells(i,j)
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(k) Se desejar colocar vdrios comandos na mesma linha, basta separd-los por dois pontos (:). Por
ezemplo,a =1 : b=5: ¢c =10

MaNd9- ¢ 503+ Pastal - Microsoft Excel = =
il
Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicio Desenvolvedor Suplementos @ - 7 X
= k ] & = =g validaca - - 2z | B ali
5 Do Access _FJ _?J @ Lﬁ] Conexdes al ‘E i Limpar f E‘E =] validacio de Dados = Agrupar = irg Andlise de Dados
= Da Web Zf Propriedades ¥, Reaplicar S [Fi Consolidar A Desagrupar = = ?ﬁSolver
N De Outras | Conexdes | Atualizar il Classificar | Filtro Y Texto para Remover . ) -
5DeTexto  Fgntes~ | Existentes tudo~ =2 Editar Links A7 Avancado colunas Duplicatas 2P Teste de Hipoteses — ﬂj Subtotal
Obter Dados Externos Conexdes Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Estrutura de Topicos ™ Analise
[ D2 - S |
A B G D E F G H 1 1 K L M N o] P o
1 (LY (1,2) (1,3)
2| 21y (22 3 | 1
3 131 (3.2) (3:3)
1
5
6
7
W 4 ¢ W] Planl “Pbn2 - Pan3 - ¥J ol m 1]
pranto | [EE SN E =y —

Figura 2.4 Visual matricial da planilha do Excel

A seguir serao apresentados alguns exemplos de macros. Evitaremos colocar acentos nas palavras,
pois ao copiarmos uma macro de um arquivo pdf, os caracteres acentuados (ou o ¢) podem dar origem
a outros caracteres.

Exemplo 2.2. Elabore uma macro para solicitar um numero e imprimir na tela uma mensagem.

Sub Informacao()

C = InputBox("Digite um caracter")
MsgBox "Voce digitou o caracter " & C
End Sub

Exemplo 2.3. Elabore uma macro para solicitar um numero e verificar se ele € igual a 1, imprimindo
na tela uma mensagem.

Sub Testel()

C = InputBox("Digite um numero")

If C = 1 Then MsgBox "Voce digitou o caracter 1!!!"
End Sub

Nesta macro nenhuma mensagem sera apresentada se for digitado um niimero diferente de 1. Pode-
mos altera-la para apresentar uma mensagem em qualquer caso.

Sub Teste2()
C = InputBox("Digite um numero")
If C = 1 Then
MsgBox "Voce digitou o caracter 1!!!"
Else
MsgBox "Voce nao digitou o caracter 1!!!" & " Voce digitou o " & C
End If
End Sub
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Exemplo 2.4. Elabore uma macro para solicitar dois numeros e indicar qual é o menor deles.

Sub Menor1()
Dim x, y As Integer
x = InputBox("Digite o primeiro numero")
y = InputBox("Digite o segundo numero")
If x < y Then
MsgBox "O menor numero e’ o " & x
Else
MsgBox "O menor numero e’ o " & y
End If
End Sub

Vale ressaltar que em alguns casos é importante declarar o tipo de variavel (Dim x, y As Integer),
pois se o VBA identificar como texto (string), o resultado da condicdo x < y pode se inverter.
Tlustraremos essa situacdao quando necessaria.

Podemos alterar a macro anterior criando uma variavel para receber o menor valor. Este procedi-
mento é essencial quando temos mais de dois valores.

Sub Menor2()

Dim x, y As Integer

InputBox("Digite o primeiro numero")
InputBox("Digite o segundo numero")

X

y

If x < y Then

Menor = x
Else
Menor =y
End If
MsgBox "O menor nimero e’ o " & Menor
End Sub

Agora consideremos trés nimeros. Podemos ainda ter uma solucdo bem simples, fazendo uso do
AND.

Exemplo 2.5. Elabore uma macro para solicitar trés numeros distintos e indicar qual é o menor
deles.

Sub Menor3()
Dim x, y As Integer

x = InputBox("Digite o primeiro nimero")
y = InputBox("Digite o segundo ntmero")
z = InputBox("Digite o terceiro nimero")

If x <y AND x < z Then Menor = x
If y < x AND y < z Then Menor
If z < x AND z < y Then Menor

non
N <
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MsgBox "O menor ntimero é o " & Menor
End Sub

Poderiamos ter uma saida alternativa, considerando o z inicialmente como o menor, e testando os
demais com relagao a x. Se y ja for menor que x, entao faremos a varidvel ”Menor”receber o valor de
y. Vejamos um exemplo, que pode ser estendido para um numero maior de valores, substituindo os
passos 2 e 3 abaixo por um LOOP.

Sub Menor4()
Dim x, y As Integer

x = InputBox("Digite o primeiro numero")
y = InputBox("Digite o segundo numero")

z = InputBox("Digite o terceiro numero")
Menor = x > Passo 1
If y < Menor Then Menor =y > Passo 2
If z < Menor Then Menor = z > Passo 3

MsgBox "O menor ntumero é o " & Menor
End Sub

Em muitas situacGes temos que ler ndo apenas trés, mas um conjunto bem maior de valores. O
Excel funciona como uma matriz denominada CELLS (células), em que podemos obter seus valores
sabendo-se a linha e coluna. Para uso do CELLS (ou cells), as colunas de referéncia (A, B,C,--)
terao suas letras substituidas por nimeros (A =1,B = 2,---). Por exemplo, o elemento B3 equivale
a cells(3,2).

Exemplo 2.6. FElabore uma macro para ler as células Al : A10 e indicar qual é o menor deles.

Na execucao do exemplo abaixo, é didatico acompanhar o resultado a cada loop. Tecle F8 para
executar uma linha de cada vez e coloque o cursor sobre a variavel Menor para visualizar seu valor

Sub Menor5()

Menor = Cells(1l, 1) > leu o elemento Al
For i = 2 To 10
If Cells(i, 1) < Menor Then Menor = Cells(i, 1) ’ 1& mais um elemento
Next
MsgBox "O menor numero e’ o " & Menor
End Sub

Naturalmente esse programa pode ser facilmente adaptado para indicar qual é o maximo de um
conjunto de dados.

Exemplo 2.7. Elabore uma macro para ler as células Al : A10 e indicar qual é o maior deles.

Sub Maior()

Maior = Cells(1l, 1) > leu o elemento Al
For i = 2 To 10
If Cells(i, 1) > Maior Then Maior = Cells(i, 1) °’ 1& mais um elemento
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Next
MsgBox "O maior numero e’ o " & Maior
End Sub

Ao invés de ler o elemento da célula, vocé pode colocar o elemento na célula. Vejamos um exemplo:

Exemplo 2.8. FElabore uma macro para colocar os nimeros 1 a 10 nas células A1 a A10 da planilha.

Sub Geral0()

For i = 1 To 10
Cells(i, 1) = i

Next

End Sub

Também podemos mesclar nimeros e string (texto), usando o operador & para junté-los. Vejamos
um exemplo:

Sub Geral0()
For i = 1 To 10
Cells(i, 1) = "Eu sou nota " & i
Next
End Sub

2.4 Exercicios

Exercicio 2.4.1. Elabore uma macro para solicitar um nidmero n e construir as sequintes quantidades:

S1 = ik 52 = f:k?, 53 = f:k?’ S4 = ik“,
k=1 k=1 k=1 k=1

lembrando que o "~" serve para erponenciagdo no VBA, e apresentando as respectivas mensagens.
Verifique se as formulas I e II de PA e PG (pdg. 17) estao corretas.

Exercicio 2.4.2. Elabore uma macro para colocar nas células:
i) A1:A10: nimeros 1 a 10
it) B1:B10: o dobro dos nimeros na coluna A
i11) C1:C10: o quadrado dos nimeros na coluna A
iv) D1:D10: valores da coluna A acumulados
v) E1:F10: valores da coluna C acumulados
vi) F1: soma dos valores da coluna A (Y. | X;, n=10)
vii) F2: soma dos valores da coluna C (3.1 | X?)
viii) F3: média dos valores da coluna A, por X = L3 | X;

i) F4: varidncia dos valores da coluna A, por Var(X) =231 X2 - X
z) F5: desvio-padrao dos valores da coluna A, por DP(X) = y/Var(X)

2

Observagao 2.2. E frequente usarmos o conceito de Momentos Amostrais de Ordem k da
varidvel X, definidos por

1 n
My =~ > x*
=1
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Neste caso temos que E(X) = Mx1 e Var(X) = Mx s — M)Q(’l. Algumas vezes usa-se o Momentos
Amostrais de Ordem k em torno de X, definido por Mg(k = %Z?:1(X —X)* e neste caso temos
que Var(X) = MY 5. Se ndo houver risco de confusio, a denominagdo da varidvel serd retirada da
notacao, ficando Mk e M. respectivamente.

Exercicio 2.4.3. Elabore uma macro para, com os valores quaisquer de A1:A10:
i) Obter o minimo, colocar em D1
it) Obter o mdximo, colocar em D2
i11) Ordenar a coluna A em ordem crescente, colocar em B1:B10.
iv) Ordenar a coluna A em ordem decrescente, colocar em C1:C10.

Exercicio 2.4.4. Elabore uma macro para, com os valores quaisquer de A1:A1000:

i) Construir a Amplitude Total: X ez — Xmin-

ii) Construir o Desvio Médio: DM = 13" | |X; — X|.

i11) Construir o Desvio Médio Absoluto: DM = % X - X

iv) Construir o Primeiro Quartil (Q1), ou seja, 25% estao abaizo dele.

v) Construir o Sequndo Quartil (Q2), que é a Mediana (Md), com 50% abaixo dela.

vi) Construir o Terceiro Quartil (Q3), ou seja, 75% estao abaizo dele. 0s— 0
3 — Q1

vii) Construir a Amplitude Semi-Interquartilica (ou Desvio-Quartilico): DQ = —

viii) Construir o Percentil de Ordem k = 10,25,50,75,90 (Obs.: Pos = Q1, Pso = Q2, P =Q3)
iz) Construir a Moda (valor mais frequente, se houver).
z) Construir o Coeficiente de Assimetria de Pearson: CAP = (X — Md)/S
zi) Construir o Coeficiente de Assimetria de Bowley: CAB = (Q1 + Q3 — 2Md)/S
Qs — G
2(Pyo — Pio)’ o
ziit) Construir o Coeficiente de Variagao (ou Dispersiao Relativa): CV = S/X

zii) Construir o Coeficiente de Curtose: K =

Exercicio 2.4.5. Elabore uma macro para, com n = 10 wvalores quaisquer em A1:A10 e B1:B10,
representando duas varidveis X eY, obter:

i) os primeiros Momentos Amostrais de X eY, dados por Mx 1 e My, (simplificando, Mx e My ),
e 0s desvios-padrdo de X e Y.

n

1) a soma dos produtos cruzados: Sxy = Y x;y;
i=1

i1) a média dos produtos: Mxy = Sxy/n

iv) o Coeficiente de Covaridncia, dado por Cov(X,Y) = Mxy — Mx My

Cov(X,Y
v) o Coeficiente de Correlagao, dado por Corr(X,Y) = DP(O)v(<)D7P()Y)

2.5 Geragao de numeros aleatérios

Na pratica da Estatistica acredita-se que os dados vieram de alguma distribuicao de probabilidade
(ou sd@o realizagdo de alguma varidvel aleatéria), e por isso hd necessidade de apresentar algumas
das principais distribui¢oes de probabilidades, para dados discretos e continuos. A destas procuramos
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Funcao Notacao
1 =ALEATORIO() U(0,1)
2 =ALEATORIO()*5+10 U(5,10)
3 =INV.NORMP(ALEATORIO()) N(0,1)
4  =INV.NORM(ALEATORIO();10;5)  N(10,52)
5 =INV.QUI(ALEATORIO();5) x(5)
6 =INVT(ALEATORIO();5) t(5)
7 =INVF(ALEATORIO();3;5) F(3,5)
8 =INVGAMA(ALEATORIO();1;1) Exp(1)
9 =INVGAMA(ALEATORIO();5:1)  Gama(5,1)
10 =INVLOG(ALEATORIO();0;1) LN(0,1)

Tabela 2.1 Ezemplos das principais fungoes de geragao de dados no Ezxcel

conhecer algumas caracteristicas importantes, tais como o valor esperado (média), desvio-padrao (ou
a variancia), coeficientes de assimetria e curtose. Alguns desses conceitos serao vistos detalhadamente
mais & frente, mas serd importante ja antecipar alguns resultados de forma a obter valores aproximados
nesta secao.

Assim, nesta se¢@o vamos apresentar algumas macros de geragao de valores de varidveis (observagoes
ou numeros aleatdrios), em geral partindo de uma varidvel X com distribuicao Uniforme no intervalo
(0,1) [frequentemente representada por X ~ U(0, 1)], ou seja, serao feitas fungoes ou transformacoes
de variaveis de forma a obter a variavel desejada. O procedimento geral serd gerar n observagoes e com
estes construir alguma funcao, tipo soma, média ou variancia, ou transformaé-las, ou ainda verificar
se alguma condigao esta satisfeita. O valor n, podera, em alguns casos, ser chamado de tamanho da
amostra. Na drea de Estatistica dizemos que quando o tamanho da amostra aumenta, o resultado
da amostra (estimativa) converge para o verdadeiro valor (parametro populacional), e boa parte dos
exemplos a seguir sao exemplos desse conceito.

No VBA a fungao RND() simula uma observagao de uma U(0,1), com resultado restrito a [0,1),
ou seja, ele pode até ser nulo, mas nunca serd igual a 1. Na planilha do Excel a formula equivalente
ao RND() é o =ALEATORIO(). A Tabela 2.1 apresenta um conjunto de fungoes para gerar valores das
principais distribuigoes usadas na Estatistica para modelagem de dados ou testes estatisticos.

Exemplo 2.9. Elabore uma macro para acumular (somar) n observagoes de uma X ~ U(0,1) e
depois apresentar na tela o valor médio. Use n = 10000.

Sub MacroMedia()
n = 10000
Soma = 0
For i

1 Ton
Rnd ()
Soma = Soma + X
Next
MsgBox "Media = " & Soma / n
End Sub

X
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Para a varidvel U(0, 1) temos que sua média teérica é 1/2, e representamos por E(X) = 1/2. Vocé
poderd perceber que quando aumentamos o n o valor obtido serd cada vez mais proximo do valor
tedrico.

Exemplo 2.10. Complemente a macro anterior para calcular a Varidncia dos valores gerados, usando
a férmula jd apresentada: Var(X) = 130" X2 — X2 = M, — M2, (Lembre-se que Var(X) =
E(X?) - [EX)P.)

Sub MacroMediaVar ()

n = 1000000

Soma = 0

Soma2 = 0

For i =1 Ton
x = Rnd()

Soma = Soma + x
Soma2 = Soma2 + x = 2
Next

Media = Soma / n

Variancia = Soma2/n - Media ~ 2
MsgBox "Media = " & Media

MsgBox "Variancia = " & Variancia
End Sub

Exemplo 2.11. Elabore uma macro para gerar observagoes de uma X ~ U(0,1) e transformd-las
em Bernoullis Y de parametro p = 0.3, apresentando ao final o valor médio destas Bernoullis. Use
n = 10000.

Este procedimento consiste simplesmente em gerar varidveis X € [0, 1] e usar a regra: se X < p,
entdao Y = 1; se X > p, adotamos Y = 0. Dessa forma os eventos {Y = 1} e {X < p} sdo equivalentes,
edal P(Y =1) = P(X < p) = p. Vale lembrar que se X ~ U(a,b), entdo Fx(z) = (x —a)/(b—a), e
no caso particular a = 0 e b = 1, temos que Fx(x) = z para x € (0,1).

Sub Macrobern()

n = 10000
p=20.3
Soma = 0O

For i =1 Ton
If Rnd() < p Then

x =1
Else

x =0
End If

Soma = Soma + x
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Next
MsgBox "Média = " & Soma / n
End Sub

Exemplo 2.12. FElabore uma macro para gerar observagoes de uma varidvel X ~ U(0,1), transformd-
la em uma 'Y ~ U(a,b), com a e b, através da féormula Y = (b — a)X + a e depois apresentar na
tela o valor médio de Y. Use n = 1000, a = 10 e b = 30. [Lembre-se que E(Y) = (a +b)/2 e
Var(X) = (b—a)?/12]

Sub MacroUab()

n = 10000

a = 10

b = 30

Soma = 0O

For i =1 Ton
x = Rnd()
y=(b-a *x+a
Soma = Soma + y

Next

MsgBox "Média = " & Soma / n

End Sub

Exemplo 2.13. FElabore uma macro para gerar observagies de uma varidvel X ~ U(0,1), transformd-
la em uma Exponencial com parametro A através da formula Y = —% In(1 — X) e depois apresentar
na tela o valor médio de Y. Use n =1000 e A = 0.1.

Sub Macro3()
n = 10000
lambda = 0.1
Soma = 0
For i =1 Ton
x = Rnd(Q)
y = -1 / lambda * Log(l - x)
Soma = Soma + y
Next
MsgBox "Média = " & Soma / n
End Sub

Para gerar observacoes de uma distribuicao normal o processo é um pouco mais complicado. Um
procedimento ¢é seguir um conhecido problema de probabilidade em que geramos aleatoriamente duas
uniformes(0,1) e usamos uma transformacao, mostrada a seguir.

Exemplo 2.14. Elabore uma macro para gerar observagoes de X ~ U(0,1) e Y ~ U(0,1), e trans-
formd-las em N(0,1) através das formulas Z = \/—2In(X)cos(2nY) e W = y/—2In(X)sen(27Y).
Apresente na tela os valores médios de Z e W. Use n = 10000.

Introducao a Probabilidade 2012 Notas de aulas



2.5 Geragao de numeros aleatorios 32

Sub SomaNormais()
n = 10000
Pi = 4 * Atn(1)
SomaZ = 0: SomaW=0
For i =1 Ton
x = Rnd() : y = RndQO
Z = Sqr(-2 * Log(x)) * Cos(2 * Pi % y)
w = Sqr(-2 * Log(x)) * Sin(2 * Pi * y)
SomaZ = SomaZ + Z
SomaW = SomaW + W
Next
MsgBox "Média de Z = " & SomaZ / n & "; Média de W =" & SomaW / n
End Sub

Um procedimento muito frequente é pegar um ndmero e associar a uma determinada categoria ou
intervalo. Na pratica estamos discretizando essa variavel. Vejamos abaixo.

Exemplo 2.15. Elabore uma macro para gerar uma observagdo de uma X ~ U(0,1) e transformd-las
em um Uniforme discreta em {1,2,--- ,10}. Em suma, estamos discretizando uma varidvel.

A funcao int(x) trunca (arredonda pra baixo) o valor z. Com isso, 10 * = transformard inicialmente
os valores da U(0,1) em U(0,10), e a funcao int(10 * ) transformard em 0,1,---,9, de forma que
precisamos somar 1 a estes nimeros para obter 1,2,--- ,10.

Sub Discretiza()

x = Rnd()

y = Int(10 * x) + 1

MsgBox "Valores gerados e transformados: " & x & " " & y
End Sub

Outras situacoes podem ser construidas, mas tudo se resume a construir uma fungao geral, envol-
vendo a fungao int(z).

Exemplo 2.16. Elabore uma macro para gerar uma observagoes de uma X ~ U(0,1000) e transformd-
las em um Uniforme discreta em {10,11,12,--- ,30}.

Exemplo 2.17. Elabore uma macro para gerar observagoes de uma X ~ U(50,100) e transformd-las
em um Uniforme discreta em {10,13,16,--- ,31}.

Exercicio 2.5.1. Elabore uma macro para responder a sequinte pergunta: se selecionarmos r = 23
pessoas ao acaso, qual a probabilidade de pelo menos duas fazerem aniversdrio no mesmo dia do ano?
Considere que hd 365 dias. Use n = 10000.

Esta situacao consiste apenas em gerar o nascimento de um individuo, ou seja, um nimero aleatério
inteiro representando os dias do ano: 1,2,--- ,365. Da mesma forma gere o nascimento dos outros 22
individuos. Agora verifique se algum nimero se repetiu (coincidéncia). Para estimar a probabilidade,
esse processo deve ser repetido um nimero grande de vezes (n), e verificando a propor¢ao de ocorréncias
de coincidécias.
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Sub Aniversarios()
Dim F(365) As Integer

n = 10000
dias = 365
r = 23
cC=0

For i =1 ton

Coincidiu = 0

For k =1 tor
x = Rnd Q)
y = Int(dias * x) + 1 ’Gera um nimero inteiro entre 1 e 365 (dias)
F(y) = F(y) + 1 ’Gera a frequédncia ao dia

Next

For y = 1 to dias
If F(y) >= 2 Then Coincidiu = 1
F(y) =0

Next

If Coincidiu =1 Then C=C + 1
Next

MsgBox "Probabilidade aproximada: " & C / n
End Sub

Exercicio 2.5.2. Complemente o exercicio anterior de forma a termos o resultado para valores de
r=10,11,---,60. Plot um grdfico da probabilidade (y) como fungdio de r (x).

Exercicio 2.5.3. No circuito abaizo a probabilidade de que cada um dos quatro relés esteja fechado
€ p. Se todos funcionares independentemente, qual serd a probabilidade de que a energia passe da
esquerda (L) para a direita (R)?

| | | |
| I
L 1 2 R
3 4

||

Denotemos esta probabilidade por 6(p). Com um célculo simples podemos obter 6(p) = 2p? — p*.
Este caso é extremamente simples, em sistemas complexos temos fungoes extremamente complexas.

Vamos tentar confirmar a funcao 6(p) via programa. Para isso, vamos criar Bernoullis(p) para
cada relé indicando se estd aberto ou fechado. Para que haja energia entre L ¢ R devemos ter {R1 =
1} {R2 = 1}, que equivale a { R1x R2 = 1}. Da mesma forma, podemos ter { R3* R4 = 1}, ou ambas.
Podemos sintetizar dizendo que que L <+ R se {R1 * R2 + R3 %« R4 > 1}. E esta condicdo que deverd
ser verificada no programa.

Sub circuito()
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n = 1000000 : p =0.2 : conta =0
For i =1 Ton

R1 = (Rnd() > p) + 1

R2 = (Rnd() > p) + 1

R3 = (Rnd() > p) + 1

R4 = (Rnd() > p) + 1

If (R1 * R2 + R3 * R4 >= 1) Then conta = conta + 1
Next

MsgBox "Estimativa da Probabilidade: " & conta / n
End Sub

Observagao 2.3. Perceba que outras construcdes ou condi¢oes podem ser adotadas. Por exemplo,
{R1+ R2 + R3 + R4 > 3} também poderia ser usada para indicar o fluro de corrente entre L e R.

Exercicio 2.5.4. Complemente o exercicio anterior de forma a termos o resultado para valores de
p € (0,1) com incremento (step) p = 0.01. Fa¢a um grdfico da probabilidade (y) como funcao de p

Exercicio 2.5.5. Nos circuito abaixos a probabilidade de que cada um dos relés esteja fechado € p.
Considerando que todos funcionam independentemente, obtenha a probabilidade de que a energia passe
da esquerda (L) para a direita (R). Construa um programa para estimar essas fungoes de probabilidade.

1
2
L - R L
3__. & O O = R
3 4
4/<\\'//>\5 5}-16

Os exercicios anteriores podem ser vistos da seguinte forma: dividimos o intervalo (0,1) em vérios
intervalos de mesmo tamanho, onde cada um estd associado a um rétulo, tipo 1,2,3,---,10. Depois
geramos uma U (0, 1) e verificamos em que intervalo caiu, mostrando seu rétulo. Mas podemos pensar
em intervalos de tamanhos (probabilidades) diferentes. Com apenas dois intervalos estaremos gerando
Bernoullis, e com mais interrvalos estaremos gerando Multinomiais.

Exemplo 2.18. Elabore uma macro para gerar uma observacdo de uma Multinomial, assumindo o
valor 1 com probabilidade 0,5, o valor 2 com probabilidade 0,3 e o valor 2 com probabilidade 0.2.

Sub MacroMult ()

n = 10000

pl = 0.5: p2 = 0.3: p3 = 0.2
Contl = 0: Cont2 = 0: Cont3 =0

For i =1 Ton
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p = RndQO
If p < pl Then
x =1

Contl = Contl + 1
ElselIf p < pl + p2 Then

x =2
Cont2 = Cont2 + 1
Else
x =3
Cont3 = Cont3 + 1
End If
Next
MsgBox "Medial = " & Contl / n & ", Media2 = " & Cont2 / n
End Sub

O proximo passo é tentar identificar a distribuicdo de um conjunto de dados. Como ja vimos, o
Excel ja tem algumas ferramentas para isso situado em Andlise de Dados no Menu Dados, caso este
suplemento tenha sido instalado (ver Secao 2.2).

Alternativamente, poderiamos mandar o Excel contar quantas observacoes estdao abaixo de um
determinado valor com a funggo CONT.SE, ou ainda CONT.SES. Apos isso, podemos gerar o
grafico manualmente. Bastaria usar uma das func¢oes abaixo para cada intervalo:

=CONT.SE(A1:A20;"<0.1") ou =CONT.SES(A1:A20;">0";A1:A20;"<.1")

No entanto, se o objetivo é gerar observacoes sem a necessidade de coloca-las na planilha, o que
pode ser extremamente 1til, temos que montar macros para gerar valores e logo identificar em que
intervalo o valor se encontra, incrementando a frequéncia desse intervalo (ou seja, somando 1). Esse
serd o proximo conteuido.

2.5.1 Montando uma distribuicao de frequéncias

Exemplo 2.19. Elabore uma macro para gerar n observagoes de uma X ~ U(0,1), definir K = 10
intervalos (por exemplo [0;0,1], (0,1; 0,2], ..., (0,9;1]) e contar quantas observagdes caem em cada
intervalo. Em suma, elaborar uma Tabela de Frequéncia de X. Use n = 1000.

Uma forma de elaborar esta macro é discretizando as observagoes no intervalo {1,2,---,10}, que
sao Indices do vetor F.

Sub Freq()
Dim F(10) As Integer
n = 1000
For i =1 Ton
x = Rnd ()
y = Int(10 * x) + 1
F(y) = F(y) + 1
Next
For i =1 To 10
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MsgBox "Frequencia na classe " & i & ": " & F(i)
Next
End Sub

Exemplo 2.20. FElaborar uma macro para construir wma distribuicao de frequéncia criando uma
matriz que conterd os limites superiores dos intervalos, e use X ~ U(—2,2). Leia os limites de uma
planilha (B2:BK, onde K € o nimero de classes) e coloque as frequéncias relativas obtidas na mesma
planilha com o comando cells(linha,coluna).

Sub FreqInt()
Dim F(10, 2) As Single
K = InputBox("Introduza o Nimero de classes:")
n = 10000
For j =1 To K
F(j, 1) = Cells(j + 1, 2)
Next
For i 1 Ton
y = Rnd(O) * 4 - 2
For j =1 To K
If (y < F(j, 1)) Then F(j, 2) = F(j, 2) + 1
Next
Next
For j =1 To K
Cells(j + 1, 3) =F(j, 2) / n
Next
MsgBox "Concluido!"
End Sub

Exemplo 2.21. Elaborar uma macro para distribuicdo de frequéncia criando uma matriz que conterd
também os limites dos intervalos, e use X ~ N(0,1). Leia os limites de uma planilha e coloque as
frequéncias relativas obtidas na mesma planilha com o comando cells(linha,coluna), e plotar o um
gradfico de dispersao com as frequéncias obtidas.

Sub FreqInt()
Dim F(20, 2) As Single

K =20
n = 10000
Pi = 4 * Atn(1)

For j =1 To K
F(j, 1) = Cells(j + 1, 2)
Next

For i =1 Ton
R1 = Rnd()
R2 = Rnd()
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y = 8in(2 * Pi * R1) * Sqr(-2 * Log(R2)) ’Gerando N(0,1)

For j =1To K
If (y < F(j, 1)) Then F(j, 2) = F(j, 2) + 1
Next
Next

For j =1 To K
Cells(j + 1, 3) = (F(j, 2) - F(G -1,2) /n
Next

> Geragdo de Grafico
ActiveSheet.Shapes.AddChart.Select
ActiveChart.ChartType = x1XYScatter
ActiveChart.SetSourceData Source:=Range("B2:C21")
ActiveChart.SeriesCollection(1) .Select

End Sub

Observagao 2.4. Vale notar que o VBA tem uma fun¢ao prépria para gerar observagoes N(0,1):
y = Application.NormSInv(Rnd()), assim como o valor de w, Application.Pi(). Além disso, hd
outras formas de gerar observacdes normais. As linhas abaizo foram escritas em outra linguagem, mas
mostra um algoritmo eficiente para geracao de normais padrao.

float x1, x2, w, yl, y2;

do {

x1 = 2.0 * ranf() - 1.0;
x2 = 2.0 x ranf() - 1.0;
w=x1 % x1 + X2 *x x2;

} while (w >= 1.0 );

w=sqrt( (-2.0 * InC w ) ) / w );
yl = x1 * w;
y2 = x2 * w;

2.5.2 Gerando distribuicoes amostrais

Na etapa anterior geramos observagoes de algumas distribuigoes em particular, atribuindo valores
aos parametros dessas distribuigoes. Também calculamos a média amostral e a variancia amostral,
verificando que quando o n (tamanho da amostra) cresce, o valor produzido por estas quantidades
amostrais se aproximam dos valores tedricos. A Estatistica funciona assim, ou seja, alguma distribuigao,
com um determinado parametro (ou mais de um) gerou os dados, e um dos principais objetivos é usar
esses dados para tentar ”descobrir” (ou estimar) esse parametro que gerou os dados.

As férmulas adotadas, tal como a média amostral ou varidncia amostral, serao chamados de esti-
madores e os valores numéricos gerados por eles para cada amostra serao chamados de estimativas.
E poderemos ter varios estimadores para um mesmo para um mesmo parametro. Naturalmente, se
tivermos amostras diferentes (ainda que de mesmo tamanho n) poderemos ter estimativas diferentes,
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de forma que esses tais estimadores sao também varidveis aleatdrias, e, portanto, tém que ter uma
distribuicao associada. Para que tenhamos alguma informagao sobre a distribuicao dos estimadores,
geraremos muitas dessas estimativas e estudaremos suas caracteristicas (histograma, média, variancia
etc.). Esse serd o procedimento geral nas préximas etapas.

Exemplo 2.22. FElaborar uma macro para gerar amostras de tamanho n =5 de uma U(0,1) e salvar
na planilha a média amostral e a variancia amostral. A macro deverd repetir esse processo r = 10.000
vezes, colocando em linhas distintas essas estimativas. Ao final, apresente a distribuicao de frequéncia
dessas estimativas. As estimativas médias estao proxims dos populacionais (tedricos)?

Vamos inicialmente obter as estimativas médias:

Sub EstimativasU01()
n=>5
10000

r

For k =1Tor
Soma = O: Soma2 = 0
For i =1 Ton
x = Rnd()
Soma = Soma + X
Soma2 = Soma2 + x ~ 2

Next
M1 = Soma / n > Momento Amostral de ordem 1
M2 = Soma2 / n ’ Momento Amostral de ordem 2

Cells(k, 1) = M1

Cells(k, 2) = M2 - M1 ~ 2
Next
End Sub

Note que a estimativa média deve estar bem préxima do verdadeiro valor (tedrico) E(X) = % No
entanto, a estimativa média para a variancia deve estar um tanto abaixo do valor tedrico Var(X) =
Multiplique o valor obtido por n/(n — 1) e vocé terd uma proximidade bem melhor, sem viés. Isso
ocorreu porque na férmula da variancia adotada dividimos por n, e para construir um estimador
melhor devemos dividir por n — 1. Neste caso dizemos que o estimador é ndo viesado (ou nao viciado).
Naturalmente, para valores grandes de n nao fard diferenca relevante dividir por n ou por n — 1, por
isso nesse caso a variancia amostral viesada (dividindo-se por n) deverd ser um bom estimador da
verdadeira variancia populacional.

Agora faga a distribuigao de frequéncia e veja o comportamento (distribui¢ao) dos dois estimadores:
média amostral e varidncia amostral nao-viesada, dados pelas férmuas abaixo:

1 & 1 <& _
X=-> X, e §°= D (X - X)*
n
=1

n—1
i=1

2.5.3 Organizando macros em sub-macros ou funcgoes

A subdivisdo de uma macro em varias menores pode facilitar a compreensdo da mesma, embora
exija maiores cuidados. Se o resultado da submacro for um valor, podemos chamé-la de funcdo, com
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algumas particularidades. Uma funcao recebe um ou mais argumentos e calcula um valor. Vamos
refazer a macro anterior usando uma sub-macro que sera repetida para cada réplica dentro da macro
mae.

Sub Amostra(k)
n=>5
Soma = O: Soma2 = 0
For i =1 Ton
x = Rnd()
Soma = Soma + x
Soma2 = Soma2 + x = 2

Next
M1 = Soma / n > Momento Amostral de ordem 1
M2 = Soma2 / n ’ Momento Amostral de ordem 2

Cells(k, 1) = M1
Cells(k, 2) = M2 - M1 ~ 2
End Sub

Sub EstimativasU01()

r = 10000

For k =1 Tor
Amostra (k)

Next

End Sub

Um cuidado muito importante é com o escopo da varidvel. A varidvel r definida na rotina principal
recebe o valor » = 10000 nesta rotina, mas na rotina Amostra a varidvel r estara sem valor algum.

Exemplo 2.23. Construir uma rotina com o uso de fungoes para calcular C(n,k) = n!/(k!(n — k)!)

Function Fatorial (k)
Fatorial =1
For i =1 To k

Fatorial = Fatorial * i
Next
End Function

Function combinacao(ni, k1)
combinacao = Fatorial(nl) /(Fatorial(kl) * Fatorial(nl - k1))
End Function

Sub calculacomb()

n = InputBox("Insira um nimero n")

k = InputBox("Insira um numero k")

MsgBox "C(" & n & "," & k & ") = " & combinacao(n, k)
End Sub
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2.5.4 Obtencao de Probabilidades sob a visao frequentista

O conceito freqlientista de probabilidade envolve basicamente a elaboragao de uma seqiiencia de re-
peticoes para um determinado evento. Essas repeticoes sao normalmente denominadas de Réplicas.
A idéia de repeticoes justifica a denominacao “teoria freqiientista”, ou seja, baseada em frequéncias. A
teoria ampara-se na regularidade estatistica das freqiliencias relativas e sustenta que a probabilidade
de um dado acontecimento pode ser medida observando a freqiiencia relativa desse acontecimento,
em uma sucessao numerosa de experiéncias idénticas e independentes, cada uma delas resultando em
sucesso ou fracasso.

Nesta linha de raciocinio, quando queremos determinar a probabilidade de ocorréncia de um evento A,
repetimos o experimento um nimero grande, digamos n, de vezes, de onde observamos n4 ocorréncias
do evento A (sucesso). A probabilidade de ocorréncia de A, representada por P(A), serd aproximada
por

naA
o

P(A) ~ (2.1)
Um exemplo simples pode ser sobre a probabilidade de sair cara no lancamento de uma determinada
moeda. O evento estd bem claro, A: sair cara no langcamento da moeda, e se a moeda for regular

(ou honesta), teremos que P(A) = L, mas nunca sabemos se é realmente regular. Para verificar

2
podemos fazer n langamentos da moeda e anotar os resultados. Se a moeda for honesta, devemos ter

aproximadamente metade (n4 = n/2) lancamentos em que o resultado serd cara, e teremos
P(A) ~ — = —. (2.2)

Exercicio 2.5.6. Considere um quadrado com x € [0,1] e y € [0,1]. Sorteando um ponto (x,y) ao
acaso, qual a probabilidade deste ponto cair no triangulo inferior do quadrado (drea hachureada)?

Figura 2.5 Area do evento de interesse

Primeiro devemos identificar a drea de interesse (evento A), que neste caso é o conjunto dos pontos
em que x > y, ou seja, A = {(x,y) : x > y}. Feito isso, em termos de frequéncia relativa, este problema
poderia ter a seguinte reformulagao: Elabore uma macro para gerar n observagoes de uma X ~ U(0,1)
eY ~ U(0,1). Verifique se elas estao dentro do triangulo inferior (ou seja, se x > y), contando 0s
pontos em que essa condi¢do € verdadeira e, ao final, obtendo a propor¢do destes pontos por na/n.

Sub Triangulo()
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n = 100000
Conta = 0

For i =1 Ton

x = Rnd()

y = Rnd()

If x > y Then Conta = Conta + 1
Next
MsgBox "Probabilidade = " & Conta / n
End Sub

Observagao 2.5. Quando necessdrio, usaremos a sequinte notagdo de regiao: x € [a,b] ey € [c,d],
entdo teremos o retangulo R = [a,b] X [c,d]. Ainda, quando a regido for quadrada, tal como Q =
[a,b] x [a,b], usaremos Q = [a, b]?.

Observagao 2.6. Como ja visto em diversas situagoes, se gerarmos um valor x no intervalo (0,1),
entao a transformagdao (b — a)x + a passard a ter valores no intervalo (a,b).

Exercicio 2.5.7. Considere um retangulo R = [0, 1] x [0, 2]. Sorteando um ponto (z,y) ao acaso, qual
a probabilidade deste ponto cair na drea em que v < y?

Exercicio 2.5.8. Considere um quadrado Q = [—1,1]2. Sorteando um ponto (x,y) ao acaso em Q,
qual a probabilidade deste ponto cair dentro do circulo unitdrio?

Esta probabilidade pode ser calculada diretamente pela relagao entre as areas do circulo de raio
1, que é 7, e a do quadrado [—1,1]?, que é 4. Portanto, a probabilidade desejada serd m/4 = 0, 785,
aproximadamente.

Primeiro devemos identificar a area de interesse, que neste caso é o conjunto dos pontos em que
2?2 +y? < 1,ouseja, A = {(z,y) € [-1,1]? : 2% +1? < 1}. Feito isso, em termos de frequéncia relativa,
este problema consiste em sortear um nimero grande de pontos (z,y). Para cada ponto, o evento A
(sucesso) ocorrerd se o ponto (z,y) estiver dentro do circulo. Em termos de implementacao ele poderia
ter a seguinte reformulagao: FElabore uma macro para gerar n observagoes de uma X ~ U(0,1) e
Y ~ U(0,1) e depois transforme-as para o intervalo [-1;1]. Verifique se elas estao dentro do circulo de
raio 1 (ou seja, se x> +y? < 1, contando qual a propor¢do destes pontos.

Sub Circulo()
n = 100000
Conta = 0

For i =1 Ton

x = Rnd()

y = Rnd(Q)
x=2x*xx-1
y=2x*xy-1

r =8qr(x "2 +y "~ 2)

If (r < 1) Then Conta = Conta + 1
Next
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Figura 2.6 Contagem do nimero de eventos favordveis

MsgBox "Probabilidade = " & Conta / n

End Sub

Exemplo 2.24. Repita o exemplo anterior considerando uma esfera de raio 1 dentro de um cubo de

lado 2, e conte a propor¢ao de pontos que caird na esfera.

4

Este célculo também pode ser feito exatamente pela relagdo entre o volume da esfera (37) e o

volume do cubo de lado 2 (23 = 8), resultando em 7/6 = 0, 5236, aproximadamente.

Sub Esfera()

n=10 "7
Conta 0
For i =1 Ton
x = Rnd()
y = Rnd()
Z = Rnd()
x=2x*xx -1
y=2xy-1
Z=2x*x7Z-1
r=8qr(x " 2+y " 2+2Z"2)
If (r < 1) Then Conta = Conta + 1
Next
MsgBox "Probabilidade = " & Conta / n
End Sub
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2.5.5 Aproximando uma integral

Podemos usar este mesmo principio para aproximar o valor de uma integral, que em muitas situagoes
equivale a calcular uma probabilidade. Por exemplo, desejamos obter a area da regiao A, contida em
um retangulo R. Essa integral (probabilidade) pode ser calculada diretamente pela relagao entre as
areas da regiao A e a de R. Considerando a regiao A definida x € (0,1) e y € (0, f(x)) (ver Figura
2.8), claramente a drea de R é 1, e a drea de A é dada por

1

1 1 $3 1
/0 f(x)da::/o zidr = {3]0: 3

[ . (1
Portanto, a area desejada serd 731

T~ = 3. Para fins de simulagao, devemos gerar um ponto z e calcular
f(x). Este valor serd usado para determinar a probabilidade de sucesso do evento A desejado. Portanto,
devera ser gerado um outro ponto y cuja probabilidade de sucesso (estar sob a curva) serd dada por

f(x), ou seja, y < f(x) serd a condigao de sucesso. Enfim, contaremos o nimero de sucessos.

Exercicio 2.5.9. Elabore uma macro para gerar n observagoes de uma X ~ U(0,1) eY ~ U(0,1).
Verifique se elas estdo dentro da regido A definida pelas fungoes f(x) = 0 e f(x) = x2, = € (0,1),
contando qual a proporcao de pontos que caem em A.
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Figura 2.7 Contagem do nimero de eventos favordveis

Sub Integral()

n = 100000

Conta = 0

For i =1 Ton
x = Rnd ()
f=x"2
y = Rnd()
If y < £ Then Conta = Conta + 1

Next

MsgBox "Probabilidade = " & Conta / n

End Sub
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Caso a variacao de x ou f nao fosse o intervalo (0, 1), deverfamos transformar x e y linearmente por

* = (by — az)r + az e y* = (by — ay)x + a,, de forma a cobrir a 4drea desejada.

x

Exemplo 2.25. Elabore uma macro para obter uma aprozimacdo para a integral de f(x) = 22, x €
(0,2).

Claramente essa integral resulta em 8/3. Notemos que x € (0,2) e f(x) € (0,4), de forma que
devemos aumentar a area do quadrado que engloba a funcao f no intervalo desejado.

Sub Integral()

n = 100000
Q =8 ’ area do quadrado [0,2]x[0,4]
Conta = 0
For i =1 Ton
x = Rnd() * 2 ’Intervalo [0,2]
f=x"2
y = Rnd() * 4 ’Intervalo [0,4]
If y < £ Then Conta = Conta + 1
Next
MsgBox "Integral = " & Conta / n * Q
End Sub

Vamos considerar agora o caso bidimensional. Seja f(z,y) = exp{—(22 + y?)/2}, (z,y) € IR%. Esta
fungao é simétrica em torno da origem, com seu maximo no ponto (0,0), igual a exp{0} = 1, com
variagdo predominante no intervalo [—4;4]. O resultado dessa integral é 27 ~ 6, 283.

Normal bivariada

0.16

0.14

0.12

0.10

f(x)

0.08
0.06
0.04
0.02

0.00

Figura 2.8 Integral de uma normal bidimensional
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Sub Gaussiana2()
n=10 ~ 7
a=4 > intervalo [-a , al
Q=1x% (2% a) "~ 2’ volume do paralelepipedo
For i =1 Ton

x = Rnd() * (2 * a) a’ [-a, a]

y = Rnd() * (2 * a) - a’ [-a, a]
f=Exp(-(x "~ 2+y "2 /2

Z = Rnd()
If Z < f Then Conta = Conta + 1
Next

Integ = Conta / n * Q
MsgBox "Integral: " & Integ
End Sub

2.6 Alguns problemas especiais de Probabilidade

Vamos agora considerar a seguinte situagao: se X; ~ Fxzp(A), i = 1,--- ,m,e Y = Z;Zl X;, vamos
obter a P(Y > K).

Exercicio 2.6.1. Elabore uma macro para gerar m observagoes de uma X ~ Exp(\) e somd-las.
Verifique se esta soma € superior a K. Repita o processo n vezes, calculando a proporcdao de pontos
que satisfaz a condicao. Use m = 15, A =20, K = 365 e n = 10000.

Sub Exponencial()

n = 10000
m = 15
lambda = 20
K = 365
Conta = O
For i =1 Ton
Soma = 0
For j =1 Tom
x = -lambda * Log(1 - Rnd())
Soma = Soma + X
Next
If (Soma > K) Then Conta = Conta + 1
Next

Prob = Conta / n
MsgBox "Probabilidade: " & Prob

End Sub
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2.7 O Método da Transformacao Inversa

Uma forma mais geral de geragdo de varidveis aleatdrias é através de sua Funcao de Distribuicao
Fx(x) = P(X < z) € [0,1], chamado Método da Transformagcao Inversa. Gerando Y ~ U(0,1), e
resolvendo Y = F(X), chegamos a X = F~1(Y) com a distribui¢ao desejada.
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Figura 2.9 Transformagao Inversa

Exemplo 2.26. Considerando X ~ U(a,b), temos que Fx(x) = (x — a)/(b — a). Resolvendo y =
(x —a)/(b—a) obtemos x = (b — a)y + a. Basta agora gerar Y ~ U(0,1) e fazer a transformacado.
Podemos notar que x € (a,b).

Exemplo 2.27. Considerando X ~ Exp()\), temos que Fx(z) = 1 — e . Resolvendo y =1 — e™?*

obtemos x = —% In(1 — y). Basta agora gerar Y ~ U(0,1) e fazer a transformagao. Podemos notar
que = € (0,00).

2.8 O Ambiente R

R é uma plataforma livre para computacao estatistica que inclue um excelente ambiente grafico. O
R comecou a ser desenvolvido por Robert Gentleman e Ross Thaka do Departamento de Estatistica
da Universidade de Auckland na Nova Zelandia, mais conhecidos por "R & R”, apelido do qual se
originou o nome R do programa. Com o incentivo de um dos primeiros usuarios deste programa,
Martin Méchler do ETH Ziirich (Instituto Federal de Tecnologia Zurique da Suica), "R & R”langaram
o cbdigo fonte do R em 1995, disponivel por ftp (uma forma de se transferir dados pela internet),
sobre os termos de Free Software Foundations GNU general license, que seria um tipo de ”licenca
para softwares livres”. Desde entdo o R vem ganhando cada vez mais adeptos em todo o mundo, em
parte devido ao fato de ser totalmente gratuito e também por ser um programa que exige do usuério o
conhecimento das andlises que estd fazendo, diminuindo assim as chances de uma interpretacao errada
dos resultados. Outro fator importante para a difusao do R é a sua compatibilidade com quase todos
0s sistemas operacionais.

Apresentaremos a seguir um breve resumo de suas fungoes, deixando os detalhes para os muitos
manuais disponiveis na Internet; na pagina http://www.helitontavares/R/ hé varios deles. Iniciamos
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com algumas observagoes gerais antes de apresentar as func¢oes mais usuais. Naquela pagina também
serao disponibilizados os executdveis para instalacao.

Caso sensitivo Todas as fungoes em R sao caso-sensitivas, ou seja, variaveis com letras maitsculas
sao diferentes de varidveis com letras minusculas. Por exemplo, z=2 ¢ X=38 serao duas varidveis
distintas com valores diferentes.

Help Para obter ajuda sobre um comando plot, use help(plot) ou ?plot. O mesmo vale para qualquer
outro comando.

Script O conjunto de comandos sera chamado de script. as vezes encontrase com outras denominagoes
(macro, sintaxe, programa etc). Podemos usar a combinagao de teclas CONTROL+R para
rodar as linhas selecionadas de script.

RStudio O RStudio é uma interface que organiza de forma bem eficiente varias janelas no R.
Recomenda-se fortemente a sua instalacdo, apos a instalacdo do R. A partir disso, basta abrir o
RStudio que ele ja ativara o R.

package De forma geral, os comandos do R estao dentro depacotes (packages), de forma que antes
de executar comandos especificos é necessario carregar um ou mais pacotes.

Abaixo apresentamos o visual do RStudio. Ele esta dividido em quatro janelas, em que a primeira
(superior-esquerda) contém o conjunto de comandos que queremos executar (Script), podendo conter
varios scripts, em abas distintas, um ao lado do outro. A janela superior-direita contém o workspace
(todas as varidveis criadas), bem como o histérico. Na janela inferior-esquerda, chamada console,
sao apresentados os resultados dos processamentos dos scripts. Na janela inferior-direita, podemos
visualizar todos os graficos gerados, além de help, pacotes (packages) e arquivos. Um breve resumo
dos principais comandos do R sera apresentado a aseguir.

2.8.1 Rodando scripts

E sempre aconselhdvel escrever os scripts e salva-los em um arquivo, que terao a extensao .R. Também
é imporante que os scritps contenham explicagoes sobre o que faz cada operacao; usa-se o caracter
f para iniciar um comentario. Na péagina www.helitontavares,com/R com o arquivo scriptl.R que
contém todos os comandos aqui apresentados.

Para rodar um scritp podemos ir até a janela de scripts, marcar as linhas a serem executadas e clicar
no icone de Run, ao topo desta janela. Também podemos teclar CONTROL+R. Alternativamente,
podemos copiar ou digitar diretamente no console e teclar enter. Veremos que o R enumera as linhas
com [1], [2] ...

2.8.2 Obtendo ajuda sobre algum comando

Na janela de ajuda, clique o nome do comando comando desejado. Alternativamente, podemos escrever
no script o comando help(plot) ou 7plot e executé-lo.

2.8.3 Fomas de atribuigoes de valores

i) a<-2
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Figura 2.10 Apresenta¢do do RStudio
1) 2->a
iii) a=2

2.8.4 Construindo sequéncias
i) A=1:10 produz 1,2,3,...,9,10
C = seq(from=1, to=10) mesmo que 1:10

D = seq(length=51, from=-5, by=.2)

C = seq(from=1, to=4, by=0.5)

)
)
iv) C = seq(from=1, to=4, length=6)
)
) C = seq(2,50,2) produz 2,4,6,8, ... ,50
)

E = rep(2, times=b)
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viii) rep(5, times=3) produz 555
iz) rep(1:5, 3) produz [1]123451234512345

2.8.5 Montando vetores e matrizes

A funcao c() é usada para juntar (concatenar) diferentes elementos para formar um arranjo maior.

Vejamos alguns exemplos:

1) B=c(1,2,3) produz 1,2,3

s
1]

c(B, 0, A)

c(3.4, pi, exp(-1))

~.
~.
~.
N N S N N
o
1]

Uma primeira aplicagao: imc

O indice de massa corpérea (imc), muito utilizado em diversas dreas médicas, bem como em Educagao
Fisica, é obtido pela férmula: imc = peso/altura®. Nesta aplicacdo foram obtidos os pesos e alturas

de seis pessoas e desejamos calcular seus imc’s.
peso = c(60, 72, 57, 90, 95, 72)
altura = c(1.75, 1.80, 1.65, 1.90, 1.74, 1.91)
imc = peso/(altura~2)
imc
2.8.6 Principais funcoes matematicas
i) log(x) Log de base e de x
exp (x) Antilog de x (e7x)
log(x,n) Log de base n de x
logl0(x) Log de base 10 de x

sqrt (x) Raiz quadrada de x

choose(n,x) n!/(!'(m-x)!)

)
)
)
)
)
vii) cos(x), sin(x), tan(x) Funcdes trigonométricas de x em radianos
) acos(x), asin(x), atan(x) Fungdes trig. inversas de x em radianos
) abs(x) Valor absoluto de x
) round(x, dig = 1)
) sort(x) # Organizando os dados

)

sort (x,decreasing=T)
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Principais funcoes Estatisticas
i) min(x) Minimo do vetor x
i7) max(x)) Maximo do vetor x
i41) sum(x) Soma dos elementos de x
iv) length(x) Num. elementos de x
v) mean(x) Média amostral
vi) var(x) Variadncia amostral
vii) sd(x) Desvio padrdo amostral
viii) median(x) Mediana amostral
iz) quantile(x,p) Quantis p=(pl,p2...) dos elementos de x. Ex. p=c(.25,.5,.75)
x) cor(x,y) Correlagdo amostral entre X e Y
xi) range(x) Equivalente a c(min(x),max(x))
xit) table() Frequéncias
xiii) summary (x) Resumo de estatisticas descritivas
xiv) cumsum(x) Acumulada prod(x)
xv) cumprod (x) Acumula os produtos
xvi) diff(x) x(1)-x(i-1)
2vii) which.min(x) Posig&o do minimo
xviit) which.max(x) Posig8o do maximo
Observagao 2.7. : Algumas funcdes podem ser construidas a partir das funcdes.
max (x) -min(x) amplitude total
colMeans (H) Media para cada coluna
sd (x) /mean (x) *100 coeficiente de variagdo
sd(x) = sqrt(var(x))
diag(var(H)) variancias por coluna
Introducao a Probabilidade 2012 Notas de aulas



2.8 O Ambiente R 51

2.8.7 Graficos bidimensionais

A principal fungao para plotar uma funcao f(x) é a plot, que tem varias opgoes. Basicamente, devemos
criar um vetor x com os pontos em que serao calculados os valores da fungao y = f(z). A cada comando
plot serd gerado um novo gréfico, e todos poderao ser acessados através das setas (esquerda e direita)
da janela plots. Abaixo segue um conjunto de exemplos e opgoes desta fungdo. O help com as opgoes
pode ser obtido com help(plot).

plot(x,y,type=’b’)
plot(x,log(x),type=’b’)

plot(x, y, type = "1")

)
)
)
iv) plot(x, y, type = "p")
v) plot(x, y, type = "o")
vi) plot(x, y, type = "b")
vii) plot(x, y, type = "h")
viii) plot(x, y, type = "S")
iz) plot(x, y, type = "s")
x) plot(x, y, type = "n")
xi) points(rev(x),y)#adiciona pontos ao grafico ativo
xii) lines(x,100-y) #adiciona linhas ao grafico ativo

Alterando alguns padroes dos graficos

i) points(x,8000-y,pch="%") #simbolo asterisco
points(rev(x),y,pch=3) #adiciona cruzes

plot(x,y,pch="@")

)
)

iv) plot(x,y,pch=1:3)
) plot(0:20,0:20,pch=0:20)
)

curve (100* (x~3-x"2)+15, from=0, to=1)

Graficos bidimensionais com subgraficos

i) par(mfrow = c(1,1)) #padréo

i1) par(mfrow = c(3,2)) #graficos miltiplos

ii1) par(mfrow = c(4, 2), mar = c(2, 2, 0.3, 0.3), mgp = c(1.5, 0.6,0))
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Graficos tridimensionais

O principal comando para graficos em 3d é o open3d ().

i) x = sort(rnorm(1000))

y = rnorm(1000)

rnorm(1000) + atan2(x,y)

)
iii) z
)

w) plot3d(x, y, z, col=rainbow(1000))
2.8.8 Operacgoes matriciais
i) A=1:9
i) A = matrix(A, nrow = 3, ncol = 3, byrow = TRUE)
ii1) A[3,3]1=10 # Muda o elemento (3,3) da matriz A
iv) A[,1]
v) B[1,3]; B[c(1,2),3];B[c(1,3),c(2,4)] #selecionando partes de uma matriz
vi) B = t(A)
vii) rowSums(A[,2:3])
viii) diag(c(l, 2, 3))
iz) A * B # Produto ponto a ponto
x) A %%}, B # Produto matricial
xi) A.inv = solve(A)) # Inversa de A
xii) A %*% A.inv #
xiii) det(A) determinante da matriz A
xiv) pmin, pmax

2.8.9 Distribuicoes de probabilidade e fungoes associadas

Ha muitas distribuicoes de probabilidade na area de Estatistica. Para cada distribuicao podemos estar
interessados em quatro tipos de operacoes, representadas por d, p, q, r, descritas abaixo.

d : funcdo (densidade) de probabilidade avaliada em um ponto;
p : probabilidade associada a algum evento,
q : valores para construir Intervalos de Confianca (IC),

r : observacoes pseudo-aleatorias.
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Estas letras precedem as fungoes das distribuig¢oes. Os principais casos sao:
i) Normal: dnorm(), pnorm(), gnorm(), rnorm()
i1) t-Student: dt(, pt(, qt(O, rt(
i91) Qui-quadrado:  dchisq(), pchisq(), qchisq(), rchisq()
iv) Poisson: dpois(), ppois(), gpois(), rpois()
v) Uniforme:
vi) Gama:
vii) Cauchy:
viii) Geométrica:
iz) Hipergeométrica:
x) F:
xi) Exponencial:
xii) Beta:
xiii) Weibull:
Exemplo 2.28. Obter o valor f(x) da densidade da N(0,1) avaliada no ponto xz = 1.
dnorm(x=1,mean=0,sd=1)
Resultado, f(1) = 0.2419707
Exemplo 2.29. Plotar o grdfico da fdp N(0,1).

x = seq(-3,3,0.01)
plot(x,dnorm(x,0,1) ,type="1",xlab="x",ylab="£f(x)")

Exemplo 2.30. Calcular a probabilidade P(Z > —1), onde Z ~ N(0,1).
pnorm(-1)
Exemplo 2.31. Obter P(Z < —1) = 0.1586553 (duas opgaoes)

pnorm(g=-1,mean=0,sd=1,lower.tail=T)
1-pnorm(g=1,mean=0,sd=1,lower.tail=F)

Exemplo 2.32. Ober o valor de z tal que P(Z > z) = 0.95. Resultado: z = 1.644854.

gnorm(p=0.95,mean=0,sd=1)
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2.8.10 Geracao de valores de variaveis aleatérias no R

Uma das necessidades mais importantes é a geracao de valores de cada ditribuicdo, simulando o que
ocorre na pratica. A letra r que determina essas funcoes, provém da palavra random, que significa
aleatério. A cada vez que executamos um comando, sdo gerados diferentes valores aleatdrios, mas se
quisermos repetigao dos valores podemos resetar a semente (ou raiz) com o comando set.seed(1). A
seguir apresentamos fungoes definidas no R para geracao de valores de varidveis aleatorias para varias
distribuigoes.

Exemplo 2.33. Gerar 20 observagoes de uma N(0,1).
rnorm(n=20)

Exemplo 2.34. Gerar 20 observacées de uma N(10,9).
rnorm(n=20,mean=10,sd=3)

Descritivas

Para gerar estatisticas descritivas de um conunto de dados podemos usar a fungdo summary.
Exemplo 2.35. Gerar 1000 valores de uma N(0,1) e apresentar um sumdrio.

nrv = rnorm(mean=0,sd=1,n=10000)
print (summary (nrv))

2.8.11 Construindo um histograma

Para plotar um histograma de um conunto de dados, usamos a funcao hist.

Tabela 2.2 Func¢oes para geragdo de observagoes no R

Funcao Distribuigoes
runif(x,min,max) Uniforme
rnorm(x,mean,sd) Normal
rlnorm(x,mean,sd) Lognormal
rt(x,df) t-Student
rf(x,df1,df2) F
rchisq(x,df) Qui-quadrado
rexp(x) Exponencial
rgamma/(x,shape,scale) Gama
rbeta(x,a,b) Beta
rcauchy(x,location,scale) Cauchy
rbinom(x,n,p) Binomial
rgeom(X,p) Geométrica
rpois(x,lambda) Poisson
rhyper(x,m,n k) Hipergeométrica
rweibull(x,m) Weibull
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Exemplo 2.36. Gerar 1000 valores de uma N(0,1) e apresentar um histograma.

nrv = rnorm(mean=0,sd=1,n=10000)

hist(nrv)

Exemplo 2.37. Gerar 1000 valores de uma N(0,1) e apresentar um histograma.

x = rnorm(1000)
par (mfrow=c(2,1))
hist(x,main=1)

hist(x,breaks=seq(-5,5,.1) ,main=2)

Perceba que foram apresentados dois graficos na mesma figura com o par (mfrow=c(2,1))

#Geragdo das observagdes
#Ser&o dois graficos
#histograma padréo
#histograma com opgdes

Exemplo 2.38. Gerar 1000 valores de uma x%(10) e apresentar um histograma.

x=rchisq(1000,10);

hist(x)

hist(x,

main="Histograma Qui-quadrado",
xlab="Valores",
ylab="Prob",
br=c(c(0,5),c(5,15),5%3:7),
x1im=c(0,30),
ylim=c(0,0.1),
col="1lightblue",
border="white",

prob=T,

right=T,

adj=o0,

col.axis="red")

#Geracdo das 1000 observagdes
#histograma padrdao de x
#histograma de x com opgdes:
#titulo

#texto do eixo das abscissas
#texto do eixo das ordenadas
#int das classes

#limites do eixo de x
#limites do eixo y

#cor das colunas

#cor das bordas das colunas
#mostrar probabilidades.
#int fechados a direita
#alinhamento dos textos

#cor do texto nos eixos

Perceba que foram apresentados dois graficos em janelas disintas.

Exemplo 2.39. Entrar com um determinado conjunto de dados e apresentar um histograma.

dados<-c(25,27,18,16,21,22,21,20,18,23,27,21,19,20,21,16)

hist(dados,

nc=6,

right=F,
main="Histograma",
xlab="tempo (em minutos)",
ylab="frequencia",

col=2)

#histograma de dados

#nimero de classes igual a 6
#int fechado a esquerda
#titulo do histograma
#texto do eixo x

#texto do eixo y

#usa a cor cinza nas barras
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2.8.12 Construindo um grafico de barras

Para plotar um grafico de barras de um conunto de dados, usamos a fungao barplot.

Exemplo 2.40. Entrar com um determinado conjunto de dados e apresentar um grdfico de barras.
barplot (table(c("a","a","a","a","a","b","b","b","c","c","v","v")))

Exemplo 2.41. Entrar com as frequéncias obtidas em determinado conjunto de dados e apresentar
um grafico de barras.

dados<-c("a"=4 s "pN=7)
barplot(dados)

Exemplo 2.42. Entrar com dados e apresentar um grdfico de barras horizontais.

barplot (table(c("all llall lla" llall ||a|| llb" |Ibll llbll ||Cll llcll ||Vll llvll)) hor=T)

Exemplo 2.43. Gerar n = 100 valores X ~ B(10,5%) e de x(10) e plotar um grdfico de barras

x = rnorm(100,10,4)
y = rchisq(100,10)
boxplot(x,y)

2.8.13 Construindo um gréafico de setores (pizza)
Para plotar um grafico de pizza de um conunto de dados, usamos a funcao pie.
Exemplo 2.44. Geracdo de grdfico de pizza

x=c(1,1,2,2,2,2,3,3,3)

pie(x)

pie(x, labels = paste(round(tp3, dig=2), "%"), col = c(2,4))
legend ("topleft", legend=names(t3), fill = c(2,4))

2.8.14 Integragao numérica simples

H& varios métodos para obtencao de aproximacOes para integrais. Apresentamos, para fins de ilus-
tracao, uma ideia bem simples de como proceder.

Exemplo 2.45. Obter valor aprozimado para a integral da fungao f(t) = cos(t)no intervalo [0, /6].

dt = 0.005
t = seq(0, pi/6, by = dt)
ft = cos(t)
plot(t,ft)

I = sum(ft) * dt
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2.8.15 Programando com o R

Expressoe condicionais

if (logical_expression) { expression_1 ... }
if (logical_expression) { expression_1 ... } else { expression_2 ... }
Loops

for (i in 1:n) {3}

while (logical_expression) { expression_1 ... }
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Capitulo 3

Conceitos Basicos

3.1 Introducao

Muitas das decisoes que ocorrem na pratica, sejam por grandes empresas, bolsas de valores, planos
de saude, liberacao de remédios para comercializacao, dentre outras, sao baseadas em algo altamente
favordvel. Ressalta-se o altamente porque as pessoas sao diferentes, os momentos podem ser diferentes,
as condicoes sao fiferentes, de forma que raramente obtemos sucesso em 100% dos casos.

Todas as vezes que se estuda algum fenémeno observavel, objetiva-se distinguir o préprio fenémeno
e o modelo matematico (deterministico ou probabilistico), que melhor o explique. Os fenémenos estu-
dados pela estatistica sao fendomenos cujo resultado, mesmo em condigoes normais de experimentagao
varia de uma observacao para outra, dificultando dessa forma a previsao de um resultado futuro.
Para a explicagao desses fenomenos (fendmenos aleatérios), adotaremos um modelo matemético pro-
babilistico. Que neste caso serd o Céalculo das Probabilidades.

3.2 Experimentos Aleatoérios

Hoje em dia grande quantidade de jogos é oferecida, entre os quais citamos, por exemplo: A Loteria
Federal, A Sena e a Loteria Esportiva. E natural que se pense nas chances de ganhar um prémio antes
de se decidir em qual deles jogar. Um torcedor procura avaliar as chances de vitéria de seu clube
antes de cada jogo do qual o mesmo participara. A loteria esportiva foi criada em fungdo do interesse
do brasileiro pelo futebol e de sua paixao por jogos. Na loteria esportiva a cada rodada é escolhido
um determinado ntimero de jogos e a aposta consiste da escolha em cada jogo de um dos possiveis
resultados, ou seja, vitéria de um dos dois clubes ou empate.

Muitas vezes ao acordar nos perguntamos: Sera que vai chover? De um modo ou de outro atribuimos
um valor a chance de chover e entao decidimos o tipo de roupa que usaremos e se levaremos ou nao
um guarda chuva conosco. Pode-se imaginar uma série de outras situagoes na qual nos deparamos,
com a incerteza quanto a ocorréncia de uma das possiveis alternativas dentro de um contexto no qual
se estd inserido. Por exemplo, ao chegar a uma bifurcacao na qual ha duas opgoes de trafego para se
dirigir a um local desejado, procura-se avaliar as condigoes de transito nos dois caminhos para entao
decidir-se por um deles.

Um analista de sistemas atribui chances aos possiveis niimeros de usuarios que estarao ligados, a uma
rede durante certo periodo. Um engenheiro industrial avalia as chances de um determinado processo
encontrar-se em equilibrio, ou atribui chances para as possiveis proporgoes de pecas defeituosas por ele
produzidas. Um médico defronta-se com a incerteza em relagao ao efeito provocado pela administracao
de um novo remédio a um determinado paciente.

H&a uma grande classe de experimentos que, ao serem repetidos nas mesmas condicoes, produzem
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resultados diferentes. Em outras palavras, experimentos que, quando realizados, ndo apresentam re-
sultados previsiveis de antemao.

Definicao 3.2.1. Ezperimentos que ao serem repetidos nas mesmas condicoes ndo produzem o mesmo
resultado sao demominados experimentos aleatorios.
Apresenta-se a seguir alguns exemplos de experimentos aleatorios:

Exemplo 3.2.1. Quando retiramos um lote de pecas em um processo de producao, observamos que
o numero de pecas defeituosas varia de lote para lote.

Exemplo 3.2.2. O numero de chamados telefénicas que chegam a uma central em um determinado
intervalo de tempo nao pode ser determinado de antemao.

Exemplo 3.2.3. Se escolhermos uma lampada do processo de fabricagao e observarmos o seu tempo
de duragao, verificaremos que este tempo varia de lampada para lampada.

Exemplo 3.2.4. Se lancarmos um dado sobre uma superficie plana e observarmos o nimero que
aparece na face superior, nao poderemos determinar “a priori” qual serd esse nimero.

Exemplo 3.2.5. Se selecionarmos um casal dentre varios outros casais e observarmos o sexo do
primogénito, nao sera possivel determiné-lo “a priori”, e o mesmo ird variar de casal para casal.

Definicao 3.2.2. Os experimentos que ao serem repetidos nas mesmas condigoes conduzem ao mesmo
resultado sao denominados deterministicos.
Eis alguns exemplos de experimentos deterministicos

Exemplo 3.2.6. Se deixarmos uma pedra cair de certa altura pode-se determinar sua posicao e
velocidade para qualquer instante de tempo posterior a queda.

Exemplo 3.2.7. Se aquecermos a agua a 100 graus centigrados, a mesma entrard em ebuligao.

Objetiva-se, portanto, construir um modelo matematico para representar experimentos aleatérios.
Isso sera feito em duas etapas: Na primeira descreveremos para cada experimento aleatério o conjunto
de seus resultados possiveis, e na segunda procuraremos atribuir pesos a cada resultado que reflitam
a sua maior ou menor chance de ocorrer, quando o experimento é realizado.

3.3 Espaco Amostral e Eventos

Definicao 3.3.1. Denominaremos espag¢o amostral associado a um experimento o conjunto de seus
resultados possiveis.

O espaco amostral serd representado por um conjunto S, cujos elementos serao denominados
eventos simples ou pontos amostrais. Sempre que o experimento for realizado, ird se supor que ocorrerd
um e apenas um evento simples.

Exemplo 3.3.1. No Exemplo 4.2.4, que corresponde ao langcamento de um dado, o espago amostral
é o conjunto:

S ={1,2,3,4,5,6}

Exemplo 3.3.2. Uma moeda ¢é langada duas vezes sobre uma superficie plana. Em cada um dos dois
langamentos pode ocorrer cara (K) ou coroa (C). O espago amostral é o conjunto:

S ={KK,KC,CK,CC}
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Exemplo 3.3.3. Trés pegas sao retiradas de uma linha de produgao. Cada peca é classificada como
boa (B) ou defeituosa (D). O espago amostral associado a esse experimento é:

{BBB,BBD,BDB,DBB,BDD, DBD, DDB,DDD}

Nos Exemplos 4.3.1; 4.3.2; 4.3.3; O espago amostral é finito. Apresentaremos a seguir exemplos de
experimentos aleatdrios, cujos espagos amostrais nao sao finitos.

Exemplo 3.3.4. Uma moeda é lancada sucessivamente até que aparega cara pela primeira vez. Se
ocorrer cara no primeiro langamento o experimento termina. Se ocorrer coroa no primeiro lancamento
, faz-se um segundo lancamento e se entao ocorrer cara o experimento termina. Se nao ocorrer cara
nos dois primeiros lancamentos, faz-se um terceiro langcamento e caso nao ocorra cara, faz-se um
quarto lancamento e assim por diante até se verificar a ocorréncia da primeira cara, que é quando o
experimento termina. O espaco amostral é o conjunto:

{K,CK,CCK,CCCK,CCCCK, ...}

Note que os pontos desse espago amostral, podem ser postos em correspondéncia biunivuca com o
conjunto dos nimeros naturais e portanto, ele é infinito, porém enumeravel.

Exemplo 3.3.5. Considere o Exemplo 4.2.2, a onde observamos o nimero de chamadas telefonicas
que chegam a uma central durante um intervalo de tempo. O espaco amostral é o conjunto:

S =1{0,1,2,3,4,.....}

Exemplo 3.3.6. Considere a situacao do Exemplo 4.2.3, a onde observamos o tempo de vida de uma
lampada. O espago amostral é o conjunto dos niimeros reais nao negativos. Ou seja:

{z :z real,z > 0}

Exemplo 3.3.7. A umidade do ar pode ser registrada por meio de higrometro. Um higrometro pode
ser acoplado a um dispositivo que possui um ponteiro, que desliza sobre papel milimetrado e registra
em cada instante a umidade do ar. Se as leituras sao feitas no intervalo de tempo [0,7]. Entao o
resultado é uma curva que a cada t € [0, 7T, associa~se x(t), que designa a umidade do ar no instante
t. E razoével supor-se que x(t), é uma funcao continua de t. no intervalo [0,7]. O espago amostral
nesse caso é o conjunto:

S = {z :  é uma fungao continua em [0,77]}.

Nos Exemplos 4.3.4 e 4.3.5, o espaco amostral é infinito, porém enumeravel, isto é, pode ser posto
em correspondéncia biunivoca com o conjunto dos naturais.

Nos Exemplos 4.3.6 e 4.3.7, o espaco amostral € infinito e ndo enumeravel.

Seja S o espaco amostral associado a um experimento aleatério.

Definicao 3.3.2. Denominaremos de evento a todo resultado ou subconjunto de resultados de um
experimento.

Os eventos serao representados por subconjuntos do espago amostral. Os eventos representados
por um conjunto unitario, isto é, contendo apenas um ponto do espaco amostral sao denominados
eventos simples. Diremos que o evento “A”ocorre quando o resultado do experimento é um evento

N

simples pertencente & “A”.
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Exemplo 3.3.8. No Exemplo 4.3.3, consideremos o evento “A”: duas pecas sao boas. Tem-se:
A={BBD,BDB,DBB}
Entao “A”ocorre se ocorrer um dos trés eventos simples BBD, BDB, ou DBB.

Exemplo 3.3.9. No Exemplo 4.3.4, consideramos o evento “A”: A primeira cara ocorre em um
lancamento que é um multiplo de 3. Temos entao:

A={CCK,CCCCCK,CCCCCCCCK, ...}

Os eventos simples de “A”tém 3n-1, coroas que precedem a ocorréncia da primeira cara na posicao
3n, paran=1, 2, 3,---

Exemplo 3.3.10. No Exemplo 4.3.2, considere o evento “B”: O ntmero de caras é igual ao nimero
de coroas,
B ={KC,CK}

3.4 Operacoes entre Eventos

Definicao 3.4.1. A reunido de dois eventos “A”e “B”, denotada A U B, € o evento que ocorre se
pelo menos um deles ocorre.

Definicao 3.4.2. A intersecio de dois eventos “A” e “B”, denotada A N B, € o evento que ocorre
se ambos ocorrem.

Definicao 3.4.3. O complementar do evento “A”, denotado A° é o evento que ocorre quando “A”’nao
ocorre.

Como os eventos sao subconjuntos do espaco amostral, podemos representar a reuniao de dois
eventos, a intersecao de dois eventos e o complementar de um evento, pelos diagramas utilizados para
representar subconjuntos de um determinado conjunto.

Dado dois conjuntos A e B, as seguintes operagoes podem ser realizadas: Uniao, Intersegao e Com-
plementar de eventos.
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Exemplo 3.4.1. Uma urna contém bolas numeradas de 1 a 15. Uma bola é retirada da urna e seu
nimero anotado. Sejam “A” e “B”, os seguintes eventos,

A: O numero da bola retirada é par;

B: O ntamero da bola retirada é multiplo de 3.

Determinaremos os eventos AUB, ANB e A°.

O espaco amostral S associado a esse experimento é o conjunto:
S=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15}

Para “A” |, “B”; AUB; ANB e A€ Temos:

A = {2,4,6,8,10,12,14}; (3.1)
B = {3,6,9,12,15}; (3.2)
AUB = {2,3,4,6,8,9,10,12,14,15}; (3.3)
AnB = {6,12} (3.4)
A = {1,3,5,7,9,11,13,15} (3.5)

Dizemos que o evento “A”, implica o evento “B”, que denotamos por A C B, se para todo w € “A”|
tivermos w € “B”. Isto corresponde a situagdo em que a ocorréncia de “A”, garante inevitavelmente
a ocorréncia de “B”.

Os eventos “A” e “B”, sdo iguaisse A C Be B C A. Os eventos “A” e “B”, sao ditos mutuamente
exclusivos, se eles ndo podem ocorrer simultaneamente. Isto é equivalente & AN B = ¢.

Apresenta-se a seguir um lema com algumas propriedades dessas operagoes entre eventos.

Lema 3.4.1. Sejam “A”, “B” e “C”, eventos do espaco amostral S, temos:
a) (AUB) N C =(AnC) U (BnC);

b) (AnB) U C =(AuC) n (BuC);

c) (AU B)¢ = A°N B¢

d) (AN B)¢ = A°U B°.

Demonstragao:
Vamos demonstrar a) e d).

Para demonstrar a igualdade em a), precisamos mostrar que todo elemento pertencente ao lado
esquerdo da igualdade, pertence ao lado direito da igualdade e vise-versa.

Sew € (AUB)NC, entao w € (AU B) e w € C. Dai decorre que (w € A ou we B)ew e C e
portanto, (we€ A e we C)ou(w e B e we C),ouseja, (we (ANC)) ou (w e (BNC)), que
implica em w € (ANC)U (BN C). Podemos percorrer estas implicagoes de tras para frente e verificar
que sao verdadeiras, de onde decorre a igualdade dos conjuntos.

Para demonstrar a igualdade d), precisamos mostrar que;
Seja w € (AN B)°, entao w ¢ (AN B), o que implica em w ¢ A ou w ¢ B, que por sua vez implica
em w € A° ou w € B¢, isto é, w € (A°U B€). Partindo de w € (AU B€) e fazendo o percurso inverso
noés obtemos a igualdade.
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A seguir apresenta-se definigoes de operagoes de uma reuniao e de uma intersecao enumeravel de
eventos.

Definigao 3.4.4. O evento | J;2, A;, € o evento que ocorre quando pelo menos um dos eventos A;,
parat=1,2,3,..., ocorre.

Definicao 3.4.5. O evento ();=, Ai € o evento que ocorre quando todos os eventos A;, i = 1,2,3, ...,
ocorrem.

3.5 Definigoes: Classica, Freqiientista e Subjetiva de Probabilidade

A definicao dita classica baseia-se no conceito primitivo de eventos igualmente possiveis. Considere-
mos um experimento com nimero “Finito” de eventos simples. Vamos supor que podemos, por alguma
razao, uma razao de simetria, por exemplo, atribuir a mesma chance de ocorréncia a cada um dos
eventos simples desse experimento. Nessas condig¢oes adotaremos a seguinte definicao de probabilidade.

Definicao 3.5.1. Consideremos um espaco amostral S com “N”eventos simples, onde supoe-se que
0s mesmos sdo igualmente possiveis. Seja “A”um evento de S composto de “m”eventos simples. A
probabilidade de “A”, que denotaremos por P(A), é definida por:

m
N

Observamos que assim caracterizada, a probabilidade é uma fungao a qual defini-se na classe dos
eventos ou, o que é equivalente, na classe dos subconjuntos do espago amostral e satisfaz as propriedades

estabelecidas no lema a seguir:

P(A) = (3.6)

Lema 3.5.1. Seja S um espago amostral finito satisfazendo as condi¢ées da Defini¢cao 4.5.1, a proba-
bilidade definida pela Equagao (1.1), satisfaz:

(i) 0 < P(A) <1;

(ii) P(A) >0, para todo A C S;

(iii) P(S) = 1;

(iv) Se “A” e “B”, sao eventos mutuamente exclusivos, entdo: P(AU B) = P(A) + P(B)

Demonstragao (ii): Como N > 0 e m > 0, segue que P(A) > 0.

Suponha que “A”tem “m;” eventos simples e que “B”tem “ms” eventos simples. Como “A”e “B”sao
mutuamente exclusivos, segue que 0s mesmos Nao possuem eventos simples em comum, logo o nimero
de eventos simples de AU B é m; + mg. Usando a definigdo obtemos (iv).

)

Como o nuimero de eventos simples de S é N, segue baseado na definigdo que P(S) = 1.

Exemplo 3.5.1. No experimento que consiste em se lancar um dado, supondo-se que o mesmo é
balanceado (honesto), pode-se atribuir probabilidade 1/6, a cada um dos eventos simples: 1, 2, 3, 4, 5
e 6. O evento “O numero obtido quando se langa o dado é par”tem probabilidade 0,5, ou seja, 1/2.

Nas situagoes em que a defini¢ao classica se aplica, para calcular a probabilidade de um evento “A”,
precisamos contar o nimero de eventos simples do espaco amostral e de “A”. Para facilitar essa tarefa
serd expresso alguns métodos de contagem.

Introducao a Probabilidade 2012 Notas de aulas



3.5 Definigoes: Classica, Freqiientista e Subjetiva de Probabilidade 64

3.5.1 Definicao Freqiientista de Probabilidade

Ao concluirmos que um evento € aleatorio, desejamos poder atribuir ao mesmo wm numero que
reflita, suas chances de ocorréncia quando o experimento € realizado. Vimos anteriormente que em
determinadas circunstancias podemos atribuir, a mesma chance a todos os eventos simples associ-
ados ao experimento. Quando o niumero de eventos simples do espaco amostral nao for finito, esta
possibilidade fica descartada.

Uma outra maneira de determinar a probabilidade de um evento consiste em repetir-se o experimento
aleatdrio, digamos “n” vezes, e verificar quantas vezes o evento “A” associado a esse experimento ocorre.
Seja n(A), o nimero de vezes em que o evento “A”ocorreu nas “n”repetigdes do experimento. A razao

n(A)
fn,a= (3.7)

n

[T )}

é denotada de freqiiéncia relativa de “A”nas “n”, repetigoes do experimento.
Repetindo-se um experimento um grande nimero de vezes, nas mesmas condigoes, e de modo que
as repeticoes sucessivas nao dependam dos resultados anteriores, observa-se que a freqiiéncia relativa

[l

de ocorréncias do evento “A”tende a uma constante “p”.

A estabilidade da freqiiéncia relativa, para um grande niimero de observagoes, foi inicialmente notada
em dados demograficos e em resultados de langamentos de dados.

Buffon, no século XVIII, realizou 4040 langamentos de uma moeda e observou a ocorréncia de
2048 caras. A freqiiéncia relativa observada desse experimento foi 0,5069. Karl Pearson fez 24000
lancamentos de uma moeda, tendo obtido freqiiéncia relativa de 0,5005 para a face cara.

Os dados seguintes referem-se ao nimero de nascimentos durante um ano de classificagdo quanto
a0 Sexo.

Tabela 3.1 Nascimentos Durante Um Ano
Meses Jan. Fev. Mar. Abr. Mai. Jun. Jul. Ago. Set. Out. Nov. Dez.

Masc. 3743 3550 4017 4173 4117 3944 3964 3797 3712 3512 3392 3761
Femin. 3537 3407 3866 3711 3775 3665 3621 3596 3491 3391 3160 3371
Total 7280 6957 7883 7884 7892 7609 7585 7393 7203 6903 6552 7132

Para os dados do ano todo, a freqiiéncia relativa de nascimentos do sexo masculino foi:

45682
— 2%~ 0,5175.
ss273 ~ 01T

Seja S o espago amostral associado a um experimento aleatério. Considerando-se “n”repetigoes desse
experimento nas mesmas condigoes, observemos que a freqiiéncia relativa esta definida na classe dos
eventos de S e suas propriedades s@o dadas no lema a seguir:

Lema 3.5.2. A “Fregiiéncia Relativa fy, a, definida na classe dos eventos do espago amostral S
satisfaz as sequintes condigoes:”

(a) Para todo evento “A”, 0 < f, a < 1;

(b) Se “A”e “B”sao dois eventos de S mutuamente exclusivos, temos: fn. A U B = fn, A + fn, B;
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(C) fn, S = 1.

Demonstracgao:

A parte a) decorre do fato de que n(A) > 0. Como os eventos “A”e “B”, sao mutuamente exclusivos,
toda vez que um deles ocorre o outro nao ocorre e portanto, o nimero de ocorréncias de A U B, é igual
a soma do numero de ocorréncias de “A”com o nimero de ocorréncias de “B”, isto é: n(A U B) =
n(A)+n(B). Dividindo-se por “n”obtemos b). Como em toda realizacao do experimento algum ponto
de S ocorre, segue-se que c¢) é verdadeira.

Houveram tentativas de se definir a probabilidade como limite da freqiiéncia relativa, ja que se
observa a maneira como foi mensionada, a freqiiéncia relativa f, 4, se aproxima de uma constante
quando “n”tende a infinito. A definigdo cldssica satisfaz o Lema 1.5.1. Sdo também satisfeitas as
condigoes pela freqiiéncia relativa baseado no Lema 1.5.2 e servem de sustentacao intuitiva para a
definicao axiomatica de probabilidade.

3.5.2 Definicao Subjetiva de Probabilidade

Toda fundamentagao freqiientista de probabilidade esta baseada na hipdtese de que existe uma
realidade fisica e que as probabilidades descrevem aspectos dessa realidade, de modo analogo aos
que as leis da mecéanica fazem no caso de um modelo deterministico. A probabilidade de um evento
associado a um experimento independe, portanto, do observador, sendo obtida como o valor do qual se
aproxima a freqiiéncia relativa de ocorréncias desse evento, em um grande nimero de repeticoes desse
experimento. Ha, no entanto, situacoes em que a repeticdo do experimento nao pode ser realizada e
outras em que nao pode ser realizada em idénticas condicoes.

Apresenta-se a seguir alguns exemplos dessas situacoes:

(a) Deseja-se saber quem vencerd o préximo jogo entre Flamengo e Fluminense;
(b) Um paciente é submetido a um novo tipo de cirurgia e deseja-se saber se ele ficard curado;

(c) Deseja-se saber se havera um tremor de terra no Rio Grande do Norte no préximo ano.

No primeiro exemplo que se relaciona a um jogo entre dois clubes, sabemos que ha estatisticas de
um elevado nimero de jogos entre Flamengo e Fluminense, mas que as condig¢oes entre um jogo e
outro variam bastante. No exemplo seguinte, ndao se pode falar em repeticdo do experimento, pois,
trata-se de uma nova técnica cirtirgica que estara sendo aplicada. Com relagdo ao terceiro exemplo,
temos noticias de raras ocorréncias de tremores de terra no Rio Grande do Norte.

Uma corrente de probabilistas considera a probabilidade de um evento, como sendo a medida da
crenca que o observador possui na ocorréncia do evento. Dessa forma, a probabilidade serd em geral
diferente para distintas pessoas, em decorréncia das diferentes opinioes que elas tém sobre a ocorréncia
do evento. Em uma outra descricao equivalente, a probabilidade de um evento é o valor que cada
observador estaria propenso a apostar na realizagao do evento.

3.5.3 Definicao Axiomatica de Probabilidade

A probabilidade serd definida em uma classe de eventos do espago amostral que satisfaz certas
propriedades. Todas as operacoes a serem definidas entre os eventos conduzem a novos eventos que
pertencem a essa classe.
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Definicao 3.5.2. Seja uma medida de probabilidade P, uma funcdo definida em uma classe f de
eventos de S a qual satisfaz as sequintes condigoes:

1. P(S)=1;
2. P(A) > 0 para todo A € f;

3. Se A,,n > 1, sdo seqiiéncias mutuamente disjuntas em f, entdo Ay, Az, As,---, A, € f, logo,
chega-se a:
© P(UJ An) =D P(An) (3.8)
n>1 n>1

Definicao 3.5.3. Um espaco de probabilidade é uma terna (S, f, P), onde
1. S € um conjunto ndao vazio;
2. f € um subconjunto de S, e

3. P € uma medida de probabilidade em f.

3.5.4 Propriedades da Probabilidade
e (P1) P(¢) =0;

(P2) P(A) = 1 — P(A%);

(P3) Sendo A e B, dois eventos quaisquer, garante-se que

P(B) = P(BNA)+ P(BnNA®;

Se A C B, entao P(A) < P(B);

Regra da Adic@o de Probabilidade (Generalizavel para qualquer “n”):

P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB);

e (P6) Para eventos quaisquer Aj, Az, As, -+, Ay

o (P7)Se A, 1T A, entao P(A,) T P(A). De maneira similar, Se A,, | A, entao P(4,) | P(A).

Demonstragao:

(P1) Denotemos por ¢ o evento impossivel. Seja A um evento de S (espago amostral), de proba-
bilidade positiva; Seja ¢ o evento impossivel (improvavel), podemos exprimir o evento A da seguinte
maneira:

oo
A=Al ¢
i=1
onde para todo ¢ > 1, ¢; = ¢.
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Entao baseado na Equacao (1.3), segue que:
P(A) = P(A) + ) _P(¢).
i=1

Subtraindo P(A), em Ambos os membros, segue que a igualdade anterior sé faz sentido se P(¢) = 0,
logo, a demonstracao estd completa.

(P2) Os eventos A e A° formam uma partigao de S e, portanto, baseado na Equagao (1.3), temos
que
P(S)=P(AUA°) = P(A) + P(A°);

devido ao fato que P(S) =1, logo
1=P(A)+ P(A°) = P(A) =1— P(A°).
(P3) Para dois eventos A e B quaisquer, é sempre possivel escrever o evento B da seguinte maneira:

B =(BNA)U (BN A®). Note que essa é uma unido disjunta e, portanto, baseado na Equacao (1.3),
chega-se que o resultado segue de forma imediata, ou seja,

P(B)=P(BNA)+ P(BNA°)—P(BNA)N(BNA9)

P(B)=P(BNA)+P(BNA%) —0 = P(B) = P(BNA)+P(Bn A°).

(P4) Se A C B entao o evento B pode ser particionado nos moldes usados em (P3). Assim,
B=(BNA)U(BNA% =AU (BN A").
Entao, como a uniao é disjunta, vem que
P(B)=P(A)+ P(BNA°) > P(A),
uma vez que P(A) >0, P(B N A€) > 0. Portanto, P(A) < P(B).
(P5) Vamos escrever AU B como a seguinte uniao disjunta:
AUB=(ANB)U(BNA°)U (AN B);
Portanto, baseado na Equagao (1.3), segue que:
P(AUB)=P(ANB°)+ P(BNA°)+ P(AN B);
Aplicando-se (P3), nos eventos A e B, eles podem ser escritos da seguinte forma:

P(A) = P(ANB) + P(AN BY)

P(B)=P(BNA)+ P(BnNA°);
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De modo que obtemos:
P(AUB)=P(A)—P(ANnB)+ P(B)—P(BnA)+ P(ANB),
e o resultado segue, uma vez que a interseccao é comutativa.

(P6) Vamos escrever U2, A;, como a unido de uma seqiiéncia disjunta de eventos. Temos
[e.9]
J Ai = A1 U (4§ N Az) U (A5 N A5 N A3) U
i=1
Portanto, pela Equagao (4.3), podemos escrever
o0
P(|J Ai) < P(A1) + P(A;) + P(A3) +
i=1
visto que,
UA P(Ay) + P(A§ N Ag) + P(A§ N AN Ag) +
Como para qualquer j,
ATNASNASN---NAF_ NA; CAj.
Baseado na Equacao (1.3), logo

P JA) <> P4y
i=1 =1

(P7) Lembramos que a notagdo A4, T A, indica que temos uma seqiiéncia mondtona nao decrescente
de eventos A1, A, As, - - -, tais que, pode-se garantir que

lim A; = A = UA

i—00
=1

Uma vez que A; C Ay C A3 C -+, segue que P(A;) é ndo decrescente em 7 pela propriedade (P4).
Como também é limitada entao ILm P(A,)
n oo

existe. Escrevendo o evento A da mesma maneira como foi feito na demonstragao de (P6), vem que
UA P(A1) + P(Af N Ag) + P(Af N A5 N Asz) +

Neste caso, vale PATNASNASN---NAT_ 1 NA;) = P(A;) — P(4;-1),

para qualquer j. Assim pela definicdo de convergéncia de séries infinitas,

P(A) = Tim (P(A1) 4 [P(A2) = P(A)] +--- + [P(4n) — P(An-1)]),

n——oo

e o resultado segue apds simplificagao.
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Considere agora o caso em que A, | A. Temos agora uma seqiiéncia mondtona nao crescente com:
Ay D Ay D A3 D -+, de modo que

1—00 '
=1

7 ’ ~ . / ,
e também P(A;) é ndo crescente em i por (P4). Tomando os complementares dos A,,, recaimos no
caso anterior de seqiiéncias mondétonas nao decrescentes e o resultado segue sem dificuldades.

Exemplo 3.5.2. Um dado equilibrado é langado duas vezes e as faces resultantes sao observadas. Um
espaco amostral natural seria:

S ={1,2,3,4,5,6} x {1,2,3,4,5,6}.

A face f pode ser o conjunto das partes e P é a probabilidade uniforme em todos os pontos de S,
isto é, P({S}) = 1/36. Note que fica mais simples considerar que S = {57, S2}. Dessa maneira o
espaco amostral é constituido de pares de valores, representando os resultados do primeiro e segundo
lancamentos, respectivamente. Assim, o espaco amostral completo sera:

S ={(1,1);(1,2); (1,3); (1,4); (1,5); (1,6); (2,1); (2,2); (2,3); (2,4); (2,5); (2,6);
(3,1);(3,2);(3,3); (3,4); (3,5);(3,6); (4,1); (4,2); (4,3); (4,4); (4,5); (4,6);
(5,1);(5,2);(5,3); (5,4); (5,5); (5,6); (6, 1); (6,2); (6,3); (6,4); (6,5); (6,6) }.

Considere os eventos:
A: A soma dos resultados é impar;
B: O resultado do primeiro lancamento é impar;
C: O produto dos resultados é fmpar.
Portanto, as probabilidades associadas a cada um dos trés eventos sera:

P(A) =18/36; P(B)=18/36 ¢ P(C)=9/36.
Para a unido de A e B, temos:

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) = 18/36 + 18/36 — 9/36 = 27/36 = 3/4 —>

P(AUB) =0,75.

O célculo da probabilidade da unido de A, B e C, pode ser feito com aplicagoes sucessivas da regra

de adigao de probabilidades, que é a propriedade (P5), apresentada anteriormente. Logo,
P(AUBUC)=P[(AUuB)UC]=P(AUB)+ P(C)— P[(AUuB)N (]

P(AUBUC)=P(A)+ P(B)—P(ANnB)+P(C)—-[P((AnC)Uu(BN(O))]
P(AuUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—-[P(ANC)+P(BNC)—P(ANBNC)]
P(AUBUC)=PA)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANnC)—P(BNC)+P(AnBNC);

Assim, atribuindo o valor das probabilidades aos seus respectivos eventos chega-se a:
P(AUBUC)=18/36+18/36 +9/36 —9/36 —0—9/36 +0 = 27/36 = 3/4,

assim

P(AUBUC) =0,75.
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Teorema 3.5.1. Sejam os eventos A,, n > 1, se

A1 C Ay C Az C ... C A, e A

[
(@
b
3

3
Il
_

Seja By = A1 e, para todo n > 2;
Seja By, = A, N A _,. Entdo, temos que

lim P(A,) = P(A).

n——aoo

Prova: Baseado nas afirmacoes acima conclui-se que:
(a) Os B, sao eventos disjuntos (exclusivos);
(b) An = U?:l Bia;

() A=Unli An=U,2 Uil Bi = U2y B

logo, n [e§)
P(A,) =) P(Bi) e P(A)=)_P(By).
=1 =1
Mas, como
nlﬂlooz;P(Bi) = Z;P(Bz')a
segue que

lim P(A,) = P(A).

n——~oo

3.6 Métodos de Enumeragao (Analise Combinatéria)
3.6.1 Arranjo (Amostras Ordenadas)

Principio Fundamental da Contagem
Suponha que uma tarefa pode ser executada em duas etapas. Se a primeira etapa pode ser realizada

de “n”maneiras e a segunda etapa de “m”maneiras, entao a tarefa completa pode ser desenvolvida de
n X m maneiras.

Definigao 3.6.1. Uma amostra de tamanho ‘n”de um conjunto C' que tem N elementos € uma cole¢do
de “n”elementos de C.

Definicao 3.6.2. Uma amostra é dita ordenada se os seus elementos forem ordenados, isto é, se duas
amostras com os mesmos elementos, porém em ordens distintas, forem consideradas diferentes.

Lema 3.6.1. O nudmero de amostras ordenadas (sem reposi¢ao) de tamanho “n”, de um conjunto
com N elementos, que serd denotado por (N),, é dado por

=—— - =Nx(N—-1)x (N—-2) % ...... X (N —n+1).
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Exemplo 3.6.1. Considere o conjunto das quatro primeiras letras do alfabeto {a,b,c,d}. O nimero
de amostras ordenadas sem reposicao de tamanho trés é igual a (4)3 = 4 X 3 x 2 = 24, a seguir lista-se

essas amostras. (a,b,c) (a,b,d) (a,c,b) (a,c,d) (a,d,c) (a,d,b)
(b,a,c¢) (b,a,d) (b,c,a) (b,e,d) (b,d,a) (b,d,c)
(c,a,b) (c,a,d) (e,b,a) (c,b,d) (c,d,a) (c,d,b)
(d,a,b) (d,a,c) (d,b,a) (d,b,c) (d,c,a) (d,c,b)

Lema 3.6.2. O numero de amostras ordenadas (com reposi¢cdo) de tamanho ‘n”, de um conjunto de
N elementos € igual a N".

Exemplo 3.6.2. Lanca-se “n”vezes uma moeda equilibrada. Determinar a probabilidade de obter
pelo menos uma cara.

Lancar uma moeda “n”vezes equivale a selecionar uma amostra com reposicao de tamanho
“n”de uma populagao de dois elementos, { K, C}. Logo, existem 2" resultados possiveis e igualmente
provaveis. Sejam
A = {Obter pelo menos uma Cara} e

A; = {Obter Cara no i-ésimo langamento}.

Entao,

P(A)=1-P(A) =1-P (UL 4)) =1- P (ML, 45) 5
Visto que, com base na Lei de Morgan garante-se que:
(1) (U?:l Ai)c = ﬂ?:l Af
(ii) (ﬂ?:l Ai)c = UL 45

Agora, (7, AS ocorre se todos os “n”lancamentos produzirem coroas. Logo, conclui-se que:

PO A9) = (1/2)" = 5

De modo que

1

Supondo n = 1, chega-se que, langando a moeda uma tnica vez, a probabilidade de se obter a face

cara é: . )
PAY =1——==1—=
(A)=1-r =1,

ou seja,
1
P(A) = 5= 0,5 = 50%.

Supondo n = 5,
1 1
s=1---=1-0,03=0,97.

P(A)=1-
(4) 2 32
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Exemplo 3.6.3. (Problema do Aniversdrio) Suponha que os aniversirios das pessoas ocorram com
igual probabilidade entre os 365 dias do ano. Determinar a probabilidade de que em um grupo de
“n” pessoas nao existam duas com aniversarios comuns, ou seja, todas tenham nascido em dias dife-
rentes.

Seja A = {as “n”pessoas nasceram em dias diferentes}. Temos que o nimero de possiveis datas para
as “n”pessoas serd 365" (Amostra ordenada com reposigao de tamanho “n”de um conjunto com 365
elementos).

[yl

Agora, datas distintas de nascimento das “n”pessoas correspondam a amostras ordenadas sem re-
posigao de tamanho “n”de um conjunto com 365 elementos, cujo nimero é (365),. Assim

(365),  (365) x (365 — 1) x (365 — 2) X (365 — 3) X ...... X (365 —n + 1)

(365)" 365"

—(1— L _ 2 _ 3 _n-1
= (1= 365) x (1= 555) x (1= 555) X wooom x (1= 55)
Portanto, caso se queira a probabilidade de pelo menos duas pessoas com aniversarios no mesmo dia,

deve-se proceder de maneira que:
P(A)=1—-P(A°) = P(A°)=1- P(A).

A tabela a seguir apresenta alguns valores para a P(A¢) em funcao de “n”.

Tabela 3.2 Numero de pessoas
com aniversarios coincidentes.

Ntimero de Pessoas P(A€)

10 0,1169
20 0,4114
30 0,7063
40 0,8912
50 0,9704
60 0,0941
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3.7 Permutacoes

Definicao 3.7.1. Uma amostra ordenada sem reposicao de tamanho ‘n”, de um conjunto com

“‘n”elementos serd denominada uma permutacao dos “n”elementos.
Lema 3.7.1. O nidmero de permutacédes de “n”elementos denotado P, é dado por P, = n!.

Exemplo 3.7.1. Suponha que temos “n”caixas distintas e “n”bolas distintas. Essas bolas sao dis-

tribuidas ao acaso nas “n”caixas, de modo que, cada caixa contenha exatamente uma bola. Qual a
) )

probabilidade de que uma bola especifica, digamos uma bola ¢, esteja em uma caixa especifica, digamos

caixa j7

[{3e}]

O numero de maneiras de distribuir as “n”bolas nas “n” caixas, da forma descrita acima, é dado por
n!. Agora, se a bola i estd na caixa j, restam (n — 1) bolas para serem distribuidas em (n — 1) caixas.
Isto pode ser feito de (n — 1)! maneiras. Portanto, a probabilidade solicitada é dada por

n—=1)! 1

p:7[ = —
n: n

Exemplo 3.7.2. Considere o conjunto dos inteiros de 1 a 3. O nimero de permutagoes desse conjunto
é P3 =3 x2x1=6 e as permutagoes sao as seguintes:

123;132;213; 231; 312 e 321

Observagoes:

(i) Se permutamos “n”objetos entre si, a probabilidade de que um objeto especifico esteja em uma
posigao especifica é 1/n;

(ii) Se permutamos “n”objetos entre si, a probabilidade de que k objetos especificos estejam em k
posigoes especificas é (n — k)!/n!.
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3.8 Combinagoes (Amostras Nao Ordenadas)

Lema 3.8.1. O numero de amostras nao ordenadas sem reposicdo, de tamanho “n”, de um conjunto
com N elementos, € dado por

Cn. = <N> _(N)u N

n

(1990}

Exemplo 3.8.1. Suponha que se distribui “n”bolas em “n”caixas. determine a probabilidade de que
somente a caixa 1 fique vazia. O nimero total de maneiras de distribuir é n,. Seja A = {Apenas a
caixa 1 fica vazia }. Queremos obter P(A). Agora, o evento A ocorre <= a caixa 1 fica vazia, uma
das (n — 1) caixas restantes fica com duas bolas e as (n — 2) caixas restantes tem exatamente 1 bola.
Para j = 2,3,4,...,n, seja B; = {A caixa j tem 2 bolas, a caixa 1 estd vazia e as (n — 2) caixas
restantes tem exatamente uma bola}. Entao, os B; sao eventos disjuntos e A = Ui_yBj. Portanto,
P(A) =X} _,P(Bj). Para obter P(B;), observe que:

( 2): Ntumero de maneiras de escolher as duas bolas para a caixa j.

(n—2)!: Nimero de maneiras de distribuir as (n — 2) bolas nas (n — 2) caixas restantes com uma bola

por caixa. n
Logo, <2> (n—2)!
P(B;) = o
e conseqiientemente, (n—1) <g> (n — 2)! <Z> (n—1)!
P(A) = nn = nn

Exemplo 3.8.2. Uma comissao formada por trés estudantes deve ser escolhida, em uma classe de

vinte estudantes para organizar os jogos interclasses. De quantas maneiras essa comissao pode ser

escolhida?

Como a comissao deve ter trés membros distintos, as amostras devem ser selecionadas sem reposicao,

e como a ordem da escolha dos participantes é irrelevante, trata-se de amostras nao ordenadas.
Portanto,

oo _(N)a _(NY_NU 200 20x19x18x 170 _ 6840
N =70 T \n) " nl(N=n) ~ 31(20—3)! 31 x 17! G
Cnp = 1.140

Assim, essa comissao pode ser escolhida de 1.140 maneiras diferentes.

3.9 Particoes

Lema 3.9.1. O numero de partigcoes de um conjunto de N elementos em k subconjuntos, onde
verifica-se ni, no, N3, Mg, ...... ,ni elementos, respectivamente, € iqual a
N!
n1! ><n2! ><n3! ><n4!>< ...... xnk!
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44 2

Lema 3.9.2. Suponha que temos um conjunto de objetos, tais que my sao do tipo 1, ng sao
do tipo 2,...... ng sao do tipo “k”, com ni 4+ ngy +ng + ...... 4+ n,, = m. O numero de maneiras de se
selecionar uma amostra sem reposicao de “r”objetos, contendo ki objetos do tipo 1, ka objetos do tipo
2, ks objetos do tipo 3,...... , km objetos do tipo m, com k1 + ko + ks + kg + ...... +kn=r1, €

ni no ns N
K Ky ) \ ks ) 77 ke
Exemplo 3.9.1. Em uma mao de 13 cartas de um baralho comum, obtenha a probabilidade de ocorrer

exatamente 3 paus, 4 ouros, 4 copas e 2 espadas.
A probabilidade solicitada é:

(133> <f> (143> (123> 11,1404 x 10

= =0,018.
52 6,3501 x 1011 '
13
3.10 Uniao de eventos
Lema 3.10.1. Sejam Ai, Ao, As, ...... , A, eventos de um espago amostral S. Temos que
P (U, A) ZP )= D P(ANA)+Y YN T P(AiNA;N Ay +
i=1 j>i i=1 j>i k>j

A (D)IP(AT N AN N AY).

Exemplo 3.10.1. O cédigo morse consiste de uma seqiiéncia de pontos e tragos em que repeticoes
sao permitidas.

LL 2

(i) Quantas letras se pode codificar usando exatamente simbolos?

O numero de letras serd 2™.

“ 2

(ii) Qual é o nimero de letras que se pode codificar usando ou menos simbolos?

2ntl — 2
S 2 =2t 422428 420 25 +2":ﬁ:2(2"—1)
Logo, o nimero de letras que se pode codificar é igual a 2 (2" —1).

3.11 Probabilidade condicional

Os conceitos de probabilidade condicional e de independéncia de eventos sao conceitos tipicos da
teoria das probabilidades, e que servem para distingui-la de outros ramos da matematica. Para a
introducao do conceito de probabilidade condicional considera-se uma situagao especial, em que o
espaco amostral tem eventos equiprovaveis.

Considerando o experimento que consiste em langar um dado duas vezes em uma superficie plana
e observar o nimero de pontos na face superior do dado em cada um dos lancamentos. Supoe-se que
nao se presencie os lancamentos do dado, mas se receba a seguinte informacao: “em cada um dos
lancamentos, o niimero de pontos observados é menor ou igual a dois.” Denota-se por “A”esse evento.
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Nestas condigoes, pergunta-se: Qual é a probabilidade de que a soma dos pontos nos dois langamentos
seja igual a quatro? Ou seja, designando-se por “B”0 evento “soma dos pontos nos dois langamentos
igual a quatro”, queremos saber qual é a probabilidade de ocorrer o evento “B”, sabendo-se que o
evento “A”ocorreu? Para o espago amostral associado aos dois langcamentos e para os eventos “A”e
“B”temos:

S={(,7):1<i<6; 1<j<6}, onde:i,j sao inteiros.

A= {(17 1); (132); (Qa 1); (272)} e B= {(1a3)§ (2’2); (37 1)}

Dizer que o evento “A”ocorreu é equivalente a dizer que pode nao se levar em conta, qualquer ponto
do espago amostral que ndo pertenga a “A”, ou seja, pode considerar-se o evento “A”como o novo
espago amostral para o experimento. Dessa maneira a probabilidade de “B”ocorrer dado “A”¢é igual a
1/4, pois dos quatro pontos de “A”apenas o ponto (2,2) € “B”e os quatro pontos sdo equiprovaveis.
Para espacos amostrais com eventos equiprovaveis pode-se adotar este procedimento como definicao
de probabilidade condicional do evento “B”dado o evento “A”. Ele serve, no entanto, de motivagao
para a seguinte definigao:

Definicao 3.11.1. Sejam “A”e “B”dois eventos de um espago amostral e supondo que P(A) > 0, a
probabilidade condicional de “B”dado “A”¢é definida por:

P(BNA)

P(B|A) = =55

(3.9)

Retornando ao exemplo anterior. Temos ANB = {(2,2)} e portanto, P(ANB) = 1/36, P(A) = 4/36.
Aplicando-se a Equagao (1.4) obtém-se o valor 1/4, j& encontrado anteriormente.
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Exemplo 3.11.1. Considere uma caixa contendo “r”bolas vermelhas numeradas de 1 a “r”e “b”bolas
pretas numeradas de 1 a “b”. Suponha que a probabilidade de extrair uma bola qualquer da caixa
é (b+r)~L. Sabendo-se que a bola extraida da caixa foi vermelha, qual a probabilidade de que seu
numero seja 17

Sejam “A”= {a bola extraida é vermelha} e
“B”= {a bola extraida é a de ntimero 1}.

Assim,
r
P(A) = P(BNA) =
W =57 ¢ PBNA =77
Logo,
1
b+r 1
P(B|A):( 7 ):;
(b+r)

Exemplo 3.11.2. Considere o langamento de duas moedas idénticas e “honestas”. Calcule a proba-
bilidade condicional de:

(a) Obter duas caras, dado que se obteve cara na primeira moeda,;
Sejam “A”= {obteve-se cara na primeira moeda } e “B”= {obteve-se cara na segunda moeda}.
Assim queremos calcular:

P(AmB]A):P(]f(Z)m:

[N

(b) Obter duas caras, dado que se obteve pelo menos uma cara; Neste caso, queremos calcular:

P(AmB\AuB):m:

L
5

INIOCI TS

Baseado na Equacao (1.4) que define a probabilidade condicional do evento “B”dado o evento “A”,
obtemos a seguinte expressao:

P(ANB) = P(A) x P(B| A) = P(B) x P(A| B) (3.10)

Esta expressao e sua generalizagdo para uma intersecao de “n”eventos, permitem construir pro-
babilidades em espacos amostrais que representam experimentos realizados em seqiiéncia, em que
a ocorréncia de um evento na k-ésima etapa depende das ocorréncias nas (k-1) etapas anteriores. A
Equacao (1.5) pode ser generalizada de modo a apresentar a probabilidade da intersegao de “n”eventos,
A, Ay, As, .. , A, por meio das probabilidades condicionais sucessivas.

Exemplo 3.11.3. Considere uma urna com trés bolas brancas e sete vermelhas. Duas bolas sao
retiradas da urna, uma apds a outra sem reposicao. Determinar o espago amostral e as probabilidades
associadas a cada ponto amostral.

O espago amostral é o conjunto { By Bo; B1Va; Vi By; Vi Va}.

O evento (B1B2) ¢ o evento que corresponde a ocorrer branca na primeira retirada e branca na
segunda retirada. Para os outros pontos do espaco amostral a interpretacao é analoga.
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Utilizando a Equagao (1.5) temos:

2 3 2

P(By N By) = P(By | B)P(By) = 2 x > = 2
(BiN Ba) = P(By | BYP(B1) = ¢ x 15 = 35
7 3 7

P(BiNVy) = P(Va | B1)P(By) :§x7:%
P(Vi By) = P(By | V))P(Vi) = x — = L
1 2) — 2 1 1 _9 10—30
PViNT:) = P(Va | Vi)P(Vy) = O x 14
1 2) — 2 1 1 —9 10 30

3.11.1 Proposicao: Regra do Produto de Probabilidades
Lema 3.11.1. Sejam Ay, Ao, Az, -+, A,, eventos do espago amostral S, onde estd definida a proba-
bilidade P, tem-se:

P(AlﬂAgﬂAgﬂ---ﬂAn):P(Al) XP(A2|A1) XP(A3|A1QA2) X oo

-"XP(An‘AlﬂAQQAgﬁ”-ﬂAn_l) (3.11)

Demonstragao: Faz-se a demonstracao por inducao. Para n=2 esta equacao reduz-se a Equacao
(1.5). Suponha que a Equagao (1.6) vale para n-1 eventos, isto é,

P(AlﬂAQQAgﬂ---ﬂAnfl):P(Al)XP(AQ|A1)XP(A3|A1QA2)X"-

”-XP(An_l’AlﬁAzﬂAy,ﬁ"'ﬂAn_z) (3.12)

Aplicando-se a Equacao (1.4) aos eventos A N Ay N AsN---NA,—1 e Ay, temos:
P(Al NAsNAsN---NA,_1 ﬂAn) = P(AlﬂAgﬂAgﬁ'”ﬂAn_l) XP(An ‘ AlﬂAgﬂAgﬂ"'ﬂAn_l)

Substituindo nesta igualdade a expressao de P(A; N AsNAsN---NA,_1) dada pela Equacao (1.7)
obtemos a Equacao(1.6).

Exemplo 3.11.4. Tomando como referéncia o Exemplo 1.11.3 e calculando-se a probabilidade de
obter o seguinte resultado: (B1B2V3VyBs) em cinco retiradas de bolas da urna, sem reposigao. O
indice representa o ntimero da retirada. Pela Equagao (1.6) temos:

P(BlﬂBgﬂ‘/gﬂ‘QﬂBg,):P(Bl)XP(BQ|B1)><P(V:9,‘BlﬂBg)XP(m|B1ﬂBzﬂ‘/3)X

3 2 7 6 1 1
XP(BS‘BIQBQQ%WV4):1—OX§><gx?xgzm

As probabilidades condicionais sucessivas foram calculadas levando-se em conta, as mudancas na
composicio da urna apéds cada retirada. Assim, apds a primeira retirada, na qual saiu uma bola branca,
a urna fica com duas bolas brancas e sete vermelhas; Apds a segunda retirada na qual saiu novamente
uma bola branca, a urna fica com uma bola branca e sete vermelhas; Apds a terceira retirada em que
saiu uma bola vermelha, a urna apresenta-se com uma bola branca e seis vermelhas e assim por diante.
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3.11.2 Férmula das Probabilidades Totais e Formula de Bayes.

Lema 3.11.2. Seja By, B2, Bs, ...... , B, uma particao do espaco amostral S, isto €, esses eventos sdo
mutuamente exclusivos e sua reuniao € S; Seja “A”uma evento e P uma medida de probabilidade
definida nos eventos de S, temos:

=1

Demonstragao:
Como S = |J;-, Bi, temos que:

A=ANnS=AN (U B)=|]JANnB
i=1
Calculando-se a probabilidade de “A” obtemos:

n n
P(A) :ZP(AﬂBz‘) ZZP(A | Bi) x P(B;)
i=1 i=1
Sendo que, esta ultima igualdade foi obtida através da P(A N B;), pela Equacao (1.5).
A Equacao (1.8) é conhecida como a férmula das probabilidades totais. Note que, ela permite calcular
a probabilidade de um evento “A”quando se conhece as probabilidades de um conjunto de eventos

disjuntos, cuja reuniao é o espago amostral (uma particao de S) e as probabilidades condicionais de
“A”dado cada um deles.

Exemplo 3.11.5. Sdo dadas trés Urnas com as seguintes composigoes: A Urna 1 tem trés bolas
brancas e cinco vermelhas; A Urna 2 tem quatro bolas brancas e duas vermelhas e a Urna 3 tem uma
bola branca e trés vermelhas. Escolhe-se uma das trés Urnas de acordo com as seguintes probabilidades:
Urna 1 com probabilidade 2/6; Urna 2 com probabilidade 3/6 e Urna 3 com probabilidade 1/6. Uma
bola é retirada da Urna selecionada. Calcule a probabilidade da bola escolhida ser branca.

Designemos por A = {Retirar uma bola branca da Urna selecionada}, e por B;, para 1 <i < 3, 0
evento “A Urna i é selecionada”. Temos, para n=3,

P(A) = P(A| B) x P(By) + P(A | By) x P(By) + P(A | Bs) x P(Bs).

Os dados do exemplo nos fornecem:

2 3 1 3 4 1

ngza Pw”:@ P@@:a meay:g HAHMZE el%MByzz

substituindo estes valores na expressao a seguir chega-se que:

3 2 4 3 1 1 1
PA)=c-x—-+-_X_-+-x=- = PA)=:.

A =8 %676%67 176 A =3
A probabilidade condicional, definida na classe dos eventos do espago amostral, satisfaz as proprie-

dades estabelecidas no seguinte lema.

Lema 3.11.3. Seja “A”um evento tal que P(A) > 0. A probabilidade condicional satisfaz:
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(i) Para todo evento “B”, temos P(B | A) >0

(ii) Se By, B3, Bs, ...... , By, sao eventos mutuamente exclusivos, entao

P(ULyBi | A)=) P(Bi|A)
=1

(iii) Se S denota o espago amostral, entao P(S | S) = 1.

Demonstragao:

(i) Decorre imediatamente da definigdo de probabilidade condicional e do fato da probabilidade de
um evento ser sempre nao negativa.

(ii) Decorre da definicao de probabilidade condicional e da aditividade da probabilidade. De fato,
sejam Bi, Bo, B3, ...... , By, eventos mutuamente exclusivos,

P(U B, | A) = P((Up,Bi)NA) _ P(ULy(BinA) _ i, P(BinA)

P(A) P(A) P(A)
XL PB | A) x PA)
P(A)
(iii) A demonstragao é imediata, pois, P(S | S) = legg =1

Lema 3.11.4. Seja “B”um evento e A1 e Ay uma particao do espaco amostral S, isto €, AyN Ay = ¢
e Ay U Ay = S. Seja P uma probabilidade definida nos eventos de S. Temos parai=1,2,3,...... ,n

_ PB|A)xP(A)
P(A; | B) = S P(B|Ay) x P(Ay)

_ P(B | Ai) x P(4;)
~ P(B| A1) x P(A)) + P(B| Ag) x P(Ag) + ...... + P(B | A) x P(A)

(3.14)

Férmula de Bayes
Supondo ¢ = 1, 2; Chega-se que:
P(B | Ai) x P(A;)
(B| A1) x P(A1) + P(B | A2) x P(Ay)’

P(A; | B) = -

Demonstragao:
Com base na defini¢ao de probabilidade condicional garante-se que:

P(A; | B) = P(B)

Porém, P(A; N B) = P(B | 4;) x P(A;) e expressando P(B) através da férmula das probabilidades
totais dada pela Equacao (1.8) obtém-se a Equacao (1.9). Ressaltando algumas observagdes sobre a
férmula de Bayes chega-se que:
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(i) Ela permanece vélida quando se considera uma partigdo finita do espago amostral S, ou seja,
se Ay, As, As, ...... , A, é uma particdo de S, e “B”é um evento de S, entdo, para todo i =
1,2,3,...... ,n, tem-se:

P(A; | B) = ST P(Ag) % P(B | A) (3.15)

(ii) Como Aj, Ay, As,...... ,Ap é uma particao do espago amostral S, isto é, Ul A; = S e ainda
AN A; = ¢, segue-se que P(A1) + P(A2) + P(A3) + ...... + P(A,) = 1. Portanto, pode-se
verificar facilmente que X7, P(A; | B) = 1. De fato, isto decorre das propriedades (ii) e (iii) do
lema 1.11.3.

Exemplo 3.11.6. Uma companhia monta radios cujas pecas sao produzidas em fabricas denominadas
A1, Ay eAs. Elas produzem, respectivamente, 15%, 35% e 50% do total. As probabilidades das fabricas
Ay, Ay e As produzirem pegas defeituosas sao respectivamente 0,01; 0,05 e 0,02; Respectivamente.
Uma pega é escolhida ao acaso do conjunto das pecas produzidas. Essa pega ¢é testada e verifica-se que
é defeituosa. Qual é a probabilidade que tenha sido produzida pela i-ésima fabrica, para ¢ = 1,2, 37

Sejam A; = { A pega selecionada foi produzida pela fébrica 4; }, i=1,2,3 e

D = { A pega selecionada é defeituosa }.

Sabemos que P(A;) = 0,15; P(As) = 0,35; P(As) = 0,50; P(D | A1) = 0,01; P(D | Ag) =
0,05 e P(D | As)=0,02. Desejamos calcular P(A; | D), para i=1,2,3.

Baseado na férmula de Bayes temos, para ¢ =1,2,3,

P(D | A;) x P(4;)
(D | A1) x P(A1) + P(D | Ag) x P(A2) + P(D | A3) x P(A3)

P(Az‘|D):P

com:
P(D| Ay) x P(A1) + P(D | Ag) x P(A2) + P(D | A3) x P(A3) =
=0,01 x 0,15+ 0,05 x 0,35+ 0,02 x 0,5 = 0,0015 + 0,0175 + 0,01 = 0,029. Logo,

P(D | Ai) x P(4;)

P(A; | D) =
(4: 1 D) 0,029 ’
Para 7 =1,
P |D)_P(D|A1)><P(A1)_0,01><0,15_0,0015 ~ 0,052
! - 0,029 - 0,020 0,029
Para 7 = 2,
P |D)_P(D|A2)><P(A2)_0,05><0,35_0,0175 ~ 0.6
2 - 0,029 ~ 0,029 0,029
Para 1 = 3,
P(D| A3) x P(A3)  0,02x0,05 0,01
P(A3|D): ( | 3)X ( 3)_ X _ 207345

0,029 0,029 0,029
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Exemplo 3.11.7. O Doente Sadio e o Sadio Doente (Degroot e Schervich [02]).

Uma das formas de avaliar a eficiéncia de um teste para detectar uma doenca é quantificar
a probabilidade de erro. Em geral, testes sofisticados envolvem varios procedimentos laboratoriais e
diversos equipamentos. Denominamos “falso positivo” ao erro em que o teste indica positivo para um
paciente que nao tem a doenca. Por outro lado, teremos um erro “falso negativo’se o teste nao acusar
a doencga em um paciente doente. Nao é dificil imaginar os inconvenientes dessas ocorréncias. Os erros
originam “Doentes’sadios e “Sadios’ doentes, isto é, pessoas sadias indicadas como doentes pelo teste
e pessoas doentes apontadas como sadias. As probabilidades dos erros sao calculadas condicionalmente
a situagao do paciente. Seus complementares fornecem as probabilidades de acerto do teste, ou seja,
a probabilidade de indicar doenca para os doentes e nao doentes para os sadios.

Considere que um determinado teste resulta positivo para nao doentes, com probabilidades 0,1.
Também com probabilidade 0,1, o teste serd negativo para um paciente doente. As informagoes forne-
cidas se referem aos erros que podem ser cometidos ao realizar o teste. Se a incidéncia da doenca na
populacao é de 1 para cada 10 mil habitantes, qual é a probabilidade de uma pessoa estar realmente
doente se o teste deu positivo? Observe que, estando ou nao doente, existe uma probabilidade nao
nula de o teste indicar a presenca da doenca.

A situacao acima ocorre de forma similar em vérias dreas e é tipica para a aplicacdo do teorema de
Bayes. Defini-se os eventos por:

D = {A pessoa estd doente};

A = {O teste ¢ positivo}.

Assim, as informacoes disponiveis sao as seguintes:

P(D)=0,0001; P(A|D)=0,1 e P(A°|D)=0,1.

Note que, pela propriedade do complementar, temos
P(D¢ = 0,9999) e também P(A | D) = 0,9. Com a notagdo utilizada, a probabilidade desejada é
P(D | A) e sera calculada através do teorema de Bayes. Portanto,

P(A| D) x P(D) B 0,9 x 0,0001
(A D) x P(D) + P(A| D) x P(D°) 0,9 x 0,0001 + 0,1 x 0,9999

P(D|4) =3 = 0,0009.

Essa probabilidade é de aproximadamente 1 em 1000. Ela é bastante pequena apesar de ser dez
vezes maior que a probabilidade da doenca na populagao. E interessante notar que a probabilidade
calculada depende fortemente da eficiéncia do aparelho.

Passando agora a considerar a eficiéncia do teste igual & 99%, ou seja, cada um dos erros é igual a
0,01. Assim, as informacoes disponiveis sao as seguintes:

P(D)=0,0001; P(A|D¢) =0,01 e P(A°|D)=0,01.

Note que, pela propriedade do complementar, temos P(D¢ = 0,9999) e também P(A | D) = 0,99.
Com a notagao utilizada, a probabilidade desejada é P(D | A) e seré calculada através do teorema de
Bayes. Portanto,

P(A| D) x P(D) B 0,99 x 0,0001
(A D) x P(D)+ P(A| D°) x P(D¢) 0,99 x 0,0001 + 0,01 x 0,9999

P(D|4) =3 — 0,0098.

Assim, percebe-se que essa probabilidade é de aproximadamente 1 em 100. Ela é pequena apesar de
ser cem vezes maior que a probabilidade da doenga na populacao e dez vezes maior que a probabilidade
obtida com erros de 0,1. Novamente pode-se observar que a probabilidade calculada depende fortemente
da eficiéncia do aparelho, que nesse caso aumentou de 90% para 99%.
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3.12 Independéncia de eventos

Inicia-se a nogao de independéncia para dois eventos e posteriormente estende-se a definicao para
um numero qualquer de eventos.

Definicao 3.12.1. Sejam “A” e “B”dois eventos e suponha que P(A) > 0. O evento “B”é dito
independente do evento “A” se P(B|A)=P(B) (3.16)

Esta definicao corresponde a nocao intuitiva da independéncia do evento “B”em relagao ao evento
“A” pois diz que a probabilidade de “B”nao se altera com a informacao de que o evento “A”ocorreu.
Se o evento “B”¢é independente do evento “A”decorre da Equagao (1.5) que:

P(AN B) = P(A) x P(B) (3.17)

Se o evento “B”¢é independente do evento “A”entao espera-se que “A”também seja independente de
“B”. De fato isto ocorre, como pode ser verificado a seguir:

P(A| B) = P(ANB) _ P(A) x P(B) _ p(A).
P(B) P(B)

A primeira igualdade é a definicdo de probabilidade condicional, e a segunda decorre da Equacédo
(1.12).

Se a Equagao (1.12) ¢ vélida, entao essas igualdades mostram que “A”¢é independente de “B”. Logo,
“A”e “B”sao independentes se somente se a Equagao (1.12) valer. Entao podemos adotar essa equagao
como a definicao de independéncia. Note que esta equacao, apesar de nao ser tao intuitiva como a
expressao da Defini¢ao (1.12.1), é simétrica em relacao aos dois eventos, e além disso ela é adequada
para a generalizacao da defini¢ao de independéncia para mais de dois eventos.

Exemplo 3.12.1. Seja S o quadrado no plano 0 < X <1e 0 <Y < 1. Considere o espaco uniforme
de probabilidade sobre o quadrado, e sejam A = {(X,Y) e S:0< X <1/2,0<Y <1}
eB={(X,Y)eS:0<X <1,0<Y <1/4}. Mostre que “A”e “B”sao independentes.
Precisamos mostrar que P(AN B) = P(A) x P(B). temos que

P(A)=1/2x1=1/2; P(B)=1x1/4=1/4 e ANB={(X,Y)€S:0< X <1/2,0<Y <1/4}.
Logo, P(ANB) =1/2x1/4=1/8 = P(A) x P(B) Para definir a independéncia para “n”eventos,
sendo “n”um inteiro positivo, nds devemos exigir a validade da forma produto para todo subconjunto
de “k”dos “n”eventos, para 2 < k < n.

Exemplo 3.12.2. Langa-se uma moeda trés vezes. O espago amostral é o conjunto das seqiiéncias de
caras e coroas de comprimento 3, ou seja,

S = {KKK,KKC,KCK, KCC,CKK,CKC,CCK,CCC).
A={CCC,CCK,CKC,CKK}
B={CKC,CKK,KCC,KCK}

O = {CKK,KCC,KCK, KKC}.

Decorre entao que: P(A) = P(B) = P(C') =4/8 =2/4 =1/2. Temos

Consideremos os eventos:

P(AmB):%:%:P(A)xP(B)
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P(AﬁC):é;éi:P(A)xP(C’)
P(BﬁC):g;&i:P(B)xP(C)
. P(ANBNC) = ¢ = P(4) x P(B) x P(O).

As igualdades acima mostram que os eventos “A”e “B”sao independentes, e que os eventos “B”e
)
“C”e os eventos “A”e “C”, nao sao independentes e que “A”, “B”e “C”satisfazem a forma produto.

Exemplo 3.12.3. Duas moedas sao lancadas. Considere os seguintes eventos:

A = {Cara no primeiro lancamento }
B = {Cara no segundo lancamento }
C = {Em dois lancamentos ocorre a mesma face }

logo, A={KK KC}; B={KK,CK} C={KK, CC}

O espago amostral é o conjunto S = {KK, KC,CK,CC}, onde K designa cara e C' coroa. Supondo

que a moeda ¢é balanceada e portanto que os pontos do espago amostral tém probabili-
dade 1/4. Portanto,

ANB={KK}; AnC={KK}; BNC={KK}; AnBnC={KK}

Calculando-se as probabilidades desses eventos, obtemos:
P(A)=P(B)=P(C)=1/2
P(ANB)=P(ANnC)=P(BNnC)=PANBNC)=1/4

De onde decorre que vale a Equagao (1.12) para os eventos tomados dois a dois, mas

P(ANnBNC)# P(A) x P(B) x P(C).
Considerando o exemplo onde trés moedas equilibradas sao lancadas, os eventos:

A = {Cara no primeiro lancamento }
B = {Cara no segundo lancamento }
C = {Cara no terceiro langamento }

A = {KKK, KKC, KCK, KCC }
B = {KKK, KKC, CKK, CKC }
C = {KKK, KCK, CKK, CCK }

logo,

Verifica-se que para esses eventos, todas as quatro expressoes relacionadas as probabilidades: P(AN
B); P(ANC); P(BNC) e P(ANBNC), que para esse exemplo se transformam em igualdades, isto
é,

1. P(ANB) = P(A) x P(B);
2. P(ANC) = P(A) x P(C);
3. P(BNC) = P(B) x P(C);

4. P(ANBNC) = P(A) x P(B) x P(C)
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Senao vejamos,

P(ANB) = % P(A) x P(B) = % y %
P(ANC) = % P(A) x P(C) = % x %
P(BAC) == P(B)x P(C) = 3 x
P(ANBNC) = é:P(A) x P(B) x P(C) = % « % “ %;
Portanto,
P(ANBNC) = P(A) x P(B) x P(C) (3.18)

Com base nas afirmacoes anteriores, conclui-se que, para definirmos independéncia de trés eventos,
devemos impor que essas igualdades (1 a 4) sejam verdadeiras. Esses exemplos nos sugerem que para
definirmos a independéncia para “n”eventos, sendo “n”um inteiro positivo, devemos exigir a validade

da forma produto para todo subconjunto de “k”dos “n”eventos, para 2 < k < n.

Definicao 3.12.2. Os eventos A1, As, Ag, ...... , Ay, sao independentes se
P(AzlﬂAlzﬂAlgﬂ ...... ﬂAZk)—P(A,Ll)XP(A )XP(A ) ...... XP(AZ]C),

para todo k =2,3,4, ...... n e todo {i1, 12,13, ...... ir} € {1,2,3,...... n}, tal que

11 <1y < i3 < ...... < 1

O numero de equagoes que devem ser satisfeitas nesta definicdo é 2" — n — 1. De fato, para todo

[{3e}]

“k”, 2 < k < n, tém-se uma equacao para cada subconjunto de tamanho “k”dos “n”eventos e como o

numero desses subconjuntos é , temos para cada “k”esse niimero de equagoes. O total de equagoes

n
k

()L -()- () -z

é, portanto,
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3.13 Lista de Exercicios

1)

Determine o espaco amostral dos seguintes experimentos aleatérios:

(a) Lancamento de uma moeda honesta,;

(b) Lancamento de um dado;

(c¢) Langamento de duas moedas;

(d) Retirada de uma carta de um baralho completo de 52 cartas;
(e) Determinagao da vida ttil de um componente eletronico.

Em uma caixa existem cinco bolas brancas e oito azuis. Duas bolas sao retiradas simultaneamente
da caixa, de forma aleatéria. Qual a probabilidade de serem brancas?

Escolhem-se ao acaso dois ntimeros naturais distintos, de 1 a 20. Qual a probabilidade de que o
produto dos niimeros escolhidos seja impar?

Em quatro langcamentos de uma moedas, qual a probabilidade de ocorrer pelo menos uma cara?

Em uma gaveta contém seis pares de meias verdes e dois pares de meias azuis. Tiram-se duas meias
ao acaso. Qual a probabilidade de se formar:

(a) Um par verde?

(b) Um par de meias da mesma cor?

(c) um par com meias de cores diferentes?

As probabilidades de um aluno da Escola Naval, ser selecionado para a turma A, B e C sdo

respectivamente: 0,2; 0,4 e 0,4. Escolhe-se ao acaso trés alunos desta Instituicdo de ensino. Qual a
probabilidade de que pelo menos um seja selecionado para a turma B ou C?

Uma sala possui dois soquetes para lampadas de caixa com dez lampadas, das quais oito estao boas,
retiram-se duas lampadas ao acaso e colocam-se as mesmas nos soquetes. Qual a probabilidade de
que:

(a) Todas acendam?

(b) Pelo menos uma lampada acenda?
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8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

Uma caixa contém 10 bolas numeradas de 1 a 10. Extrai-se ao acaso uma bola da caixa. Determine
a probabilidade de que o ntimero da bola seja 5, 7 ou 9.

Suponha que se lance um dado duas vezes e que os 36 resultados possiveis sao igualmente provaveis.
Determine a probabilidade de que a soma dos niimeros observados seja par.

Qual a probabilidade da soma dos pontos de 2 dados ser 8, se sabemos que os dados tem que
mostrar pelo menos 2 pontos cada um?

Suponha que no depésito de uma empresa exista uma caixa contendo p fusiveis em perfeito estado
de funcionamento e g fusiveis defeituosos. Extrai-se ao acaso um fusivel da caixa e a seguir extrai-se,
também ao acaso, um segundo fusivel dentre os que ficaram na caixa. Determine a probabilidade
de que:

(a) Ambos fusiveis sejam perfeitos para utilizagdo (ndo apresentam defeito);

(b) O primeiro fusivel seja perfeito para utilizagao e o segundo seja defeituoso;

(c) O primeiro fusivel seja defeituoso e o segundo seja perfeito para utilizacao;

(d) Ambos fusiveis sejam defeituosos.

Suponha que num lote com 20 pegas existam cinco defeituosas. Escolhe-se quatro pecas do lote

ao acaso, ou seja, uma amostra de quatro elementos, de modo que a ordem dos elementos seja
irrelevante. Qual a probabilidade de duas pecas defeituosas estarem contidas nesta amostra?

Uma moeda é viciada, isto é, a probabilidade de se obter cara nesta moeda é 0,8. Sorteamos ao
acaso uma moeda e a lancamos cinco vezes. Obtemos trés caras e duas coroas. Qual a probabilidade
de termos escolhido a moeda viciada?

Dados os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7. Tomando-se dois nimeros dentre os sete possiveis. Qual a
probabilidade do produto entre eles ser impar?

Numa empresa trabalham 10 homens e 5 mulheres. Para se formar uma comissdo composta de
quatro pessoas é realizado um sorteio. Qual a probabilidade de a comissao ter 2 homens e 2
mulheres?

Um colégio é composto de 70% de homens e 30% de mulheres. Sabe-se que 40% dos homens e 60%
das mulheres sao fumantes. Qual é a probabilidade de que um estudante que foi visto fumando seja
homem?

Num prédio de 5 andares hé 4 apartamentos por andar. Apenas 5 apartamentos estdo ocupados.
Qual a probabilidade de que cada um dos 5 andares tenha um apartamento ocupado?

€ a

Wl

Duas pessoas A e B praticam tiro ao alvo, a probabilidade do atirador A acertar o alvo é

2
probabilidade do atirador B acertar o alvo é 3 Admitindo que A e B sao independentes, se os dois

atiram, qual a probabilidade de:

(a) Ambos atingirem o alvo;

(b) Pelo menos um atingir o alvo.
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19)

20)

21)

22)

23)

24)

.. 3 . . .
Uma moeda é viciada, de modo que P(cara) = T a mesma ¢ lancada trés vezes. qual a probabili-

dade de se obter pelo menos duas caras?

Suponha que A, B e C sejam eventos tais que: P(A) = P(B) = P(C) = %, P(ANB)=P(CNB)

1
=PANC) = 3 Calcular a probabilidade de que pelo menos um dos eventos ocorra.

Em uma urna hé dez bolas, numeradas de 1 a 10. Retira-se uma bola ao acaso. Pede-se determinar
a probabilidade de seu ntimero ser par ou maior que 4.

Caixa I contém 3 bolas brancas e 2 pretas, caixa II contém 2 bolas brancas e 1 preta e caixa III
contém 1 bola branca e 3 pretas.

(a) Extrai-se uma bola de cada caixa. Determine a probabilidade de que todas as bolas sejam
brancas.

(b) Seleciona-se uma caixa e dela extrai-se uma bola. Determine a probabilidade de que a bola
extraida seja branca.

(c) Calcule em (b) a probabilidade de que a primeira caixa foi selecionada, dado que a bola extraida
é branca.

Considere dois eventos: A e B, mutuamente exclusivos. Com P(A) = 0,3 e P(B) = 0, 5. Calcule:

(a) P(AN B);

(b) P(AUB);

(c) P(A| B);

(d) P(A%);

(e) P((AUB)").

Um restaurante popular apresenta dois tipos de refei¢coes: salada completa e um prato a base de
carne. 20% dos fregueses do sexo masculino preferem salada, e 30% das mulheres preferem carne.
75% dos fregueses sao homens. Considere os seguintes eventos:

H: O fregués é homem, M: O fregués é mulher, A: O fregués prefere salada,

B: O fregués prefere carne. Calcule:

(a) P(A| H) e P(B| H);

(b) P(AUH) e P(ANH);

(c) P(M | A).
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Capitulo 4

Variaveis Aleatorias

4.1 Introducao

Quando se joga uma moeda certo nimero de vezes estamos fazendo um Experimento (represen-
temos por &1). Pode se estar interessado nao na particular sucessao obtida, mas somente no numero
de caras. Do mesmo modo, quando se joga uma moeda até obter uma cara (€2), pode-se estar unica-
mente interessado no nimero de jogadas necesséarias para obté-la. Estas sao caracteristicas numéricas
associadas aos experimentos.

Se S é um espaco amostral associado ao esperimento &1, podemos definir varias quantidades de
interesse baseadas nos elementos de S. Essas quantidades s@o essenciais na pratica, e facilitam a
construcgao de eventos de interesse.

Definigao 4.1.1. Chamaremos de varidvel aleatéria (v.a.) a toda fungao real definida sobre S

As variaveis aleatérias serao definidas usualmente com as letras maitsculas X, Y, Z,--- | e os
valores que elas assumem sao representados por letras mintsculas. Por exemplo, se X é uma variavel
aleatéria com resultados enumeraveis, e X (S) € {x1,z2,23,---}. Os ntmeros z; sao os valores da
variavel aleatéria.

Suponha que se atire duas moedas e considera-se o espaco amostral associado a esse experimento.
Isto é,
S={KK,KC,CK,CC}.

Podemos definir uma variavel aleatéria da seguinte maneira: X é o niimero de caras (K), obtidas
nas duas moedas. Dal,

X(KK)=2, X(KC)=X(CK)=1, e X(CC)=0.

Portanto, Rx = Valores possiveis de X = {0, 1,2}.

Figura 4.1 Funcdo de Varidvel Aleatéria.

E muito importante compreender uma exigéncia fundamental de uma func¢ao (univoca): A cada
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s € S corresponderd exatamente um valor X (s). Isto pode ser verificado na Figura 1. No entanto,
diferentes valores de s podem levar ao mesmo valor de X. Por exemplo, na Figura 4.1, verifica-se que
X(KC)=X(CK)=1.

O espaco Ry, conjunto de todos os valores possiveis de X, é algumas vezes denominado de contra-
dominio. De certo modo, pode-se considerar Rx como um outro espaco amostral. O espago amostral
(original) S corresponde ao resultado (possivelmente ndo numérico) do experimento, enquanto Rx é
o espago amostral associado a varidvel aleatéria X, representando a caracteristica numérica que nos
poderd interessar. Se for X(s) = s, teremos S = Rx. Vale ressaltar que pode-se pensar em uma
variavel aleatoria X, de duas maneiras

(a) Realiza-se um experimento ¢ que d4 um resultado s € S; A seguir calcula-se o valor de X (s).

(b) Realiza-se um experimento &, obtém-se o resultado s, e (imediatamente) calcula-se X (s). Neste
caso, o nimero X (s) é pensado como o préprio resultado do experimento e Rx se torna o espago
amostral do experimento.

Exemplo 4.1.1. Trés moedas sao atiradas sobre a mesa. A partir do momento que as moedas repou-
sem, a fase “aleatéria” do experimento terminou. Um resultado simples s poderia consistir na descri¢ao
detalhada de como e onde as moedas repousaram. Conseqiientemente se estara interessado somente
em certas caracteristicas numéricas associadas a este experimento. Por exemplo, pode-se avaliar

X (s): Numero de caras que apareceram;
Y (s): Distancia maxima entre duas moedas quaisquer;
Z(s): Distancia minima das moedas a uma borda qualquer da mesa.

Caso seja a varidvel X que interesse, pode-se incluir a avaliagao de X (s) na descri¢ao deste experi-
mento e, depois. simplesmente afirma-se que o espago amostral associado ao experimento é {0,1,2,3},
correspondendo aos valores de X. No entanto, muito freqiiéntemente vem-se adotar esta interpretacao,
compreendendo que a contagem do numero de caras é feita “depois” que os aspectos aleatdrios do
experimento tenham terminado.

Quando se estiver interessado nos eventos associados a um espaco amostral S, verifica-se a necessi-
dade de examinar os eventos relativamente a varidvel aleatéria X, isto é, subespagos do contradominio
Rx . Freqiientemente, certos eventos associados a s sao “relacionados” (em um sentido a ser explicado)
a eventos associados com Ry, na seguinte forma

Definicao 4.1.2. Sejam um experimento £ e seu espaco S. Seja X uma varidvel aleatoria definida
em S e seja Rx seu contradominio. Seja B um evento definido em relagdo a Rx, isto é, B C Rx.
Entao, A serd definido como
A={se S| X(s) e B}

A serd constituido por todos os resultados em S, para os quais X (s) € B (como pode ser visto na
Figura 4.2). Neste caso, pode-se dizer que A e B sao eventos equivalentes.

Pode-se dizer que os conjuntos A e B serdo equivalentes sempre que ocorram juntos. Isto é, quando
A ocorre, B ocorre e vice-versa. Porque se A tiver ocorrido, entao um resultado s terd ocorrido, para
o qual X (s) € B e, portanto, B ocorreu. De maneira reciproca, se B ocorreu, um valor X (s) terd sido
observado, para o qual s € A e, portanto, A ocorreu.
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Figura 4.2 Funcao de Varidvel Aleatdria para Eventos Equivalentes.

E importante compreender que, em definicdo de eventos equivalentes, A e B sdo associados a espagos
amostrais diferentes.

Exemplo 4.1.2. Considere a jogada de duas moedas. Dai, S = { KK, KC,CK,CC}. Seja X o nimero
de caras obtido. Portanto, Rx = {0, 1,2}. Seja B = {1}. Visto que, X(KC) = X(CK) = 1 se somente
se, X(s) =1, temos que A = {KC,CK} é equivalente a B.

Uma importante definigdo apresenta-se a seguir

Definigcao 4.1.3. Seja B um evento no contradominio Rx. Nesse caso, defini-se P(B) da sequinte
maneira P(B) = P(A),onde A= {s € S| X(s) € B}. Defini-se P(B) igual a probabilidade do evento
A C S, o qual € equivalente a B, no sentido de A= {s € S | X(s) € B}.

e Admite-se que as probabilidades possam ser associadas a eventos em S. Portanto, a definicao
anterior torna possivel atribuir probabilidades a eventos associados a Ry, em termos de proba-
bilidades definidas sobre S

e E realmente possivel demonstrar que P(B) deve ser definida tal como foi procedido. Contudo,
isto envolveria algumas dificuldades tedricas que deseja-se evitar e, por isso, procede-se como a
forma acima;

e Desde que na formulacdo de P(B) = P(A), onde A = {s € S|X(s) € B}, os eventos A e
B se referem a espacos amostrais diferentes, se deveria empregar realmente notacao diferente,
quando se fizesse referéncia a probabilidades definidas sobre S e aquelas definidas sobre Rz, por
exemplo, alguma coisa tal como P(A4) e P,(B). No entanto, ndo ird se fazer isso, mas continuar-se
simplesmente a escrever P(A) e P(B).

e Quando se adiciona uma varidvel aleatéria X e seu contradominio Ry, se adicionando probabili-
dades nos eventos associados a Rx, as quais serao estritamente determinadas se as probabilidades
associadas a eventos em S forem especificadas.

Exemplo 4.1.3. Se as moedas consideradas no Exemplo 2 forem “equilibradas”, teremos P(KC) =

1 1 1 1
P(CK) = e Portanto, P(KC,CK) = iti=73 (os célculos anteriores sdo uma conseqiiéncia direta
da suposicao fundamental referente a propriedade de equilibrio ou simetria das moedas). Visto que, o
evento {X = 1} é equivalente ao evento { KC, CK}, empregado a A = {s € S|X(s) € B}, teremos que

1
P(X =1)=P(KC,CK) = 5 [na verdade nao existe escolha para o valor de P(X = 1) coerente com

a P(B) = P(A), onde A = {s € S | X(s) € B}, uma vez que P(KC,CK) tenha sido determinada. E
nesse sentido que probabilidades associadas a eventos de Rx sao induzidos.]
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Uma vez que as probabilidades associadas aos vdrios resultados (eventos) no contra dominio Rx
tenham sido determinadas (mais precisamente, induzidas), ignora-se freqiientemente o espago amostral

original S, que deu origem a essas probabilidades. Assim, no Exemplo 2.1.6, estaremos interessados

111
em Ry = {0, 1,2} e as probabilidades associadas ( 13 Z) O fato, de que essas probabilidades sejam

“determinadas”por uma funcao de probabilidade definida sobre o espago amostral original S, nao
interessa, quando se estd apenas interessado em estudar os valores da varidvel aleatéria X.

4.2 Variaveis Aleatorias Discretas

Definicao 4.2.1. Seja S o espaco amostral e seja X uma varidvel aleatéria. Dado que o niimero de
valores dos quais a varidvel aleatéria X podera assumir, ou seja, Ry, o contradominio, sendo finito ou
infinito enumeravel de valores X1, Xo, X3, -+, denomina-se X de varidvel aleatoéria discreta. Portanto,
a variavel aleatoria X, podera assumir valores que, podem ser postos em lista como X1, Xa, X3, -+, X,,.
Para a situacdo onde X é finito, e no caso de X ser infinito enumerdavel, essa seqiiéncia continua
de forma indefinida. Logo, dado {Xj, X2, X3, -} um subconjunto dos nimeros reais R, tal que,
{S: X(s) = x;} é um evento para todo i. Entao {S : X(s) = x;} é por definicdo um evento e portanto
se pode falar sobre sua probabilidade. Abreviadamente representa-se em geral o evento {5 : X (s) = z;}
por {X = z;}, e a probabilidade desse evento é dada por P(X = z;), ao invés de P({S : X(s) = z;}).

Seja X uma varidvel aleatéria discreta real. Realmente, se X1, X2, X3,... sd80 os valores para X
assumir, {S : X(s) = x;} é um evento de acordo com a defini¢ao de uma varidvel aleatéria discreta
real. Se x ndo é um desses valores, entdao {S : X(s) = 2} = ), que também é um evento.

Se os valores possiveis de uma varidvel aleatoria discreta X consistem apenas de nimeros inteiros
ou numeros inteiros nao negativos, dizemos que X é uma varidvel aleatéria inteira ou uma variavel
aleatdria inteira nao negativa, respectivamente. A maioria das varidveis aleatdrias discretas, que ocor-
rem nas aplicagoes sao inteiras nao negativas.

Definigao 4.2.2. Seja S o espago amostral e seja X uma varidvel aleatdria discreta. Todavia, vemos
que Rx (o contra-dominio de X) sera contituido no maximo por um numero infinito enumeravel de
valores x1,x2,3,... para cada possivel resultado de z; associa-se um ndmero P(x;) = P(X = z;),
denominado de probabilidade de x;. Os nimeros P(x;),i = 1,2,3,... devem satisfazer as seguintes
condicoes:

(i) P(zi) >0, para todo i;
.o e
(il) > P(x;) = 1.
=1
Conclui-se portanto que, chama-se funcao discreta de densidade X a uma fungao real P(x;) definida
por P(x;) = P(X = x;). Diz-se que um niimero real z é um valor possivel de X se P(z;) > 0.

Exemplo 4.2.1. Seja X a varidvel aleatéria obtida pelo experimento de langar uma moeda trés vezes,
onde a probabilidade de obter a face cara em um langamento individual é p. Logo, o espago amostral
serd: X(s) = {3,2,2,2,1,1,1,0}, entdo, para cada um dos s € S, X(s) assume os valores: 3, 2, 1, 0.
Dado que,

P{s} = {p*,p*(1 = p),p*(1L = p),p°(1 — p), p(1 — p)*,p(1 — p)*,p(1 — p)*, (1 — p)*}.
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Sendo p = 0,4. Entao, X tem a fungao de probabilidade discreta p(z;) dada por
p(0) = (1=p)* = p(0) = (1 - 0,4)" = 0,216;
p(1) =3 x [p(1 —p)?] =3 x 0,4 x (1 —0,4)% = 0,432;
p(2) =3 x [p2(1 - p)] = 3 x (0,4)2 x 0,6 = 0, 288;
P> = (0,4)° = 0,064;
Logo, p(0) =0,216; p(1) =0,432; p(2) =0,288; p(3) = 0,064.

Dado a condicao (ii), ou seja, 322, p(z;) = 1, chega-se que, Y23, p(:) = p(0) +p(1) +p(2) +p(3) =
0,216 + 0,432 4 0,288 + 0,064 = 1. Portanto, a condigao (ii) estd satisfeita. Pode-se representar esta
funcéo por meio de um diagrama como ilustra a Figura 4.2.1.

-1 0 1 2 3

Figura 4.3 Fungao da Distribuicao de p(x;), onde x; assume os valores -1, 0, 1, 2 e 3.

4.2.1 Variavel Aleatdéria Constante

Seja “c’um nuimero real. Entdo a funcdo X definida através de X(s) = ¢, para todo s é uma
variavel aleatéria discreta, visto que, {s: X(s) = ¢} é todo conjunto S e S é um evento. Claramente
P(X = ¢) = 1, de modo que a F.P. fde X é simplesmente f(c) = 1 e f(z) = 0, z # c. Esta
varidvel aleatéria chama-se varigvel constante. E sob este ponto de vista que uma constante numérica
é considerada uma variavel aleatéria.

4.2.2 Valor Médio de Uma Variavel Aleatoria Discreta
Definicao 4.2.3. Dada a variavel aleatoria X discreta, assumindo os valores x4, 2, x3, ..., Ty, chama-
se valor médio ou esperanga matematica de X ao valor

n

E(X)=)_ i P(X=ux)=)Y_ ;P (4.1)
=1

=1

Se X tem apenas um numero finito de valores possiveis z1,z2,x3, ..., T, entdo a Equagao (4.1) é
simplesmente definido como
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No caso discreto geral, esta definicao é vélida desde que a soma Y. | |z;| P(X = x;) < 00, ¢ exigido,
entao > ' | x; P(X = z;) serd bem definida. Isso pode levar a conclusio que:

Seja X uma varidvel aleatéria discreta com f.p. f(x | 0). Se >, z; P(X = z;) < oo, dizemos que

X tem esperanca finita e definimos sua esperanca através de
n
B(X)=> z; P(X = ;)
i=1

Por outro lado, se > " | |xi| P(X = z;) = oo, dizemos que X nao tem esperanca finita e E(X) ¢é
indefinida. Se X é uma varidvel aleatéria nao-negativa, geralmente indica-se por F(X) < oo o fato de
que ela tem esperanca finita.

Exemplo 4.2.2. Uma questao que se pode ter o interesse em resolver, se refere ao lucro médio por um
determinado conjunto fornecido pela Tabela 2.1. Observa-se que 56% das montagens devem produzir
um lucro (X) de 15 reais, 23% um lucro (X) de 10 reais, etc.

Tabela 4.1 Distribuicao da V. A. X

X P(X)
15 0,56
10 0,23
5 0,02
-5 0,19
Total 1,00

Logo, BE(X) =1, 2 P(X = z;) = 15X 0,56 + 10 x 0,23 + 5 x 0,02 4 (=5) x 0,19 = 9, 85.

Isto é, caso sejam verdadeiras as suposicoes feitas para determinar a distribuicao da Varidvel
Aleatéria (v.a.), o empresario espera ter um lucro de 9,85 reais por conjunto montado.

Exemplo 4.2.3. Seja X a V.A. introduzida sob a forma de considera-la como o resultado do experi-
mento de langar uma moeda trés vezes, no qual a probabilidade de se obter cara em um lancamento
indidual é p = 0,4. De posse dos dados fornecidos pela Tabela 2.2, pode-se calcular a média de
obtencoes da face cara no experimento.

Entao, E(X) = Z?Zl x; P(X =2;) =0x0,216+1x 0,432+ 2 x 0,288 + 3 x 0,064 = 1, 2.

Isto é, o nimero médio de obtencoes da face cara, no experimento de trés lancamentos dessa moeda
(ndo honesta), sob probabilidade de se obter a face cara igual a 0,4 serd 1,2, para experimentos
realizados sob essas mesmas condigoes.

4.2.3 Variancia de Uma Variavel Aleatoria Discreta

A variancia de uma varidvel aleatéria é expressa em funcao do valor médio desta mesma varidvel,
ou seja, de sua esperanca matematica, tal como, se observa na Equacao (4.2) a seguir,

Var(X) = E(X?) - [E(X)]Q
= (X - B(X))? (4.2)
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Tabela 4.2 Distribuicdo da Varidvel Aleatoria X

X  PX)

0 0,216
1 0,432
2 0,288
3 0,064
Total 1,00

Exemplo 4.2.4. Para o Exemplo 2.2.3 se tem que, a variancia da variavel aleatéria X é dada por:

Tabela 4.3 Calculo da Variancia Varidvel Aleatoria X.

X P(X) X2 P(X?)

0 0,216 0 0,216
1 0,432 1 0,432
2 0,288 4 0,288
3 0,064 9 0,064
Total 1,00 1,00

Portanto,
E(X?) =0 | 2? P(X?=22)=0x 0,216+ 1 x 0,432 + 4 x 0,288 + 9 x 0,064 = 2, 16.
Consequéntemente, a partir da Equagao (4.2) a variancia da varidvel aleatéria X é igual a:

Var(X) = 2,16 —[1,2)?
= 2,16 — 1,44
= 0,72

Assim, se pode concluir que a variabilidade associada ao experimento de obtengoes da face Cara em
trés langamentos de uma moeda é igual a 0,72.

4.2.4 Funcao de Distribuicao Acumulada Discreta

Definigao 4.2.4. Seja X uma varidvel aleatoria, discreta. Defini-se a fungdo “F”como a funcdo de
distribuicao acumulada da varidvel aleatoria X.

Teorema 4.2.1. Se X for uma varidvel aleatoria discreta

Pla) = P(X <2) = Y Pay),

onde o somatorio € estendido a todos os indices j que satisfazem a condicdo x; < .

Observa-se que o dominio de “F”é tido conjunto dos niimeros reais, ao passo que o contradominio
é o intervalo [0, 1].

Introducao a Probabilidade 2012 Notas de aulas



4.2 Variaveis Aleatorias Discretas 96

Exemplo 4.2.5. Voltando ao problema do empresario mostrado anteriormente e usando a funcao de

distribuicdo acumulada de X definida na tabela a seguir, a funcao de distribuigao aculumada (f.d.a)
de X sera dada por

0 se r < —H
0,19 se —5 <z < 5
F(z)=<¢ 0,21 se 5 < x < 10
0,44 se 10 < x < 15
1 se xz > 15.

Comentdrio: Observe que P(X = z;) é igual ao salto que a fungao F' dé& no ponto x;; por exemplo,

P(X = 10) = 0,23 = F(10) — F(107). De modo geral, P(X = ;) = F(x;) — F(x; ), ou seja,
P(X = ;) = F(z;) — F(z; ), onde lembramos que

F(a™) = lim F(x)

Tr—a—

1
Exemplo 4.2.6. Suponha que a variavel aleatéria X tome os valores 0, 1 e 2, com probabilidades —,

1 1
5 e 2 respectivamente. Entao,
0 sex < 0
1
3 se) <z <1
F(z) =
1
—sel < x < 2
2
(1 sex > 2

Observe que ¢é de extrema importancia o fato de se indicar a inclusao ou a exclusao dos limites, na
descrigao dos diversos intervalos. Pode se mostrar graficamente a F para o exemplo 5.2.5.

Os gréficos para as fungoes de distribuicao acumulada sao, bastante tipicos, no seguinte sentido:

(i) Se X for uma varidvel aleatdria discreta, com um ntumero finito de valores possiveis, o grafico da
fungao de distribui¢ao acumulada sera constituido por segmentos de reta horizontais (nesse caso,
a fungao de distribuicao acumulada se denomina “Fungdo em Degraus”).

(ii) A funcao de distribuicao acumulada de F é definida para todos os valores de z, 0 que é um motivo

importante para considera-la.

Existem duas outras importantes propriedades da funcao de distribuicao acumulada, que sera sin-
tetizada no teorema seguinte

Teorema 4.2.2. Garante-se que

(i) A funcdo F é nao-decrescente. Isto €, se x1 < xa, teremos F(x1) < F(x3).

(ii) lim F(z)=0e lim F(z)= 1. [Freqiientemente, escreve-se isto como F'(—oc) = 0 e F(c0) = 1.]
T—r—00 T—00
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4.3 Variaveis Aleatorias Continuas

Considerou-se anteriormente as variaveis aleatérias discretas e suas fungoes de probabilidade como,
por exemplo, Bernoulli, Binomial, Geométrica, Hipergeométrica e Poisson. Nas aplicagoes, estas varidveis
aleatdrias representam tipicamente o ntimero de objetos de uma certa caracteristica, como o ntimero

[13))

de bolas vermelhas em uma amostra aleatéria de tamanho “n”, com ou sem reposi¢ao, ou numero de
chamadas que chegam a uma central telefonica em um minuto.

Existem muitas situacoes, tanto tedricas quanto aplicadas, em que as varidveis aleatérias naturais
a considerar sao “continuas” ao invés de discretas. como aproximagao inicial, podemos definir uma
variavel aleatéria continua X em um espaco de probabilidade S como uma fungao X (s), s € 5, tal
que, P{s | X(s) =z}) =0, —c0 < = < 400, isto ¢, tal que, X assume qualquer valor especifico =
com probabilidade zero.

E facil pensar em exemplos de varidveis aleatérias continuas. Considera-se inicialmente, um modelo
probabilistico para os tempos de desintegracdo de um numero finito de particulas radioativas. Seja
T o tempo que decorre até a desintegracao da primeira particula. Entdo, T' é uma variavel aleatoria
continua, pois a probabilidade de que a primeira desintegragao ocorra em um tempo especifico (por
exemplo, T = 2.0000... segundos) é zero. Como segundo exemplo, considera-se o experimento de
escolher ao acaso um ponto de um subconjunto S do espaco euclidiano “n-dimensional” finito nao
nulo. Seja X a varidvel aleatoria que representa a primeira coordenada do ponto escolhido. Supoem-se
por exemplo, que n = 2 e que S seja um disco de raio unitario no plano, centrado na origem. Entao,
o conjunto de pontos em S que tem a primeira coordenada zero é um segmento de reta no plano.
Qualquer segmento como este tem area zero e portanto probabilidade zero.

De forma geral, as variaveis aleatérias que representam medidas de grandezas fisicas como coordena-
das espaciais, peso, tempo, temperatura e voltagem sao descritas mais adequadamente como varidveis
aleatdrias continuas. Varidveis aleatorias associadas as contagens de objetos ou eventos sao exemplos
tipicos de varidveis aleatdrias discretas.

Entretanto, existem casos em que tanto a formulacao discreta como a continua poderiam ser apro-
priadas. Assim, embora normalmente a medida de comprimento seja considerada como uma varidvel
aleatéria continua, pode-se considerar a medida arredondada para um certo niimero de casas decimais,
e portanto, como sendo uma variavel aleatoria discreta.

4.3.1 Variaveis Aleatdrias e suas Funcoes de Distribuicao

Nas aplicacGes, uma varidvel aleatéria representa uma quantidade numérica definida em termos
do resultado de um experimento aleatério. Matematicamente, entretanto, uma variavel aleatéria X é
uma func¢ao real definida em um espago de probabilidade. Naturalmente deseja-se que P(X < z) seja
definida para todo ntmero real x. Em outras palavras, se S for um espaco de probabilidade sobre o
qual se define X, deseja-se que

{s | X(s) <x}.
Seja um evento (isto é, um elemento do espaco amostral). Isto implica nas defini¢oes a seguir

Definicao 4.3.1. Uma varidvel aleatoria X em um espaco de probabilidade S € uma funcdo real
X(s),s €8, tal que {s | X(s) <z} € um evento para —oo < x < 400.
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Definicao 4.3.2. A funcao de distribuicao F' de uma varidvel aleatéria X € uma fungdo

F(X)=P(X <z), —o0o<x <400

A funcao de distribuicao torna-se ttil na determinagao de diferentes probabilidades associadas com
a variavel aleatéria X. Um exemplo é:

Pla<z<b)=F(b)—F(a), a<b

4.3.2 Propriedades de Fungoes de Distribuicao Continuas

Nem todas as fungoes ocorrem como funcoes de distribuicao, pois as fungoes de distribuicao devem
satisfazer certas condigoes.

Seja X uma variavel aleatéria e seja F' uma funcao de distribuicao. Entao
e (i) 0 < F(x) <1 para todo x.
e (ii) F' é uma fungao nao decrescente de .

A propriedade (i) decorre imediatamente da propriedade de definigao F(z) = P(X < x).

Para se verifivar a validade de (ii), precisa-se simplesmente observar que se x < y, entao

Fy) - F(z) =Pz <X <y) 20
Diz-se que uma func¢éo f tem um limite L & direita (& esquerda) no ponto = se f(x + h) — L
para h — 0, através de valores positivos (negativos). Quando existem, representam-se os limites
a direita e & esquerda por f(zT) e f(z7) existem para todo x. Sob as mesmas condigoes, f tem

os limites f(—o0) para x — —oo e f(+00) para x — +o0.

Das propriedades (i) e (ii), segue-se que a fungao de distribuicao F' tem os limites F'(—o0) e
F(+00).

o (iii) F(—o0) =0e F(+00) =1

e (iv) F(z") = F(x) para todo .

Para avaliar F'(—o0) e F(+00) precisa-se apenas obter os limites de F'(n) para n — —oo. (Isso
decorre do fato de que F' é nao-decrescente).

Definicao 4.3.3. Chama-se a varidvel aleatoria X de varidvel aleatdria continua se

P(X=2)=0, —oco<uz<o0.

Observa-se que X é uma variavel aleatoria continua se, sua funcao de distribuicao F' for continua
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para todo x, isto é, se F' for uma fungdo continua. Portanto, caso X seja uma variavel aleatéria
continua, entao além da Definigao 2.10.1 temos que

Pla<X<b=Pla<X<b)=Pla<X<b)=F0b) — F(a),

de modo que < e < podem ser usados indiscriminadamente neste contexto.

Definicao 4.3.4. Uma funcao de distribuicao é qualquer fung¢ao F que satisfaz as propriedades (i)-
(iv), isto é,

(i) 0 < F(z) <1 para todo x,
(ii) F € uma fungao ndo-decrescente de x,
(iii) F(—o0)=0¢€eF (+0) =1

(iv) F(X*)=F (x) para todo x.

Em textos mais avancados demonstra-se que se F' for uma funcao de distribuicao, necessaria-
mente existe um espago de probabilidade e uma varidvel aleatéria X definida neste espago tal que F'
¢é a funcao de distribuicao de X.

4.3.3 Densidades de Variaveis Aleatorias Continuas

Na pratica defini-se geralmente as fungoes de distribuicdo em termos de fungoes de densidade.

Definigao 4.3.5. Uma fungao de densidade (em relagao a integracdo) ¢ uma fungao nao-negativa f
tal que
+oo
/ f(x)de =1 (4.3)
—0o0

observe que se f for uma funcao de densidade, entdao a fungdo F definida por
F(z) = / fly) dy, —oo <z < o0, (4.4)

é uma funcao continua que satisfaz as propriedades (i)-(iv). Assim, a Equacao (4.3) define uma funcao
de distribuigao continua. Dizemos que esta fungao de distribuicao tem densidade f. E possivel, embora
dificil, construir exemplos de funcoes de distribui¢ées continuas que nao possuem densidades. As
funcoes de distribuicGes continuas que realmente possuem densidades sao chamadas de funcoes de
distribuicao “absolutamente continuas”.

4.3.4 Valor Médio de Uma Variavel Aleatdéria Continua

Definigao 4.3.6. Como a funcdo f(x) € senpre ndo-negativa, pode-se escrever a esperan¢a como:

B(X) = / ™ x £(z) dz. (4.5)

—0o0
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4.3.5 Variancia de Uma Variavel Aleatoria Continua

A extensao do conceito de variancia para variaveis aleatérias continuas é feita de maneira semelhante
e equivalente ao caso de uma variavel aleatéria discreta, ou seja,

Var(X) = B(X?) — [B(X)P

= (X - B(X))?

+oo
:/ (X — E(X))? f(x) dx. (4.6)
—0o0
Exemplo 4.3.1. O ponteiro dos segundos de um relégio mecanico pode parar a qualquer momento
(instante), devido a algum defeito técnico, ou término da bateria, e indica-se por X o angulo que esse
ponteiro forma com o eixo imaginario passando pelo centro do mostrador e pelo nimero 12, como é
apresentado na Tabela 2.10.

Tabela 4.4 Deslocamento dos Ponteiros de um Reldgio

X 0° 6° 12° 18° ... 342° 348° 354° 360°
1 1 1 1 1 1 1 1
P(z) — — @ — = e = = = =
60 60 60 60 60 60 60 60

Pergunta-se, qual o angulo médio formado por esse ponteiro, em relacao ao eixo imaginario que
passa pelo centro do mostrador e pelo niimero 12.
Sabe-se que

E(X):/Jroo X f(x) dx,

—00
entao 360 360 2
1 1 1 X
FE(X) = X —dpr = — X dr = — 1360
()/0 360 ““ T 360 J, YT 360 © 2 10
1 1 1 1
= —— x[(360)2 — (0)?] x = = —— x [(360)%] x =
360X[( ) ()]><2 360><[( HXZ
_ 1 (3607 360
360 22
= 180.

Var(X) = (X — E(X))? f(z) dz

Calcula-se conseqiientemente a variancia 7@1& a variavel aleatéria X, ou seja,
—0o0

logo, chega-se que

360 1 1
Var(X) = / (X —180)> x —— do = —— x [fo?’ﬁo (X2 -2 x X x 180 + (180)2) dx
0

1 360 360 360
= 30 % [fo X?de— [;77 2x X x180dx+ [; (180) d:v}
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1 X3 X2
= 360~ [SIEGO =360 x |3 + (180)° x X[
1 360)> 03
= 360~ K( 3 S 3)° (180 x (360% — 02)) + ((180)2 x (360 — 0))
1 1
= 360 [15.552 — 23.328 + 11.664] x 10° = 360 (3880) x 103
= 10.800

4.4 Suporte de um modelo de probabilidade

Definicao 4.4.1. O conjunto A(x) = {z : f(z | 0) > 0} é denominado o suporte da varidvel aleatoria
X.

4.5 Espaco paramétrico de um modelo de probabilidade

Definicao 4.5.1. O conjunto © dos valores possiveis de 6 € denominado Espago Paramétrico.

4.6 Parametro

Definicao 4.6.1. Um parametro € uma medida usada para descrever uma caracteristica da populacdo.

Tabela 4.5 Simbolos Mais Comuns Para Medidas Populacionais e Amostrais

Estatistica Parametro

>

Média m
Variancia 52 o?
N¢ de elementos n N
Proporcéo D P

Definigao 4.6.2. - Modelos de Probabilidade: Seja X uma variavel aleatéria discreta ou continua, com
fungao de probabilidade (f.p.) ou funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) respectivamente, dadas
por f(x | @). Portanto, tem-se que 6 é o parametro associado ao modelo de probabilidade da varidvel
aleatéria X.

4.7 Modelos de Probabilidade Discretos

4.7.1 Modelo de Probabilidade Uniforme Discreta

Ezperimentos que tenham n resultados possiveis, todos com a mesma probabilidade 1/n, € dito sequir
um modelo uniforme discreta. Assim,

e O lancamento de um dado honesto tem como resultado as faces 1,2,3,4,5,6, todos com probabi-
lidade 1/6;
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e O resultado da megasena tem como resultado uma das (660) combinagoes possiveis, todas com a

mesma probabilidade.

e O angulo inteiro em uma roleta de um cassino honesto.

Para esta varidvel temos que

1 « 1 «
B(X)=— S oa, V(X)= - > (zi - B(X))%.
i=1 i=1
O principal caso é quando z; =1, ou seja, x; € {1,2,...,n}, onde temos
n+1 n?—1
E(X)= V(X)= .

4.7.2 Modelo de Probabilidade Bernoulli

Muitos experimentos sao tais que os resultados apresentam ou nao uma determinada caracteristica.
Por exemplo:

e Uma moeda ¢é langada: o resultado é cara ou coroa;

e Um dado ¢é lancado: ou ocorre face 5 ou nao (ocorrendo entdo uma das demais faces 1, 2, 3, 4
ou 6);

e Uma peca é escolhida ao acaso dentre 1000: é ou nao defeituosa;
e Uma pessoa ¢é escolhida dentre 500: é ou nao do sexo masculino;

e Uma pessoa é escolhida ao acaso dentre os moradores de uma cidade e verifica-se quanto a ela
ser ou nao favoravel a um projeto municipal.

Em todos esses casos, estamos interessados na ocorréncia de sucesso (cara; face 5; a pega é defeituosa;
a pessoa é do sexo masculino e a pessoa é favoravel ao projeto municipal) ou fracasso (coroa; uma face
diferente de 5; a peca nao é defeituosa; a pessoa é do sexo feminino e a pessoa nao é favoravel a um
projeto municipal). Essa terminologia (sucesso e fracasso) serd usada freqiientemente.

Para cada experimento citado anteriormente, podemos definir uma varidvel aleatéria X, que assume
apenas dois valores: 1, se ocorrer sucesso, e 0, se ocorrer fracasso. Indica-se por 6 a probabilidade de
sucesso, isto é, P (sucesso) =P (S)=60, 0<6<1.

*(1—6)1=* 2=0,1
f(z) =

0, para outros valores de x.

A varidvel aleatéria X, que assume apenas os valores 0 e 1, é representada por X ~ Bernoulli() e
com funcao de probabilidade dada por
fz|0) = PX==z|0) = 61 -6 2=01 0<6<l1. (4.7)

E(X)=0 Var(X)=0(1-0).
Tal que,
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portanto, X é chamada varidvel aleatéria de Bernoulli(®).

Exemplo 4.7.1. Vamos supor o experimento onde um dado ¢é lancado e a varidvel X representa a
obtencao da face 5, logo os possiveis resultados desse experimento serdo: ocorre a face 5 ou ocorre
qualquer uma das faces diferentes de 5; supondo o dado perfeito (equilibrado) tem-se

1
P(X=0)= §°(1— )0 = (1_9)_1_6_%
1
PX=1)=0"1-0)""! = 9= &
conseqientemente, 1
p=EX)= 6
visto que, p = E(X) =0,
Var(X)=6(1-196)
1 5 )
= — X - = —
6 6 36

4.7.3 Modelo de Probabilidade Binomial

Considere “n”repetigoes independentes de um experimento do tipo sucesso e fracasso (Bernoulli). Seja
S, 0 nimero de sucessos em “n’repeticoes. Entao S, é uma varidavel aleatéria que pode assumir
somente os valores 0, 1, 2, 3,..., n. Sabe-se que, para um ntmero inteiro x, 0 < x < n, resulta em

P(Sp =) = <Z> 6°(1 — 0)"*;

Portanto, a funcao de probabilidade f de S,, é dada por

Z) 0=(1—0)" =, £=0,1,2,..,n,

flz) = <
0, para outros valores de .

Definicao 4.7.1. A wvaridvel aleatoria X, que assume os valores 0, 1, 2, 3,..., n € representada por:
X ~ Binomial(n,0) e com func¢do de probabilidade

n! T n—x _ .
E(X)=nb Var(X) =né(1—0).

Esta funcao estd entre as mais importantes que ocorrem na teoria de probabilidades, funcao de
probabilidade Binomial de parametros n e 6.
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Exemplo 4.7.2. Seja X a varidvel aleatoria introduzida sob a forma a considera-la como o experi-
mento de lancar uma moeda trés vezes, onde a probabilidade de obter a face cara em um lancamento
individual é 0,4. Logo, o espaco amostral serd: X (s) = {3,2,2,2,1,1,1,0}, entao, X = 3,2,1,0. Este
experimento é uma funcao de distribuicao Binomial de parametros n = 3 e § = 0,4. Portanto, a
probabilidade de se obter uma, duas ou trés caras respectivamente nos trés lancamentos é

1) — 3! 1 3-1 _ 3! 1 2 _
P(X=1)= m (0,4)* (1 —0,4) =5 (0,4)°(0,6)* = 0,432
P(X =2)= _ 3 (0,4)*(1 —0,4)32 = 3 (0,4)%(0,6)* = 0,288
213 —2)! 7 ’ 21 07 ’ ’
3! 3 33 _ 3! 3 0
conseqilientemente,

p=FE(X)=3%x0,4=1,2

visto que, u = E(X) = n#,
Var(X)=nf(1—-0)=3x0,4x(1-0,4) =3x0,4x0,6=0,72

Refere-se freqlientemente a uma variavel aleatéria X, com f.p. Binomial, dizendo que X tem uma
distribuicdo Binomial (com parametros n e #, quando se deseja ser mais preciso). Usa-se também
denominagao semelhante para outras variaveis aleatérias que tem designagao especifica.

A partir do estudo de andlise combinatéria, verifica-se que a distribuicdo Binomial ocorre no processo
de amostragem aleatéria com reposicao. No caso de um processo de amostragem aleatéria ocorrido
sem reposicao, caracteriza-se a distribuicdo Hipergeométrica.

4.7.4 Modelo de Probabilidade Geométrica

Considere “n’repeticoes independentes de um experimento do tipo sucesso e fracasso. Porém, o tinico
evento que nos interessa é o que representa o sucesso no experimento, logo faz-se “n”ensaios de Ber-
noulli independentes e a distribuicao geométrica se caracterizard a partir do momento em que se

observar o primeiro sucesso no experimento, quando entdo o mesmo serd finalizado.
-1 _
01 -0 x=1,2,3, ..,
flx) =

0, para outros valores de x.

Definigao 4.7.2. A varidvel aleatdria X, que assume os valores 1, 2, 3,... é representada por: X ~
Geométrica(0) e com funcao de probabilidade

flz|)=PX=z|0)=01-6)"", 2=1,2,3,..; 0<6O<1. (4.9)

BX)=7  Var(x)="2"
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Exemplo 4.7.3. Supondo um experimento onde cinco moedas sao langadas e observa-se a ocorréncia
da face cara nas moedas. Admitindo-se que a probabilidade de ocorréncia da face cara é igual a 0,4,
ou seja, 0 = 0,4, logo, para se calcular a probabilidade de obter-se no 1°,2° 3°,4° e 5° langamentos

respectivamente a face cara deve-se proceder de maneira que

P(X =1)=0,4(1-0,4)""1 =0,4 x (0,6)° = 0,400
P(X =2)=0,4(1-0,4)*>"1=0,4x (0,6)! =0,240
P(X =3)=0,4(1-0,4)3"1=0,4x(0,6)>=0,144
P(X =4)=0,4(1-0,4)"1 = 0,4 x (0,6)% = 0,086
P(X =5)=0,4(1-0,4)°"1=0,4 x (0,6)* = 0,052
conseqiientemente,
1
—EX)=— =2
p=EX) 01= 25
. 1
visto que, p = E(X) = il
Var(X) = 1-0_1-04_06 _,4

)= = (0,4)2 0,16

4.7.5 Modelo de Probabilidade Hipergeométrica

Considera-se uma populacao de “r’objetos dos quais “ri;”, sdo de um tipo e “ro = r — r1”, sdo de
um segundo tipo. Suponha que se extraia desta populagao uma amostra aleatéria sem reposicao de
tamanho n < 7. Seja X o numero de objetos do primeiro tipo na amostra. Entdao X é uma varidvel

aleatéria cujos valores possiveis sao: 0, 1, 2,..., n.

Definicao 4.7.3. A wvaridvel aleatoria X, que assume os valores 0, 1, 2, 3,..., n € representada por:
X ~ Hipergeométrica(n,r) e a partir dos resultados de particoes do espago amostral, chega-se a fung¢do

de probabilidade

(2)(25)

x n—z

fla|r)= PX = |r) =~
()

onde v=0,1,2,...n; r1=0,1,2,....r; r=1,2,...; n=1,2,...,r.

T1 rn r—rTry r—m

E(X)=n Var(X)=n

r r r r—1"

A Equacgao (4.10) pode ser escrita como

T

(T)n

<2> <:l_—2> _ (r)e(r—ri)n—a n! <n> (r)a(r = r1)n—a

CD T -2 (e

Assim pode-se escrever a f.p. f de X de duas formas

(4.10)
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=)
f(x) = <n>

0, para outros valores de .

rx=0,1,2,...,n.

ou ainda,

r
flx) = "
0, para outros valores de .

Esta funcao de probabilidade chama-se funcao de probabilidade Hipergeométrica.

Exemplo 4.7.4. Em problemas de controle da qualidade, lotes com “N” {tens sdo examinados. O
numero de itens com defeito (atributo A), r, é desconhecido. Colhemos uma amostra de “n’itens e
determinamos “k’. Suponha que um lote de N = 100 pecas, r = 10 sejam defeituosas; sabe-se que a
funcao de probabilidade Hipergeométrica pode ser escrita como

r N —r
P(X = k)= Py = M\ TF
n
Escolhendo-se n = 5, ou seja, retira-se cinco pecas sem reposicao, a probabilidade de nao se obter
pecas defeituosas é
10\ /100 — 10 90
0 5—-0 5
PX=0)=PFP= = (), 584.
100 100
5 5

Enquanto a probabilidade de se obter pelo menos uma defeituosa é

; onde 0 < k < min(r,n)

PX=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+P(X =5)=P + P, + Py + P, + P;
(110> (940) ) (120> (930) ) (130) (920) ) (140) <910) ) <150) <900>
GGG G RN

Ou equivalentemente, para obter-se a probabilidade de pelo menos uma peca dentre as cinco esco-
lhidas apresentar defeito calcula-se

>~ (), 416

P(X>1)=1-P(X=0)=1-0,58 = 0,416
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4.7.6 Modelo de Probabilidade Poisson

Sabe-se que em muitos fendmenos aleatorios que envolvem um processo de contagem, seguem aproxi-
madamente uma distribuicao de Poisson. Alguns exemplos de tais fendmenos sdo o nimero de dtomos
de uma substancia radioativa que se desintegram na unidade de tempo; o nimero de chamadas que
chegam a uma central telefénica em um determinado periodo de tempo; o nimero de erros de im-
pressao por pagina de um livro e o nimero de colonias de bactérias em um recipiente de petri untato
com uma suspensao de bactérias.

Definicao 4.7.4. A varidvel aleatdria X, que assume os valores 0, 1, 2, 3,... € representada por: X ~
Poisson(0), e com fungdo de probabilidade

—0px
J@lh)=P(X=x]0)=""— 2=012.; 6>0 (4.11)
x!
EX)=20 Var(X) =10
Portanto, seja § um nimero positivo. A f.p. de poisson de parametro 0 é expressa por
o= —0
6' ;0 x=0,1,2,...,n.
flx) = v

0, para outros valores de x.

E evidente que esta funcio satisfaz as seguintes propriedades: f(z) >0, X e Re {z : f(z) # 0} da
defini¢ao de Varidvel Aleatéria Discreta. A propriedade Y ;| P(x;) = 1, segue-se imediatamente da
expansao em série de Taylor da fungao exponencial que

o
9(13
e =

|
xT.
=0

Exemplo 4.7.5. Um PBX recebe, em média, cinco chamadas por minuto. Supondo que a distribui¢ao
de poisson seja adequada nessa situagao, para obter-se a probabilidade de que o PBX nao receba
chamadas durante um intervalo de um minuto. Faz-se § =5 e

50—
P(X=0)= ol

= e ° =0,0067

Por outro lado, se o objetivo for calcular a probabilidade de obter-se no maximo duas chamadas em
quatro minutos, tem-se # = 20 chamadas em quatro minutos, visto que, em média o PBX recebe cinco
chamadas por minuto, logo

P(X<2)=P(X=0)+P(X =1)+P(X =2)

200720 201720 20220
o Yot
= e 29(1 + 20 + 200) = 2212,
que é um nimero muito proximo de zero. Esse exemplo mostra que a probabilidade de “k”ocorréncias
em um intervalo fixo de comprimento “t’pode ser escrita como
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efﬁt(at)k .

k7
onde 6 representa o nimero médio de ocorréncias naquele intervalo. Denota-se uma variavel aleatoria
X com distribui¢ao de poisson de parametro 6 por X ~ poisson(6).

P(X =k)= k=0,1,2,---

4.8 Modelos de Probabilidade Continuos

4.8.1 Modelo de Probabilidade Uniforme Continua

Definicao 4.8.1. A varidvel aleatéria X tem distribuicao uniforme no intervalo [a, b] se sua fungao

densidade de probabilidade (f.d.p.) € dada por
1

b _ ?

fla) = ‘

0, para outros valores de x.

se a<x<b,

O grafico da f.d.p. é dado pela Figura 5.5 e o Grafico da f.d.a. é dado pela Figura 5.6. Portanto,

9

0,130 1~

0,125

0,120
T T T T T T
4 3 2 1 0 1 2 3 4

Figura 4.4 Grdfico da funcao densidade de probabilidade de uma varidvel aleatdria com distribuicao uniforme
no intervalo [- 4; 4].

1

f(x;a,b) = " a Tiap) (2), a <z < by —00<a<b< +oo. (4.12)
_a+b _ (b—a)?
E(X)= 5 e Var(X)—T.

F(:c):P(XSx):/ f(z) dx = Z:a, se a < x <b
1, sex > b

Assim, para dois valores quaisquer c e d, onde ¢ < d, tem-se portanto
Plc <z <d)=F(d)— F(c),

Notagao: usa-se a notagdo X ~ U(a,b) para indicar que a varidvel aleatéria X tem distribui¢ao
uniforme de parametros [a, b].
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05 —

0,0 —
X

T T T
-10 a=-9 0 b=11 10

Figura 4.5 Grdfico da fungdo de distribuicao acumulada de uma varidvel aleatdria uniforme no intervalo [- 9;
11].

Exemplo 4.8.1. Dada uma varidvel aleatoria X, a qual tem distribui¢ao uniforme tem-se que, um
caso particular bastante interessante quanto a esta distribuicao é quando os parametros sao iguais a
[a=-1/2, b = 1/2]. Portanto, tem-se que

1, se —1/2<2<1/2
flz) =

0, caso contrario.
Verifica-se que,

at+b -1/2+1/2 0 (b—a)? (1/2+1/2)2:i

B =73 2 g =0 ¢ Vel =" =" 12
A f.d.a. serd dada por 0, sex < —1/2
Fx(z)=¢ z+1/2, se —1/2<z<1/2
1, se x > 1/2.

Por exemplo, P(—1/4 < X <1/4) = Fx(1/4) — Fx(—1/4) = 1/2.

4.8.2 Modelo de Probabilidade Normal

Apresenta-se agora um modelo fundamental em Probabilidade e Inferéncia Estatistica. Suas origens
remetem-se a Gauss em seus trabalhos sobre erros de observacao astronémica, por volta de 1810, de
onde se dé a origem do nome distribuicao Gaussiana para tal modelo.

Definicao 4.8.2. Diz-se que a varidvel aleatdria X tem “Distribuicao Normal” com pardametros j e
02, onde —oo < < +oo e o >0, se sua funcio densidade de probabilidade é dada por

(z—p)?

1 2
e 20° ; se —oo<ux<+o00,

f(x) =< V2mo?

0, caso contrario.

Portanto,
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-30 -20 -1o u +10 +20 +30

4768,26%4,‘

469
[« 95, 4l

[« 99,73% »|

Figura 4.6 Grdfico da funcdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatoria normal com média e desvio
padrao.

1 ——
flryp,o?) = —=e 202 ; —oo<x< 400, —00< <400, o>0. (4.13)

V2mo?
EX)=p e Var(X)=o"

Verifica-se que, f(x;p,02) — 0, quando =z — =400, 4 — 0 e -+ o sdo pontos de inflexdo de
1

V2mo?

f(x;p,0%), = p éponto de maximo de f(z; i, 02), e o valor méaximo é

A densidade f(z;u,0?), é simétrica em relacdo & reta x = y, isto é,

4z p,0), f(u— x50, 0%),

para todo x real. Com o objetivo de simplificar a notacao, denota-se a funcao densidade de probabili-
dade normal simplesmente por f(z) e escreve-se simbolicamente,

X ~ N(p,07).

Quando 1t = 0 e o2 = 1, tem-se uma distribuicdo normal padrao ou normal reduzida, ou simplesmente
N(0,1). Portanto, a funcao densidade de probabilidade reduz-se a

2,2

1 —
e 2; —o0<z<+oo. (4.14)

O gréfico da Normal padrio é dado por Se X ~ N(u,0?), entdo a varidvel aleatéria definida por
Z = ==L terd média 0 e variancia 1.
A fungao de distribuigdo acumulada F(y) de uma varidvel aleatéria normal X, com média p e variancia
(z — p)?

1
e 202 | de —oo até y, ou seja,

Voro?

o2 é obtida integrando-se f(x;u,0?) =

F(y) = /y f(z;p,0%) dz,y € R. (4.15)
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®(2)
04 |

03 —

02 —

01 —

wl

Figura 4.7 Funcdo de distribuicao acumulada da varidvel aleatoria X com distribuicao Normal Padrao: Z ~
N(0,1).

A integral de F(y) corresponde a &drea, sob f(x) desde —oo até y. No caso especifico da normal
padrao, utiliza-se a seguinte notacao, a qual é universal

qb(y):/_:qb(z)dz:\/%/;e

Exemplo 4.8.2. Os depdsitos efetuados em um determinado banco durante o més de janeiro sao
distribuidos normalmente, com média R$ 10,00 e variancia igual & 2,25. Um depésito é selecionado ao
acaso dentre todos os referentes ao més de janeiro. Encontrar a probabilidade de que o depédsito seja

(a) R$ 10,00 ou menos;

2

2 dz. (4.16)

(b) Pelo menos R$ 10,00;
(c) Um valor entre R$ 12,00 e R$ 15,00;
(d) Maior do que R$ 20,00.

Sabe-se que p = 10 e 02 = 2,25, conseqiientemente, ¢ = 1,5. Sendo X a varidvel aleatéria que
representa o referido depdsito, entao para

()

(b)

(c)

12-10 z—p 15-10
P(12<X<15):P< TR >

15 ~ & 1,5
= P(1,33 < Z < 3,33) = 0,09133.
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(d)
1‘—,u>20—10

o — 1,5

P(X>20):P< >:P(Z>6,67)%0.

(e)

0-10 z-pu 5-10
P(O<X<5)_P( ToA >

15 = o = 15
= P(—6,67 < Z < —3,33) ~ 0.

(f)

5-10 z—p 10-10
P(5<X<10):P( S )

15 ~ o -~ 15
= P(-3,33< Z <0)=0,5.

4.8.3 Modelo de Probabilidade Exponencial

Uma distribuicao de probabilidade importantissima e que tem aplicacoes em confiabilidade de sistemas,
assim como é capaz de mensurar o tempo de vida 1til de equipamentos eletronicos é a distribuicao
exponencial.

Definicao 4.8.3. A waridvel aleatoria X tem distribuicao exponencial com pardametro 8 > 0, onde a
funcao densidade de probabilidade exponencial apresenta-se da sequinte forma

T
e 0; se x>0,

O gréfico da f.d.p. é dad
)

1,0 —

05 —

00 —

Figura 4.8 Grdfico da func¢do densidade de probabilidade de uma varidvel aleatoria com distribuicao exponencial
de parametro 0 = 1.

Portanto,

xr
F@0)=>¢ 0, 2>0; 0>0. (4.17)

S

EX)=0 e Var(X)=06
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0, sex <0

Flz) = P(X < ) = /0 (o) dt =

x
l—e 0, se 0 < z < s

1

, sexr > s.

O grafico da f.d.a. é dado pela Figura (2.10).

F(X)

1,0 —

05 —

0,0 — X
T T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Figura 4.9 Grdfico da funcao de distribuicao acumulada de uma varidvel aleatoria com distribuicao exponencial
de parametro 0 = 1.

Notagao: usa-se a notacdo X ~ Ezp (6) para indicar que a varidvel aleatéria X tem distribuicao
exponencial de parametro 6.

Exemplo 4.8.3. O tempo de vida (em horas) de um fusivel pode ser pode ser considerado uma
variavel aleatéria com distribuicao exponencial de parametro 8 = 500. Sabe-se que a vida média de
um fusivel é 500 horas, ou E(T") = 500 Horas e conseqiientemente a probabilidade de que este fusivel
dure mais do que a média é

+oo +oo 1 _500 1 +oo _580
P(T > 500) = / f(t)dt:/ — ¢ dt:/ e

00 00
5 | o), [l
500 [(—500) x e 500 | = [~ e 500]

oo 500
= —¢ 500 + ¢ 500 = ¢t = 0,3678.

Conseqiientemente, para t = 500 e 8 = 500, ou seja, para os dados deste exemplo tem-se que,

F(t) = P(T<500)= 1 — e} =1 — 0,3678 =0,6322
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4.8.4 Modelo de Probabilidade Gama

Definicao 4.8.4. Seja X a varidvel aleatoria que tem distribuicdo Gama com pardametros o e [3,
onde a funcao densidade de probabilidade dessa distribui¢do apresenta-se da sequinte forma

ﬁOé
L g le™Pr e x>0,

Sy =4 T
0, <0
Portanto, N
f(:c]a,ﬂ):r/é()a)xa_le_’gx, >0, a>0e>0 (4.18)
E(X) = % e Var(X)= %

Notagao: usa-se a notagdo X ~ Gama («, ) para indicar que a variavel aleatéria X tem distribuicao
gama com parametros a e 3.

4.8.5 Modelo de Probabilidade Qui-quadrado

Definicao 4.8.5. Seja X a varidvel aleatoria que tem distribuicdo Qui-quadrado com pardmetro n,
onde a funcao densidade de probabilidade dessa distribuicdo apresenta-se da sequinte forma

(L/2"? ay _

n
———— x2 e 2; se x>0,

fay=3 T2

0, <0

(SIE]

Portanto,
1/2)%/2 . .
flz|n)= (F{n)/Q) z2 e 2, x>0, en>1 (inteiro) (4.19)
EX)=n e Var(X)=2n
Notagao: usa-se a notagio X ~ Y2 para indicar que a varidvel aleatéria X tem distribuicdo de
Qui-quadrado com n graus de liberdade.

4.8.6 Modelo de Probabilidade F-Snedecor

Definicao 4.8.6. Seja X a varidvel aleatoria que tem distribuicao F-Snedecor com parametro m e n,
onde a funcdo densidade de probabilidade dessa distribuicdo apresenta-se da sequinte forma

r (M) / .
I T AL S mo\-mE
f(z) = I'(m/2)['(n/2) (n) Lz <1+ n x) : se x>0,
0, <0
Portanto,
+n
r("5") .
2 m\ m/2 m m . | |
~ T(m/2r(n/2) \n e >1 4.2
fe ['(m/2)I'(n/2) <n> T2 ( T 37) , x>0, em,n>1 (inteiros) (4.20)
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n n?(m+n —
E(X) = e Var(X)= ni(n(— 2;_2(n _231)

Notagao: usa-se a notacao X ~ [, , para indicar que a varidvel aleatéria X tem distribuicao de
F-Snedecor com m e n graus de liberdade.

4.8.7 Modelo de Probabilidade ¢-Student

Definicao 4.8.7. Seja X a varidvel aleatoria que tem distribuicao t-Student com parametro n, onde
a funcdo densidade de probabilidade dessa distribuicao apresenta-se da sequinte forma

r n+1 it
f(z) = 2L (1) 7
T) = T(n/2) n7r<1+n> ;o para —oo < x < 400

Portanto,
r("t) 2\ -
flx|n)= T/ Jim <1+i> , —00 < x < +00, en > 1 (inteiro) (4.21)
n
(X)=0 ¢ Var(x)= "

Notacgao: usa-se a notacao X ~ ¢, para indicar que a varidvel aleatéria X tem distribuicao de
t-Student com n graus de liberdade.

4.8.8 Modelo de Probabilidade Beta

Definicao 4.8.8. Seja X a varidvel aleatoria que tem distribuicdo Beta com pardametro a e b, onde a
funcdo densidade de probabilidade dessa distribuicao apresenta-se da sequinte forma

r b _
fla) = F(S}:(b))xa_l(l—az)bl; para 0 <x <1
0
Portanto,
f(w!a,b)zmx“—lu—z)”‘l,0<x<1,a>oeb>0 (4.22)
a ab
EX) = ¢ Vo= @ror

Notagao: usa-se a notagdo X ~ Beta(a,b) para indicar que a varidvel aleatéria X tem distribui¢ao
de Beta com parametros a e b.

4.9 Transformacoes de Variaveis

Em muitas situacoes nao estamos interessados no comportamento de uma variavel propriamente, mas
sim em uma transformacdo dela, Y = T(X), tais como Y =|X|, Y =aX +b ouY = X2. Na teoria
dos testes estatisticos essa € uma situacdo ertremamente frequente.
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Uma das formas de conhecer o comportamento de' Y = T(X) e obter sua fun¢do densidade fy (y)
ou fungao funcgao de distribuicio Fy (y). Obviamente podemos usar a propriedade F'(y) = f(y). De
forma geral, com o uso da regra da cadeia, obtemos,

OF (y)

f(y):Ty:f(x)

dx

ik (4.23)

Exemplo 4.1. Seja X ~ U(0,1). Obtenha a distribuicao de ¥ = 1 — X através da Fungao de
Distribuicao de X

Temos que fx(z) =1,z € (0,1) e que Fx(z) =z, comy € (0,1). Com base nisso,

Fy(y)=PY <y)=P(1-X <y)=P(X >1-y) =1-P(X <1-y) = 1-Fx(l-y) = 1-(1-y) = y.

Como Fy(y) =y, podemos concluir diretamente que Y ~ U(0,1). Podemos ainda obter sua fun¢ao
densidade, dada por fy(y) = Fy (y) = 1.

Poderiamos aplicar diretamente a expressao 4.23. Notemos que fy(1 —x) =1 e Z—Z = —1, pois
x=1—y, obtendo fy(y) =1x|—1|=1.

Exemplo 4.2. Seja X ~ U(0,1). Obtenha a distribui¢io de Y = —% In(1 — X), através da Fungao de
Distribuicao de X

Temos que Fx(x) =1—e ey € (0,00). Com base nisso,

Fy(y)y = PY <y =P (—iln(l - X)< y> =P(—In(l-X)<Ay)=P(In(1-X)>—-\y)
= Pl-X>eM=PX<l-eM=Fx(l-eM=1-—eM.

Como Fy(y) =1 — e, podemos concluir diretamente que Y ~ Exp()\). Podemos ainda obter sua
funcdo densidade, dada por fy(y) = Fi(y) = Ae .
Para aplicar diretamente a expressio 4.23, notemos que x = 1 — e~ ™, de onde obtemos fry) =1

e % =A™, obtendo fy(y) =1 x |[Ae M| = Ae™,

4.10 Exercicios

1) Suponha que uma varidvel aleatéria discreta X tenha uma distibui¢ao com as probabilidades dadas
pela Tabela (4.6). a seguir

Tabela 4.6 Distribuicao de Probabilidade da Varidvel Aleatéria Z.

Z 0 1 2 3 4 5

P(z) 0 p* p* p p P°

(a) Obtenha o valor de p;
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(b) A distribuigao acumulada;
(c) P(Z =4);
(d) P(Z < 3).

Uma urna contém 4 bolas brancas e 6 pretas. 3 bolas sao retiradas com reposicao. Seja X a variavel
aleatdria que representa o niimero de bolas brancas, calcule:

(a) E(X);

(b) Var(X);

(c) P(X =3).

Sabe-se que uma moeda mostra a face cara o quadruplo de vezes do que a face coroa, quando

lancada. Esta moeda é lancada 4 vezes. Seja X o nimero de vezes que se obtem a face cara.
determine:

(a) E(X);

(b) Var(X);

(c) P(X > 2);

(d) P(1 <X <3).

A funcéo de probabilidade da varidvel aleatéria X é:
Tabela 4.7 Distribuicdo de Probabilidade da Varidvel Aleatdria X.

X 1 2 3 4 5
pg L 1L 1T
5 5 5 5 5
Calcule:
(a) E(X);
(b) E(X?);

(c) B(X +3)%
(d) Var(3X-2).

Em um experimento de lancar uma moeda honesta sobre a superficie de uma mesa plana e verificar
a face da moeda. Observa-se 20 langamentos dessa moeda. Qual a probabilidade de sairem 10 caras?

Um “sinal” consiste de uma séries de vibracoes de magnitude X. Um “ruido” consiste de uma série

1
— — e —
. ) o . o . 6'3 6
respectivamente, se ruidos e sinais sao combinados de vibragoes sincronizadas, a soma dos mesmos
consiste de vibragoes de magnitude Z = X +Y . Construir a fungao de probabilidade de Z e calcular:

E(Z) e Var(Z), admitindo independéncia entre ruido e sinal. a varidvel X assume os valores 1, 0 e

de vibragoes de magnitude Y, apresentando os valores 2, 0 e -2, com probabilidades

-1, cada um com probabilidade 3"
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7) As probabilidades de que haja em cada carro que va a Santos no sidbado com 1, 2, 3, 4, 5 ou 6
pessoas, sao respectivamente: 0,05; 0,20; 0,40; 0,15; 0,12 e 0,08. Qual o niimero médio de pessoas
por carro? Se chagarem a Santos 4.000 carros por hora, qual o nimero esperado de pessoas na
cidade, em 10 horas de contagem?

8) Seja X: o nimero de caras e Y: o nimero de coroas, quando sao langadas 3 moedas. Calcular a
média e a variancia de Z = 2X + Y.

9) As varidveis aleatérias W e S sdo independentes e tem as distribuigoes de probabilidade expressas
por:

Tabela 4.8 Distribuicao de Probabilidade das Variaveis Aleatorias W e S

w1 2 S 3 4
P(w) 04 06 P(s) 02 08

Considerando a variavel aleatéria Z = W + S, construir a tabela de distribuicdo de Z e de posse
da mesma. Calcular: E(Z) e Var(Z2).

10) Dada a distribui¢do conjunta de probabilidade da varidvel (X,Y’), apresentada na Tabela (4.9).
Calcule:

Tabela 4.9 Distribuicdo de Probabilidades Marginais das Varidveis Aleatdrias X e Y.

Y 0 2 4 PX=n2)

X

0 05 0 0 0,5

2 0 02 005 0,25

4 0 0 025 0,25
P(Y=y) 05 02 03 1

(a) E(X); E(X?) e Var(X);
(b) E(Y); E(Y?) e Var(Y).

11) O tempo T em minutos, necessdrio para um operario processar certa pega é uma variavel aleatéria
com a distribuigao de probabilidade dada pela Tabela (4.10).

Calcule o tempo médio de processamento para cada peca, assim como a variabilidade do processo.
O operario ganha um fixo de R$ 2,00, mas se ele processa a pega em menos de 6 minutos, ganha
R$ 0,50, em cada minuto poupado de trabalho, ou seja, se ele processa a peca em 4 minutos, recebe
a quantia adicional de R$ 1,00.
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12)

13)

14)

15)

Para o caso do operario processar certa peca em um maximo de tempo igual a 5 minutos, Calcule
a probabilidade deste processo de producao ocorrer e o ganho adicional do operério.

Tabela 4.10 Distribuicdao de Probabilidade da Varidvel Aleatéria T
T 2 3 4 5 6 7
pPt) o1 01 03 02 02 0,1

Considere a variavel aleatoria X tendo distribuicao de Poisson. Se a probabilidade de um individuo
acusar certa reacao negativa a injecao de determinado soro é 0,001. Determinar a probabilidade de
que, em 2000 individuos,

(a) Pelo menos 5 acusem a reagao negativa,

(b) Exatamente 3 individuos acusem reagao negativa,

(¢) Nenhum individuo acuse reacao negativa;

(d) No méximo 2 individuos acusem reacao negativa;

(e) Pelo menos um individuo acuse reagao negativa.

De acordo com a Estatistica vital do Departamento de Satide dos Estados Unidos, a média anual de
afogamentos acidentais nos EUA é 3,0 por 100.000 individuos, considera-se esse fenémeno apresen-
tando uma distribuicao de Poisson. Determine a probabilidade de que, em uma cidade com 200.000
habitantes, se verifique:

(a) Nenhum afogamento acidental em um ano;

(b) Dois afogamentos acidentais em um ano;

(c) Entre quatro e oito afogamentos em um ano;

(d) Menos de trés afogamentos acidentais em um ano;

(e) Pelo menos um afogamento acidental em um ano.

Uma companhia de seguros acredita que 0,005% de uma populacao falece de um certo tipo de
acidente. Admite-se que este processo tem uma distribuicdo de Poisson. Qual é a probabilidade

que a companhia tenha que pagar mais do que trés pessoas das 10.000 asseguradas contra este tipo
de acidentes em um dado ano?

Durante um concurso realizado, verificou-se que o tempo gasto no exame de vestibular de uma
universidade tem distribuicdo normal, com média igual & 120 minutos e variancia igual a 225
minutos. De posse dessas informagoes, e sabendo-se que T': tempo gasto no exame de vestibular.
T ~ N(120,225).pergunta-se:

(a) Sorteando-se um aluno ao acaso, qual a probabilidade dele terminar o exame antes de 100
minutos?

(b) Sorteando-se novamente um aluno ao acaso, qual é a probabilidade dele terminar no méximo
em duas horas e meia (150 minutos)?
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16)

17)

18)

19)

20)

21)

Dado uma variavel aleatéria X a qual apresenta distribui¢ao normal com média 20 e variancia 25,
ou seja, X ~ N(20,25). Calcular:

(a) P(X <30);
(b) P(5 < X < 20);
(c) P(X < 10).

Dado uma variavel aleatéria X a qual apresenta distribui¢ao normal com média 10 e variancia 16,
ou seja, X ~ N(10,16). Calcular:

(a) P(X <5);
(b) P(15 < X < 35);
(c) P(X < 20).

A variavel aleatoria X tem f.d.p. dada por:

1 T
— |=—=+1); para 0<x<20
40 (10 )’ -—T o
flz) =
0, caso contrario.
Calcule,
(a) E(X);
(b) Var(X).

A varidvel aleatéria continua bidimensional (X,Y") tem a distribui¢do conjunta dada por:

Sxyz'
fay=4q 4

0, caso contrario.

para 0<zx <1, 0<y<2

Determine,

(a) As distribui¢oes marginais de X e Y
(b) Se X e Y s@o independentes;

(¢) A covariancia de X e Y.

Dada a distribui¢ao conjunta de probabilidade da varidvel (X,Y’), apresentada na Tabela (4.11) a
seguir. Calcule o coeficiente de correlagao.

As alturas dos alunos de uma escola do ensino médio de um determinado municipio do Estado do
Para sao normalmente distribuidos com média 1,60 metros e desvio padrao 0,30 metros. Encontre
a probabilidade de um aluno medir:

(a) Entre 1,50 e 1,80 metros;
(b) Menos de 1,50 metros;
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Tabela 4.11 Distribui¢ao de Probabilidade Conjunta da Varidvel Aleatéria de X e Y.

X\Y o 2 4

0 05 0 0
2 0 02 005
4 0 0 025

(¢) Entre 1,65 e 1,80 metros;
(d) Mais de 1,90 metros.

22) O tempo necessirio para um medicamento contra a dor fazer efeito foi modelado segundo uma
funcao densidade de probabilidade Uniforme no intervalo de 5 a 15 minutos, tendo por base experi-
mentos conduzidos em animais. Um paciente, que esteja sofrendo dor, recebe o remédio e, supondo
valido o modelo uniforme, qual a probabilidade da dor:

(a) Cessar em até 10 minutos;

(b) Demorar pelo menos 12 minutos.

23) A fungao densidade de probabilidade dada abaixo

2e72%; para x> 0

0; para r < 0

Representa a distribuicao do Indice de Acidez (X) de um determinado produto alimenticio. O
produto é consumivel se este indice for menor que 2. O setor de fiscalizagdo do I.A.L., apreendeu
30 unidades do mesmo. Qual a probabilidade de que pelo menos 10% da amostra seja imprépria
para o consumo.

24) O tempo de vida de um dispositivo é dado pela f.d.p. dada abaixo:
E(10 —x); para 5 <z < 10

kx; ara se 0 < x < 5
J(@) = i

0; para x < OQouzxz > 10

25) Suponha que uma varidvel aleatéria X tenha f.d.p. dada por:

2

g—i-k; para 0 < x< 4
flx) =

0; Caso contrario

Calcule:
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26)

27)

28)

29)

30)

(a) Qual é o valor de k?
(b) Quanto vale b, tal que P(X >b) = - ?

(c) Calcule a E(X).

| =

A funcao densidade de probabilidade dada abaixo

kx; para 0 < x< 1

fz) =

0; para x < Oouzxz > 1

Calcule:
(a) O valor de k para que f(x) seja uma f.d.p.;

(b) PO < X <)
(c) E(X);
(d) Var(X).

Suponha uma varidvel aleatéria discreta X tendo a seguinte distribui¢ao de probabilidades: Obtenha

Tabela 4.12 Distribuicao de Probabilidade da Varidvel Aleatéria X
X 1 2 3 4 5
Pkx) 01 02 04 02 0,1

a funcao de distribuicao acumulada.
Uma moeda ¢ lancada 20 vezes. Qual a probabilidade de sairem 10 caras?

Dado um certo experimento, o qual caracteriza-se por apresentar uma distribuicao de Poisson com
parametro 6, ou seja, X ~ Poisson(f), onde a P(X = 0) = 0,2; Obtenha o valor de 6 e calcule,
P(X < 2).

Um jogador lanca um dado. Se aparecer os ntimeros 1, 2 ou 3, recebe R$ 10,00. Se no entanto,
aparecer 4 ou 5, recebe R$ 5,00. Se aparecer 6 ganha R$20,00. Qual o ganho médio do jogador.
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Tabela 4.13 Tabela da Distribui¢io Normal(0;1) ou Normal Padrao Reduzida.

Valores de p tais que P(O <Z< z) =p
Segunda Decimal de z
Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 [0,0000 |0,0040 |{0,0080 [0,0120 |{0,0160 |0,0199 |0,0239 |0,0279 |0,0319 |0,0359
0,1 [0,0398 |0,0438 [0,0478 [0,0517 |0,0557 |0,0596 |0,0636 |0,0675 |0,0714 |0,0753
0,2 [0,0793 |0,0832 [0,0871 {0,0910 |0,0948 |0,0987 |0,1026 |0,1064 |0,1103 |0,1141
0,3 0,1179 (0,1217 |0,1255 |0,1293 |0,1331 |0,1368 |0,1406 |0,1443 |0,1480 |0,1517
0,4 [0,1154 |0,1591 {0,1628 |0,1664 |0,1700 |0,1736 |0,1772 |0,1808 |0,1844 |0,1879
0,5 0,1915 {0,1950 [0,1985 [0,2019 |0,2054 |0,2088 |0,2123 |0,2157 |0,2190 |0,2224
0,6 [0,2257 |0,2291 |0,2324 |0,2357 |0,2389 |0,2422 |0,2454 |0,2486 |0,2517 |0,2549
0,7 [0,2580 |[0,2611 [0,2642 [0,2673 |0,2704 |0,2734 |0,2764 |0,2794 | 0,2823 |0,2852
0,8 [0,2881 [0,2910 |0,2939 [0,2967 |0,2995 |0,3023 |0,3051 |0,3078 | 0,3106 |0,3133
0,9 [0,3159 |0,3186 [0,3212 [0,3238 |0,3264 |0,3289 |0,3315 |0,3340 | 0,3365 |0,3389
1,0 |0,3413 |0,3438 |0,3461 |0,3485 |0,3508 |0,3531 |0,3554 |0,3577 |0,3599 |0,3621
1,1 0,3643 [0,3665 |0,3686 |[0,3708 |0,3729 |0,3749 |0,3770 |0,3790 | 0,3810 |0,3830
N 1,2 |0,3849 10,3869 |0,3888 |0,3907 |0,3925 |0,3944 |0,3962 |0,3980 |0,3997 |0,4015
3 1,3 |0,4032 |0,4049 |0,4066 |0,4082 |0,4099 |0,4115 [0,4131 |0,4147 {04162 |0,4177
= 1,4 |0,4192 |0,4207 |0,4222 |0,4236 |0,4251 |0,4265 |0,4279 |0,4292 |0,4306 |0,4319
E 1,5 0,4332 (0,4345 {0,4357 [0,4370 |0,4382 |0,4394 |0,4406 |0,4418 |0,4429 |0,4441
E 1,6 |0,4452 10,4463 |0,4474 |0,4484 |0,4495 |0,4505 [0,4515 |0,4525 |0,4535 |0,4545
o 1,7 |0,4554 10,4564 |0,4573 |0,4582 |0,4591 |0,4599 |0,4608 |0,4616 |0,4625 |0,4633
-E 1,8 |0,4641 |0,4649 |0,4656 |0,4664 |0,4671 |0,4678 |0,4686 |0,4693 |0,4699 |0,4706
E 1,9 |0,4713 10,4719 |0,4726 |0,4732 |0,4738 |0,4744 |0,4750 |0,4756 [04761 |0,4767
& 2,0 (04772 10,4778 [0,4783 [0,4788 |0,4793 |0,4798 |0,4803 |0,4808 |0,4812 |0,4817
: 2,1 0,4821 [0,4826 |0,4830 |[0,4834 |0,4838 |0,4842 |0,4846 |0,4850 |0,4854 |0,4857
.E 2,2 (04861 [0,4864 |0,4868 |0,4871 |0,4875 |0,4878 |0,4881 |0,4884 |0,4887 |0,4890
= 2,3 10,4893 10,4896 [0,4898 [0,4901 |0,4904 |0,4906 |0,4909 |0,4911 |0,4913 |0,4916
; 2,4 104918 10,4920 [ 0,4922 [0,4925 |0,4927 |0,4929 |0,4931 |0,4932 |0,4934 |0,4936
5 2,5 0,4938 [0,4940 [0,4841 [0,4943 |0,4945 |0,4946 |0,4948 |0,4949 |0,4951 |0,4952
~ 2,6 [0,4953 10,4955 [0,4956 [0,4957 |0,4959 |0,4960 |0,4961 |0,4962 |0,4963 |0,4964
2,7 10,4965 |0,4966 |0,4967 [0,4968 |0,4969 |0,4970 |0,4971 |0,4972 |0,4973 |0,4974
2,8 10,4974 10,4975 {0,4976 |0,4977 |0,4977 |0,4978 |0,4979 |0,4979 |0,4980 |0,4981
2,9 10,4981 [0,4982 [0,4982 [0,4983 |0,4984 |0,4984 |0,4985 |0,4985 |0,4986 |0,4986
3,0 [0,4987 [0,4987 |0,4987 |0,4988 |0,4988 |0,4989 |0,4989 |0,4989 |0,4990 |0,4990
3.1 0,4990 [0,4991 [0,4991 [0,4991 |0,4992 |0,4992 |0,4992 |0,4992 |0,4993 |0,4993
3,2 (10,4993 10,4993 [0,4994 [0,4994 |0,4994 |0,4994 |0,4994 |0,4995 |0,4995 |0,4995
3,3 (10,4995 10,4995 [0,4995 [0,4996 |0,4996 |0,4996 |0,4996 |0,4996 |0,4996 |0,4997
34 1[0,4997 10,4997 {0,4997 [0,4997 |0,4997 |0,4997 |0,4997 |0,4997 |0,4997 |0,4998
3,5 [0,4998 10,4998 [0,4998 |0,4998 |0,4998 |0,4998 |0,4998 |0,4998 |0,4998 |0,4998
3,6 [0,4998 [0,4998 |0,4999 |0,4999 |0,4999 |0,4999 |0,4999 |0,4999 |0,4999 |0,4999
3,7 0,4999 [0,4999 |0,4999 [0.4999 [0,4999 |0,4999 |0,4999 |0,4999 |0,4999 |0,4999
3,8 [0,4999 10,4999 [0,4999 |0,4999 |0,4999 |0,4999 |0,4999 |0,4999 |0,4999 |0,4999
3,9 [0,5000 |0,5000 |0,5000 [0,5000 |0,5000 |0,5000 |0,5000 |0,5000 |0,5000 |0,5000
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Capitulo 5

Variaveis Aleatorias Bidimensionais e Multidimensionais

Embora o desenvolvimento visto até aqui refere-se & apresentagao das principais varidveis aleatorias,
é comum na pratica a observacao de varias varidveis ao mesmo tempo, considerando que elas estao, de
certa forma, relacionadas. Por exemplo, a dureza X e a tensao de ruptura Y de uma peca manufaturada
de ago poderao interessar, e considera-se (X,Y) como um tnico resultado experimental. Pode-se
estudar a estatura H e o peso P de alguma pessoa escolhida, o que forneceria o resultado (h,p).
Finalmente, pode-se observar a altura total da chuva R e a temperatura 7" em uma certa localidade,
durante um meés especificado, dando origem ao resultado do (r, t). Em uma situacao mais abrangente,
teremos o caso em que varias observacoes sao realizadas ao mesmo tempo, dando origem a um vetor
aleatério multidimensional X = (X7, X9, -+, X},). Vamos comegar apresentado toda a teoria para o
caso bidimensional, fazendo a extensao ao cado multidimensional quando necessario.

5.1 Definicao

Sejam E um Experimento e Q = (w;) ou S = (s;) o Espago Amostral, ou seja, o conjunto dos
resultados possiveis do experimento

S ={s1,52,83,...... }
Varidvel Aleatéria X: E uma funcdo que associa a cada elemento do espaco amostral um n° real.
(X,Y): S —R?
si — X(si) =z, Y(si) = yi,

Definicao 5.1. Sejam E um experimento e S um espago amostral associado a E. Sejam X = X (s)
eY =Y (s) duas fungoes, cada uma ssociada a um nimero real a cada resultado s € S. Denominaremos
8%%'_) uma varidvel aleatdria bidimensional (ou vetor aleatorio).

1. Se Xi = Xi1(s), X2 = Xa(s),... X, = Xy(s) forem n fungdes cada uma associando um n° real
a cada resultado s € S, denominaremos (X1,...,Xy) uma varidvel aleatdoria n-dimensional (ou
vetor aleatdrio n-dimensional).

2. Nao estamos interessados na natureza funcional de X (s) e Y (s), mas sim nos valores possiveis
que X eY tomam.

Rxy : contradominio de (X,Y) — conjunto dos valores possiveis de (X,Y).
OBS: No caso bidimensional, Rxy serd um subconjunto do plano euclidiano IR™.

Exemplo 5.1. Retira-se uma amostra de 20 alunos do curso de estatistica da UFPA e anota-se a idade
(X ) e ano de ingresso no curso (Y ). O vetor (X,Y) serd bidimensional. Outras varidveis poderiam
ser medidas.
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Figura 5.1 Funcdo de Varidvel Aleatéria Bidimensional.

Definicao 5.2. O vetor (X,Y) serd uma varidvel aleatoria Discreta Bidimensional se o conjunto
dos valores possiveis de (X,Y) for finito ou infinito enumerdvel. Isto é, os valores possdveis de (X,Y)
possam ser representados por (x;,y;), t=1,2,...; j=1,2,...

Definigao 5.3. O vetor (X,Y) serd uma varidvel aleatéria Continua Bidimensional se (X,Y) puder
tomar todos os valores em algum conjunto nao-enumerdvel do plano auclidiano.

Exemplo 5.2.
{(z,y):a<2<b, c<y<d} — Retangulo

{(X,Y): 22 +¢y* <1} — circulo

5.1.1 Variaveis discretas

Seja (X,Y) uma varidvel aleatoria discreta bidimensioal. A cada resultado possivel (z;,y;) associ-
aremos um valor p(x;,y;) representando P(X = xz;,Y = y;) e satisfazendo ds sequinte condigoes:

1) p(ziy;) = 0,Y(x,y).

oo o0
2) 22 2 plziy) =1
j=li=1
A fungdo p definida para todo (x;,y;) no contra dominio de (X,Y) é denominada a Func¢dio de
Probabilidade Conjunta de (X,Y) . O conjunto [x;,y;, p(xi,y;)], 4, j=1,2,... € algumas vezes,
denominado Distribuicdo de Probabilidade Conjunta de (X,Y) . Na Tabela 5.1.1 temos a representagdo
usual da distribuicao conjunta.

Exemplo 5.3. Lancam-se dois dados perfeitos. X indica o n° obtido no primeiro dado, e Y o maior
ou 0 n° comum nos dois dados. Encontre a distribuicdao de probabilidade conjunta de (X,Y) .
Exemplo 5.4. Lan¢cam-se dois dados perfeitos. X indica o n° obtido no primeiro dado, e Y a soma

dos dois dados. Encontre a distribui¢ao de probabilidade conjunta de (X,Y) .

Exemplo 5.5. Lancam-se dois dados perfeitos. X indica o mdzimo dos dois resultados e Y a soma
dos dois dados. Encontre a distribui¢ao de probabilidade conjunta de (X,Y) .
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Tabela 5.1 Distribuicao Conjunta de Probabilidade das Varidveis X e Y

XY Y1 Y2 Y3 Ym
1 p(z1,y1) p(w1,92) p(*1,y3) - P(@1,Ym)
z2  p(w2,y1) Dp(2,92) pP(T2,93) - DP(T2,Ym)
3 p(ws,y1) p(z3,%2) p(r3,¥3) - DP(T3,Ym)
T D@ny) P@nys) P@wys) o DEasym)

Soma p(wi,y1) p(wiy2) pTisys) - 1

M (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6) ]
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
g - (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
4 (42) (43) (44) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)

L (6,1) (6,2) (6,3) (64) (6,5 (6,6) |

Exemplo 5.6. Uma moeda perfeita € lancada 3 vezes. Para as varidveis (X,Y, Z) definidas a seguir,
encontrar a Distribuicdo Conjunta.

X : n® de caras obtidas nos dois primeiros lancamentos.

Y : n° de caras obtidas no ultimo lancamento.

Z:n° Total de caras.

Exercicio 5.1.1. Montar uma macro para obter uma aprozimacdo para a distribuicdo conjunta de

(X,Y, 2).

Exemplo 5.1.1. Supondo que se esteja interessado em estudar a composicao de familias com trés
criancas, quanto ao sexo. Defini-se entao as seguintes varidveis X = Numero de nascimentos de homens

1 se no primeiro nascimento for um homem
Y =

0, se no primeiro nascimento for uma mulher

Exemplo 5.1.2. Supondo que se esteja interessado em estudar a composicao de familias com trés
criancas, quanto ao sexo. Defini-se entao as seguintes variaveis

X = Numero de meninos
Z = Ntmero de vezes em que ha variagao do sexo entre um nascimento e outro, dentro de uma mesma
familia.

5.1.2 Variaveis continuas

Seja (X,Y) uma varidvel aleatoria bidimensional continua tomando todos os valores em alguma regido
Rxy do plano euclidiano. Uma funcao f que satisfaca ds sequintes condigdes:
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Tabela 5.2 Resultados do lancamento de dois dados

Y\X 1 2 3 4 5 6 Total

1 1/36 0 0 0 0 0 1/36
2 1/36 2/36 0 0 0 0  3/36
3 1/36 1/36 3/36 0 0 0 5/36
4 1/36 1/36 1/36 4/36 0 0 7/36
5 1/36 1/36 1/36 1/36 5/36 0  9/36
6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 6/36 11/36

Total 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 1

Tabela 5.3 Espaco amostral

Resultados Probab X Y

N

cce 1/8 2 1 3
ccc 1/8 2 0 2
ccc 1/8 1 1 2
ccc 1/8 1 0 1
cce 1/8 1 1 2
cce 1/8 1 0 1
cec 1/8 0 1 1
ece 1/8 0 0 0
Total 1 8§ 4 12

i) f(z,y) >0 V(z,y) € Rxy

i) //fxydxdy—l

Rxy

é denominada Fungdo Densidade de Probabilidade Conjunta de (X,Y) . Na Figura 5.1.2 temos
a ilustracao de uma v.a. continua bidimensional.

Observagao 5.1.

1) f(x,y) nao representa propriamente a probabilidade de coisa alguma. Esse valor pode, inclusive,
ser maior que 1. Contudo, para Ax e Ay positivos e suficientemente pequenos, f(x,y)AxzAy €
aproximadamente igual P(x — Az < X <z + Az,y — Ay <Y <y+ Ay)

2) Assim como no caso unidimensional, adotaremos a convegio de que f(x,y) =0 se (x,y) ¢ Rxy,

de forma que
+o0o +o0
/ f(z,y)dedy =1
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Tabela 5.4 Distribuicio Conjunta de (X,Y, Z)

(z,y,z) Probabilidade

(2,1,3) 1/8
(2,0,2) 1/8
(1,1,2) 2/8
(1,0,1) 2/8
(0,1,1) 1/8
(0,0,0) 1/8
Total 1

Tabela 5.5 Primeira composi¢ao familiar com trés criancas.

XY 0 1 PX=q2)

0 1/8 0 1/8
1 2/8 1/8  3/8
2 1/8 2/8  3/8
3 0 1/8 1/8
P(Y=y) 4/8 4/8 1

Tabela 5.6 Segunda composicao familiar com trés criangas.

X/zZ 0 1 2 PX=g2)

0 1/8 0 0 1/8
1 0 2/8 1/8  3/8
2 0 2/8 1/8  3/8
3 1/8 0 0 1/8
P(Z=2z) 2/8 4/8 2/8 1

3) Se B for um evento no contradominio de (X,Y) , teremos:
P(B) =% plxiy))
B
se (X,Y) for Discreta, onde a soma € feita para os indices (i, j) tais que (x;,y;) € B. E, se (X,Y)

for continua:
P(B) Z//f(w,y)dxdy
B

Exemplo 5.7. Suponha que a varidvel aleatéria (X,Y) tenha f.d.p conjunta dada por:
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Normal bivariada

0.16

0.14

0.12

0.10

f(x)

0.08
0.06
0.04
0.02

0.00

Figura 5.2 [lustra¢ao de uma v.a. continua bidimensional

et 2 >0,y >0
flz,y) = Y

0, c.c.

a) Calcule PO< X <1, 1<Y <2)

b) Desenhe a regiaco B={X >Y}={(z,y) : 2 >y}

¢) Calcule P(X >Y)

Solugao de a):

2 1
PO<X<1,1<Y<2) = //f(m,y)da:dy
1 Jo

2 rl 2 1
— //e—(x-i-y)dxdy:/ e Y [_e—x]ody
1 JO 1
2

= (1—eYH—e2tel~0,147

Solugao de b):
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Sub Expbi()
n=10 " 6
For i =1 Ton

x = Rnd(): y = Rnd() + 1

f = Exp(-(x + y))

Z = Rnd()

If Z < f Then conta = conta + 1
Next

Prob = conta / n
MsgBox "Probabilidade: " & Prob
End Sub

Para obter uma aproximacgdo para P(X > Y') podemos usar o mesmo procedimento, com alguns
ajustes. A integracdo deverd ser feita em um quadrado maior, [0,a)?, com a = 10, onde a altura
mdzima da funcdo é h = f(0,0) = 1. Assim, estaremos inserindo a func¢do desejada no parlelepidedo
de volume V = a® x 1.

Sub Expbi2()

n=10 "7
a=10: h =1
V=2(a"”2) *h ’Volume do cubo
Conta = 0O
For i =1 Ton
x = a * Rnd() > x in (0,a)
y = a * Rnd() >y in (0,a)
F = Exp(-(x + y))
Z = Rnd() * h
If (Z < F And x < y) Then Conta = Conta + 1
Next

Prob = Conta / n
MsgBox "Probabilidade: " & Prob * V
End Sub
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Exemplo 5.8. Suponha que a varidvel aleatéria (X,Y) tenha f.d.p conjunta dada por:

2 Ty
f@w:{ ’
0, c.c.

a) Verifique que integra 1
b) Desenhe a regiGgo B={X +Y > 1}
¢) Calcule P(X +Y > 1)

Sub Ex68()
n=10 "~ 7

V=1x%2=xh > Volume do paralelepipedo que vai cobrir a densidade
0

Q
o)
=]
ot
)
1]

For i =1 Ton
1 * Rnd() > x in (0,1)
2 * Rnd() >y in (0,2)

~
]

<
]

F=x"2+x*xy/3

Z =h * Rnd()
If (Z < F And x + y > 1) Then Conta = Conta + 1
Next
Prob = Conta / n > fragdo de pontos que cai na regifio de interesse
MsgBox "Probabilidade: " & Prob * V
End Sub

Exemplo 5.9 (Caso discreto). No exemplo dos dois dados:

PMZLYz@z%

Definigao 5.4. Seja (X,Y) uma varidvel aleatdria bidimensional. A fung¢ao de distribui¢ao acumulada

(f.d.a) F' de (X,Y) € definida por
F(z,y) =P(X <2,Y <y)
Se F for a fda de uma v.a bidimensional continua com fdp f, entdo:

O*F(z,y)

sempre que F for derivdvel.
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Exemplo 5.10. Suponha que a v.a (X,Y) tenha fdp dada por f(zx,y) = e~ @Y 2 > 0,y > 0.
Encontre F(z,y).

F(z,y) = P(XSx,YSy)Z/y/xf(u,t)dudt

= // ~H) Judt = /( e Tt
= /0[ —@H) et dt = e (@ _ o7ty

e () eV 7T 4]

Portanto,

O%F(z, 0 (x _ —(z
ax(ayy):%[_e (@+9) 4 o=V] = o=@+ = f(z, )

5.2 Distribuicao de Probabilidade Marginal

Seja (X,Y) uma varidvel aleatéria bidimensional. Desejamos obter as distribuicdo individuais (Mar-
ginais) de probabilidade de X e de Y, a partir da distribuicdo conjunta.

Da Teoria de Conjuntos temos que se A € um conjunto de S e B;,i = 1,--- ,n, formam uma parti¢cao
disjunta (mutuamente exclusiva) de S, ou seja, S = |J;_, Bi, entao C; = A B; sdo disjuntos. E,
ainda,

A=ANs=aNUB)=UJuN5B)
i=1 i=1
Com isso,

P(A) = P(JC) =Y P(C) = P(A(By).

=1 i=1 i=1

Assim, se A={X =z} e B; ={Y =y;} entao

=2)=Y P(X =Y =y) (5.1)
=1

Exemplo 5.11. Um dado perfeito ¢ lancado 2 vezes. Sejam

X :n® obtido no primeiro dado
Y:Y o maior ou o n° comum nos dois dados
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Tabela 5.7 Resultados do lancamento de dois dados
Y\X 1 2 3 4 5 6 Total

1 1/36 0 0 0 0 0 1/36

2 1/36  2/36 0 0 0 0 3/36

3 1/36 1/36 3/36 0 0 0 5/36

4 1/36 1/36 1/36 4/36 0 0 7/36

5 1/36 1/36 1/36 1/36 5/36 0 9/36

6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 6/36 11/36

Total 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 1
x; 1 2 3 4 5 6 Total
Distribuicdo Marginal de X
p(zi) 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 6/36 1
Yi 1 2 3 4 5 6 Total
Distrbuicdo Marginal de Y
p(y;) 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36 1
a) Caso Discreto:
p(z;) = PX=uz)=PX=u, Yzyl ouX=uz;, Y=y 0u ...)
oo
= ZP(X:;CZ, =y;) Zp:czyj
j=1
aly) = P =y;)= Zp(ﬂ%yj)
i=1

A fungao p, definida para x1,xs, ..., representa a distribuicdo de probabilidade marginal de X, e a

funcao q, representa distribuicao de probabilidade marginal de Y .

b) Caso Continuo:
+oo
g(x) = flx,y)dy f.d.p marginal de X

— 00

+oo
h(y) = / f(z,y)dz  f.d.p marginal de Y

Plc<X<d) = P(c<X<d,-0<Y <+00)

_ //+Oof:vydyd:p—/ g(2)de

Exemplo 5.12. Dois caracteristicos do desenpenho do motor de um foguete sdo o empuzo X e a taxa
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de mistura Y. Suponha que (X,Y) seja uma varidvel aleatoria com f.d.p conjunta dada por:
fla,y) =2@+y—22y), 0<2<10<y<l1

Encontrar as f.d.p’s marginais de X e Y.

“+00 1 2
g(x) = / fz,y)dy = /0 2(x +y — 2zy)dy = 2(xy + % —zy”)

—0o0

1
= 2(.%‘-{-5—33):1.

Portanto, g(z) =1, 0<xz<1,= X tem distribui¢ao U(0,1).

+o0 1
h(y) = / f(z,y)dx = /0 2(x +y — 2zy)dx

—0o
x2 1
= 2(?+ym—x2y)|$=2(§+y—y) =L

h(y)=1 ; 0<y<l
Portanto, h(x) =1, 0<xz<1,= Y tem distribui¢cao U(0,1).

Definicao 5.5. Dizemos que a varidvel aleatoria continua bidimensional € uniformemente distribuida
sobre a regiao R do plano euclidiano quando:

0 c.c.

f(z,y) :{ T (©Y) ER

Exemplo 5.13. Suponha que a variavel aleatdria (X,Y') seja uniformemente distribuida sobre a regiago
R definida por R = {(z,y) : 0 < 2 < 1,0 < y < 2}. Encontre a fdp conjunta de (X,Y) e as fdp’s

marginais de X eY.
1

Area(R)

2 1
Area (R):/ / dxdy =2
0 JO

1
Logo: f(:c,y):§ , O<z<l, O<y<?2

flz,y) =

“+00 21
9(%)2/ f(x,y)dyz/ Jdy=1 0<z<l
0

—0o0

h(y):/ f(x,y)dar:/ Sdr==, 0<y<?2
, 27T

—00
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Exemplo 5.14. Suponha que a variavel aleatdria (X,Y') seja uniformemente distribuida sobre a regiago
R definida por R = {(x,y) : 0 < z < 1,22 < y < z}. Encontre a f.d.p conjunta de (X,Y) e as fdp’s

marginais de X eY.
1

Area(R)

1 T 1 2 3
1 1 1
A R) — dvdr — D= | 22t
rea () /o/yx /o(w =)z {2 31,7273 6

Logo: f(z,y)=6 , O<z<1 , z’<y<cz
+oo

g(z) = f(z,y)dy = /

—0o0 T

f(xvy) =

T

6dy = 6(z — z°)
2

+oo VY
h@:/ f@@@z/fmzaﬁ—w

g(x)=6(z" —z) ; 0<w<1
hy)=6(yy—y) ; 0<y<l1

Para obter a constante 1/6 via simulagdo, basta usarmos o cddigo abaizo.

Sub Constante6()
n = 1000000
Somal = 0
Soma2 = 0
For i =1 Ton
x = Rnd()
y = Rnd()
fxy =1
Somal = Somal + fxy
If (y > x - 2 And y < x) Then Soma2 = Soma2 + fxy
Next
MsgBox "Constante = " & Soma2 / Somal
End Sub

5.3 Distribuicao de Probabilidade Condicional

a) Caso Discreto:
Fungao de probabilidade condicional de X dado Y = y;.

P(X = Y =y;) plxiy;)

plx; |y;)) =P(X =x;|Y =y,) = = se q(yi) > 0.
Funcao de probabilidade condicional de'Y dado X = x;.
P X=xz Y =y, p(xi Y5
ayy | 2) = P(Y =y | X =) = 2 ) PO e ) > 0.

P(X = ;) p(i)
OBS: Para um dado j, p(x; | y;) satisfaz todas as condigoes de uma distribuicao de probabilidade:
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i) p(xi|y;) >0

i) S002 plws | yy) = 072, Pt = S S p(as yy) = piyaly;) = 1

b) Caso continuo: Seja (X,Y) uma varidvel aleatdria continua bidimensional com f.d.p marginais
de X eY representadas por h(x) e g(y), respectivamente.
o A f.d.p condicional de X, dado Y =y, € definida por:

steln) =500 >0

A f.d.p condisional de Y, dado X = x, € definida por:

hz|Y)=

Observagao 5.2. As f.d.p’s condicionais satisfazem todas as condig¢oes para uma f.d.p unidimensio-
nal. Para'Y fizado, temos:

i) g(z|y) >0

i) [TCg(a | y)de = [T fh(;;)dx = (1y) J72 f(y)de = h(y)h< y) =

Exemplo 5.15. Considerando a densidade conjunta abaizo, obter as densidades marginais e condi-
Clonais.

flz,y)=6 , 0<z<l, 2°<y<z
glz) = 6(z*—2z) ; 0<z<l1
h(y) 6(Vy—y) 5 0<y<l1
U () B S S
h(y |z) = f(x,y): 0 - o2’ <y<mz O<z<l
g(x) 6(z—22) x—2a% 7

Exercicio 5.3.1. Considerando a densidade conjunta abaixo, obter as densidades marginais e condi-
c1onais.

2?4+ % 0<2r<1,0<y<2
f(x,y)Z{ ’
0, c.c.

Exemplo 5.16. Retiram-se duas cartas de um baralho. Sejam X = n° de azes obtidos e Y = n° de
damas obtidas.

a) Distribuicdao Conjunta de (X,Y)
b) Distribuicio Marginal de X
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Y/X 0 1 2 Total
0 0,714 0,133 0,004 0,851
1 0,133 0,012 0 0,145
2 0,004 0 0 0,004

Total 0,851 0,145 0,004 1,00
T; 0 1 2 Total

p(xz;) 0,851 0,145 0,004 1,00

c) Distribui¢cao Marginal de Y

Pz |y) =7

y=0 = px|y=0)="

p(0,0) 0,714
Plx=0|y=0)= = =0,839
p(1,0) 1,33
P(X=1|y=0) = = =0, 156
p(2,0) 0,004
P(X=2|y=0)= = = 0,005
Distribui¢cdo Condicional de X, dado'Y = 0:
Distribuicao Condicional de X, dado Y = 1:
Distribuicdo Condicional de X, dado Y = 2:
PX=0|Y=2)=1
Distribuicao condicional de 'Y, dado X = 0:
Distribuicdo condicional de Y, dado X = 1:
Distribuicdo condicional de' Y, dado X = 2:
0,004
PY=0|X=2)=" =1
( | ) 0,004

5.4 Independéncia

Definicao 5.6 (Varidveis aleatérias independentes).

a) Seja (X,Y) uma v.a discreta bidimensional. Diremos que X e Y sao v.a’s independentes se, e

somente se, P(x;,y;) = p(x;)q(y;) para quaisquer iej. Isto é, P(X = z;,Y = y;)

z;) P(Y = y;) para todo iej.

P(X =
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Yi 0 1 2 Total

p(y;) 0851 0,145 0,004 1,00

p(z|y=0) 0 1 2 Total

p(z|y=0) 0839 0,156 0,005 1,00

b) Seja (X,Y) uma v.a continua bidimensional. Diremos que X eY sao v.a’s independentes se, e
somente se, f(x,y) = g(x)h(y) para todo (x,y), onde f é a f.d.p conjunta, e geh sio as f.d.p
marginais de X eY, respectivamente.

Exemplo 5.17. 1. Suponha que uma maquina seja utilizada para determinada tarefa durante a manhd
e para uma tarefa diferente durante a tarde. Sejam X eY , respectivamente, o n° de vezes que a mdquina
pdra por defeito de manhd e a tarde. A tabela a sequir dd a distribuicdo de probabilidade conjunta de
(X,Y). Verifique se X eY sao inpendentes.

“x o 1 2 Total

0o 01 02 02 05
100/ 008 008 0,2
2 0,06 0,12 0,12 0,3

Total 0,20 0,40 0,40 1,00

p(0,0) =0,1=p(0) x ¢(0) =0,2 x 0,5
p(0,1) = 0,04 = p(0) x ¢(1) = 0,2 x 0,2
p(0,2) = 0,06 = p(0) x ¢(2) =0,2x 0,3

)=0,08=p(1) xq(1) =0,4x0,2
)=0,12=p(1) x ¢(2) = 0,4 x 0,3
Logo, p(xs,y;) = p(xi) x q(y;),Viej = XeY sao independentes

Exemplo 5.18. Sejam X e Y a duracdo da vida de dois dispositivos eletronicos. Suponha-se que sua
f.d.p conjunta seja dada pela funcdo abaizo. Verifique se Xe Y sdo independentes.

fla,y)=e @ L 2>0, y>0.

“+o00 “+00
g(x) = / e_(Hy)dy = e_x/ e Vdy =e" [—e_y
0 0

o0

0}:6-1‘[0“]:@%
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xT; 0 1 Total

p(zi|y=1) 0917 0,083 1,00

Yi 0 1 2 Total

q(y; | 0) 0,839 0,156 0,005 1,00

Da mesma forma,

Logo,
fla,y) =e T =™ . ¢7Y = g(2)h(y) = X e Y sdo independentes .

Teorema 1 (Definigao alternativa de independéncia).

a) Seja (X,Y) uma varidvel aleatdria discreta bidimensional. Nesse caso, X e Y serdo independentes
se, e somente se, p(xz;|y;) = p(x;) para todoi e j [ou, o que € equivalente se, e somente se, q(y;|z;) =
q(y;) para todo i e j |.

b) Seja (X,Y) uma varidvel aleatdria continua bidimensional. Nesse caso, X e Y serdo independen-
tes se, e somente se, g(xly) = g(x), ou equivalente, se e somente se, h(y|lx) = h(y), para todo

(z,9)

Teorema 2. Seja (X,Y) uma varidvel aleatdria bidimensional. Sejam A e B eventos cuja ocorréncia
(ou nao ocorréncia) dependa apenas de X e Y, respectivamente. (Isto é, A é um subconjunto de Rx, o
contradominio de X, enquanto B € um subconjunto de Ry, o contradominio de'Y ). Entdo, se X e Y
forem varidveis aleatdrias independentes, teremos P(AN B) = P(A)P(B).

Demonstragao ( apenas para o caso continuo):

P(ANB) / Ame z,y)drdy = //AmB y)dxdy
= [ stz [ sy = PAP(B).

Teorema 3. Sejam X e Y duas v.a. independentes. Quaisquer fungoes isoladas de X e Y também
serdo independentes. Ou seja, sendo Z = g(X) e W = h(Y), entdo Z e W serdo independentes.

Exemplo 5.19. Sejam X e Y duas v.a. independentes. Serao independentes, por exemplo,

i) Z=X*eW = (Y —b)/c, onde a, b e ¢ sao constantes;
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Yi 0 1 Total

q(y; | 1) 0917 0,083 1,00

i) Z = ehX e W = el2¥ , onde t1 ety sdo constantes.

Observagao 5.3. Este teorema € extremamente importante e pode ser generalizado wma uma nimero
maior de varidveis aleatorias. Por exemplo, se temos varidveis Xy, Xo, -+, X,, entdo funcgoes de
subconjuntos disjuntos de X1, X, -+, X, serdo independentes, tais como Y1 = g(X1,X2) e Yo =
h(Xs, -, X,), n>3.

Uma outra propriedade importante é a Independéncia Condicional (também chama da de Inde-
pendéncia Local), necessdria em wvdrias situac¢oes para fins de desenvolvimento de métodos de es-
timacao.

Definicao 5.7 (Varidveis aleatérias condicionalmente independentes).

a) Seja (X,Y) uma v.a. discreta e Z uma v.a. Diremos que X e Y sdo v.a.’s condicionlmente
independentes em Z se, e somente se, P(x;,y;|2x) = p(xi|2k)q(yj|2k) para quaisqueriej, e cada k.
Isto é, P(X =24,Y =yj,Z =2z,) = P(X =2, Z = z1)P(Y =y, Z = z).

b) Seja (X,Y) uma v.a continua bidimensional. Diremos que X eY sdo v.a’s condicionlmente inde-
pendentes se, e somente se, f(x,y|lz) = g(x|z)h(y|z) para todo (z,y), e cada z.

c) A definicao € similar para o caso em que X eY sdo v.a.’s discretas e Z € uma v.a. continua:
P(xi,yj|z) = p(zil2)a(y;|2).
n
d) A generalizagdo é natural para wm nimero maior de v.a.’s: P(xy,xe, -+ ,xy|2) = HP(xZ|z)
i=1

5.5 Algumas funcgoes de variaveis aleatérias

Seja (X,Y) uma v.a. e Z = H(X,Y) uma funcdo de IR> — IR. Desejamos obter a distribuicdo de
probabilidade de Z. Primeiro temos que observar que Z € uma v.a.

Exemplo 5.20. Ezxemplos de funcoes de v.a.

Z= X+, Z=X-Y,
X
Z = XY, 4 ==
) Y7
Z = min(X,Y), Z=max(X,Y).

Exemplo 5.21. Duas linhas de produgao fabricam um certo tipo de peca. Suponha que a capacidade
(em qualquer dia) seja 5 pecas na linha I e 8 pecas na linha II. Admita que o nimero de pegas realmente
produzidas em qualquer linha seja uma varidvel aleatoria, e que (X,Y') represente a varidvel aleatdria
bidimensional que fornece o nimero de pecas produzidas pela linha I e a linha II, respectivamente.
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A tabela a sequir da a distribuicdo de probabilidade conjunta de (X,Y). Cada casa representa
p(ziy;) = P(X = 2;,Y = y;)
Assim, p(2,3) = P(X =2,Y =3) = 0,04 etc. Portanto, se B for definido como

B= {Mais pegas sao produzidas pela linha I que pela linha II} encontraremos que

P(B) =[0,01+ 0,03+ 0,05+ 0,07+ 0,09|+] 0,04+ 0,05+ 0,06+ 0,08|+ 0,05+ 0,05+ 0,06 + 0,06 + 0,05 =
0,75.

X 0 1 2 3 4 5 Total

0 0 |o01] |0,08] |0,05] |0,07] [0,09] 025
1001 002 004 005 0,06 008 026
2 0,00 0,08 005 005 005 006 025
s 0,01 002 004 006 0,06 0,05 02}

Total 0,03 0,08 0,16 0,21 0,24 0,28 1,00

Encontre a distribuicdo de probabilidade das sequintes v.a’s:

U = min (X,Y) = menor n° de pecas produzidas pelas duas linhas.
V = mdz(X,Y) = maior n° de pegas produziadas pelas duas linhas.
W =X +Y = n° total de pecas produzidas pelas duas linhas.

DISTRIB. DE U = Min(X,Y)

U; 0 1 2 3 Total
p(u;) 0,28 0,80 0,25 0,17 1,00

DISTRIB. DEV = Mdx(X,Y)

vj 1 2 3 4 ) Total
p(v;) 0,04 0,16 0,28 0,24 0,28 1,00

DISTRIB. DEW =X +Y
w; 1 2 3 4 5 6 7 8 Total
P(w;) 0,02 0,06 0,13 0,19 0,24 0,19 0,12 0,05 1,00
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5.6 Soma de Variaveis Aleatorias

A soma de varidveis é um dos casos mais importantes para a Estatistica, pois dela decorrerdo as prin-
cipais propriedades da média amostral (que é a soma dividida pelo tamanho da amostra), variincia
amostral e muitos outros estimadores. Mas, por simplicidade, tratemos separadamente os casos dis-
cretos e continuo.

5.6.1 Caso discreto

Seja (X,Y) uma v.a discreta. Para obtermos a distribuicao da varidvel Z = X +Y devemos considerar
todas as possibilidades em que a soma dé z, ou seja

P(Z=2)=) PX=kY=z2-k =Y P(X=kPY =z-k). (5.2)
k k
Esta expressio € decorrente do fato que os eventos {X = k,Y = z — k},V k, sio mutuamente
exclusivos, de forma que vale o apresentado em (5.1).

Exemplo 5.22. Sejam X e Y wv.a.i. com distribuicoes Bin(ni,p) e Bin(na,p), respectivamente. De-
terminar a distribuicdo de Z = X +Y.

Vale notar que z € um valor inteiro e que a v.a. X s6 pode assumir valores de 0 a ny. Assim, para
z2=20,1,2,--- ,n1 + ng, temos

k=0
- pz(l —p)n1+n2_z i: (7;;71> (ZT?]C>

k=0

_ <n1 —:n2)pz(1 _ pyratna—z,

Portanto, a soma de v.a. binomiais de mesmo parametro p também é Binomial. Esse fato € bastante
ntuitivo, pois como X representa o numero de sucessos em nji ensaios independentes de Bernoulli
(tipo lan¢amentos de uma moeda), todos com mesma probabilidade de sucesso p, e sendo'Y o nimero
de sucessos em na ensatos independentes de Bernoulli com o mesmo pardametro de sucesso p, entao Z
serd o numero de sucessos em ni + no ensaios independentes de Bernouli de mesmo parametro p, que
€ Binomial de parametros ni + no e p.

Exemplo 5.23. Sejam X e Y wv.a.i. com distribuicoes Poisson(A1) e Poisson(\a), respectivamente.
Determinar a distribuicao de Z = X +Y.

Inicialmente devemos notar que z € um valor inteiro e que a v.a. X s6 pode assumir valores de 0 a
z. Assim, para k =0,1,2,--- ,z, temos
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e MK " e_)‘Q)\;_k
k! (z — k)!

k=0

z 1
—()\1+)\2) )\k}\z—k
¢ I;O Kl(n — k)12

—(A1+Ar2) #
_ ¢ Z\\kyz—k
B 2! Z <k:) ATAy

k=0
e_()‘1+/\2)()\1 + A2)?
z!

Portanto, a soma de v.a. Poissons também é Poisson, com parametro igual ¢ soma dos parametros.
Esse fato também € bastente intuitivo, mas por qué?

5.6.2 Caso continuo

De forma similar ao caso de varidveis discretas, a soma de v.a. pode ser obtida “somando-se” (que
neste caso € a integral) para todos os valores x de X, ou seja,

o) = [ T @) fr (e — y)de (5.3)

Exemplo 5.24. Sejam X ~ Exp(\) e Y ~ Exp(\2), independentes, qual a distribui¢ao de Z =
X+Y?

Exemplo 5.25. Sejam X ~ N(0,1) eY ~ N(0,1), independentes, qual a distribui¢io de Z = X +Y ?

Exercicio 5.6.1. Sejam X ~ N(u1,02) e Y ~ N(ug,03), independentes, qual a distribuicdo de
Z=X+Y?

No geral, se (X,Y) for uma v.a continua e se Z = H\(X,Y) for uma fun¢do continua de (X,Y),
entio Z serd uma v.a continua. Qual a f.d.p de Z? Em alguns casos (soma, diferenca, por exemplo)
podemos obté-la diretamente por (5.3), mas em outros tem que haver um procedimento mais geral, que
também vale nos casos citados.

Observagao 5.4. A solugdo € a versao bidimensional da transformagdo de varidveis do caso unidi-
mensional, em que temos uma v.a. X com fdp f(x) e uma transformada Y = H(X). Entdo, a fdp g

de'Y € dada por g(y) = f(x) %

Procedimento para obter a fdp de Z = H;(X,Y):

1°) Introduzir uma sequnda v.a: W = Ha(X,Y);

2°) Obter a f.d.p conjunta de Z e W (vamos denominar esta conjunta de K(z,w))
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3°) Integra-se a f.d.p conjunta K(z,w) com relagio a W e obtém-se a f.d.p de Z:
+o0
g(z) = K(z,w)dw

—0o0

Problemas:
1. Como escolher a v.a W apropriada?

2. Como encontrar K(z,w) ¢

- Dewve-se fazer a escolha mais simples para W ;

- O Teorema a seguir indica como encontrar K(z,w).

Teorema 4. Suponha que (X,Y) seja uma varidvel aleatoria continua bidimensional com f.d.p con-
gunta f. Sejam Z = H1(X,Y) e W = Ho(X,Y), e admitamos que as funcoes Hy e Hs satisfacam
as sequintes condigoes:

a) As equagoes z = Hi(xz,y) e w = Ha(xz,y) podem ser univocamente resolvidas para = e y, em
termos de z e w, isto €, x = G1(z,w) e y= Ga(z,w).
b) As derivadas parciais Ox/0z, Ox /0w, Oy/dz e Qy/Ow existem e sao continuas.

Nessas circunstancias, a f.d.p conjunta de (Z, W), isto €, k(z,w) € dada pela sequinte expressao:
k(z,w) = f(z,y) |J(z,w)| , onde J(z,w) € o determinante 2 x 2 :

ox oz
J(z,w>:' E ]
0z ow

Este determinante é denominado oJacobiano da transformacao (z,y) — (z,w) e, algumas vezes,
é denotado por O(x,y)/0(z,w). Salientamos que k(z,w) serd nao-nula para aqueles valores de (z,w)
correspondentes a valores de (x,y) para os quais f(x,y) ndo seja nula.

Observagao 5.5.

a) Muito embora nao demonstremos este teorema, indicaremos ao menos o que se deseja e onde
residem as dificuldades. Consideremos a f.d. conjunta da varidvel aleatoria bidimensional (Z, W),
isto €,

w z
K(z,w)=P(Z <z, W <w) = / / E(s,t)dsdt,
—0oQ —00
na qual k é a f.d.p procurada. Como se supoe que a transformagao (x,y) — (z,w) seja biunivoca

[veja a hipdtese (a), acimal, poderemos achar o evento, equivalente a {z < z, W < w}, em termos
de X e Y. Suponhamos que este evento seja denotado por C. Sendo assim, {(X,Y) € C}se, e
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somente se{Z < z,W < w}. Consequentemente,

/_: /_ZOO k(s,t)dsdt = // f(z,y)dzdy
C

Como se admite f conhecida, a integral do sequndo membro pode ser calculada. O cdlculo de suas
derivadas em relacdo a z e w fornecerd a fdp pedida. Na maior parte dos manuais de cdlculo
avancado, mostra-se que essas técnicas conduzem ao resultado, tal como foi enunciado no teorema
acima.

b) Observe-se a acentuada semelhanga entre o resultado acima e o resultado obtido no caso unidimen-
sional, explicado no capitulo anterior. A exigéncia de monotonicidade para a funcio y = H(z) €
substituida pela suposicdo de que a correspondéncia entre (x,y) e (z,w) seja biunivoca. A condigao
de derivabilidade ¢ substituida por algumas hipoteses sobre as derivadas parciais consideradas. A
solugdo final obtida €, também, muito semelhante aquela obtida no caso unidimensional: as varidveis
T ey sao simplesmente substituidas por suas expressoes equivalentes em termos de z e w, e o valor
absoluto de dx/dy é substituido pelo valor absoluto do jacobiano.

Para o caso da fun¢do soma, Z = X +Y, geralmente escolhemos W = X. Neste caso teremos

Z = X+Y N r= w r= Gi(z,w)
W= X y= z—w y= Ga(z,w)
gz Oz 0 1
Portanto, J:' § %% ‘ = ' 1 1 ' =-1
z  Ow

K(Z,U)) :f(Gl(Z7w)7G2(Z7w)) X ’J’ :f(w7 Z_w) X ‘ _1|:f(w7 z—w)
Com isso, a densidade de Z €é dada por

+oo +oo

g(z) = K(z,w)dw = / f(x,z — x)dz.

— 00 —0o0

que € a mesma expressao apresentada em (5.3).

Exemplo 5.26. Sejam X e Y wv.a’s independentes, cada uma tendo distribuicao uniforme no intervalo
(0,1). Seja Z =X 4+Y. Encontre a f.d.p de Z.

X~U(,1) = fX(a:):{(l)’ 900.06.(0,1)
Y ~U0,1) = fy(y):{(l), Zf(o,l)

X eY independentes = f(z,y)= { (1);
Z = X+Y N r= w r= Gi(z,w)
W= X y= z—w y= Ga(z,w)
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- |

QJ‘Q:Q)‘QJ
INNESENE ]
0%

K(z,w) = f(G1(27w)7G2(Z7w)) X ’J’
= f(w, z—w) x| —1]

1, 0<w<l, 0<z—w<1
K(z,w)= L, w<z<1l4w
0; cc

9(2) = [73 K(z,w)dw
B fOZK(z,w)dw : 0<2<1
B le_l K(z,w)dw; 1<2z<2

_{fozdw ; 0<2<1

leildw ;o 1< z<2

I ; 0<z2<1
Sl 2—-2; 1<2<2

Exemplo 5.27. Suponha-se que estejamos fazendo mira em um alvo circular, de raio unitdrio, que
tenha sido colocado de modo que seu centro se situe na origem de um sistema de coordenadas requlares
conforme a figura. Admita-se que as coordenadas (X,Y') do ponto de impacto estejam uniformemente
distribuidas sobre o circulo. Isto €, f(x,y) = 1/m, se (x,y) estiver dentro (ou na circunferéncia)
do circulo, f(x,y) = 0, se em qualquer outra parte. Obter a densidade da varidvel aledtoria R, que

representa a distincia da origem, ou seja, R = VX2 + Y2.

Encontraremos a f.d.p de R, digamos g, assim:

Seja ® = tg~1(Y/X). Portanto, X = H(R,®) e Y = Hy(R,®), onde z = Hy(r,¢) =1 cos ¢ e

y = Ha(r,¢) =r sen ¢. (Estamos apenas introduzindo coordenadas polares).

1 ;.
=, se (x,y) € circulo;
ﬂ%MZ{” (=.9)

0, se c.c
R =+VX?+Y? (Distancia da Origem)

g(r) =?

O = arctg(Y/X);
R= VX?2+Y2

Encontrar a f.d.p conjunta de ¢ e R.

Y=tgo x=Gi(¢,r)
X2 +Y? =12 y = Ga(¢,7)
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y=uxtg¢
24 (xtgp)? =1t = 2% +2%g% =1’
= 2*(1+tg*¢) =1r"
= o
1+tg%¢
No entanto,
2
1
1+t =1+ " ¢ _

cos2¢p  cos? ¢
= 22 =1r%cos® ¢

= T =7rcosp

y=xtgod = y=rcosoptgo

sen ¢
cos ¢

=  rcos¢

= y=rseno

T = rcos
{ ¢ coordenadas polares
y= rsenq¢
Jacobianos:
%z & cosp —rseng
J=| 8 & |= = rcos?¢ + rsen’p = r(cos’p + sen?) = r
7 39 seng  rcoso

K(¢, T) = f(G1(¢7T)7G2(¢’T)) : |’I"| = f(TCOS¢,TS6TL ¢) = % T

Portanto,
K(QS,T):% 0<r<1 ,0<¢<2m

2

+o00 27
o) = [ K@mdo= [T Zas = o

—00

= lor—0=2r
0 ™

Concluindo que

5.7 Produto de Variaveis Aleatdérias Independentes

Teorema 5. Seja (X,Y) uma v.a continua bidimensional e admita-se que X eY sejam independentes.
Seja V = XY . Neste caso, a f.d.p de V, digamos p, € dada por:

Introducao a Probabilidade 2012 Notas de aulas



5.7 Produto de Variaveis Aleatorias Independentes 148

oo w/ |w
Demonstracao:
v=21 T=w
W=z Y=y
Logo, o Jacobiano é
Or Oz 1 0
—_| 0 — — 1
J = ‘ o oy ’ = ‘ w1y
ow  Ov w2 w

Portanto, a f.d.p conjunta de V=XY e W = X € dada por:
v v 1
K = £ (w, 2) -1 =tw)-n (1) ] 1]

A f.d.p marginal de V, serd

Observagao 5.6.
1. Os valores de v para os quais p(v) > 0 dependeram dos valores de (x,y) para os quais f(x,y) >0

2. Temos que

[ stn ()= [t (2) o= [t (2)-

[e.e]

Exemplo 5.28. Suponha que temos um circuito no qual tanto a corrente I como a resisténcia R
variem de algum modo aleatorio. Particularmente, suponhamos que I e R sejam varidveis aleatorias
continuas independentes com as com as fdp’s abairo. Obter a distribuicdo de E = IR.

. 2 ; 0<i<l1
9(2)2{

0; cc

2

s <3
hiry=4 97 V=7
(r) {0 ;oc.c

A densidade de E serd dada por

Introducao a Probabilidade 2012 Notas de aulas



5.8 Quociente de Variaveis Aleatérias Independentes 149

NS w w
400 1
:/ o) h (%) |- di
NS 1 i
1 2
e
= /;22922 zdl
3
0<:<1 e _ .
0<¢<3 = 0§e§3z} = ssisl
16,2 2 1 2
2e 2e 1 2e 3 2
= —di=—|—= =— - |-14+-|=—(3 -
p<e) /5922 9 [ 6] 9 |: +6:| ( 6)
3
Portanto,

5.8 Quociente de Variaveis Aleatérias Independentes

Teorema 6. Seja (X,Y) uma varidvel aleatoria bidimensional continua e suponhamos que X eY
sejam independentes. [Portanto, a fdp de (X,Y) pode ser escrita como f(xz,y) = g(z)h(y)/. Seja
Z = % Deste modo, a fdp de Z, digamos q, serd dada por

+oo
o(2) = / 9(v2)h(v)[odv

—00

Demonstracao:
Sejam z =z /y e v =1y. Portanto, x =vz e y=wv. O jacobiano é

J=

=0

vz
0 1

Dai a fdp conjunta de Z = X/Y e V =Y serigual a
t(z,v) = g(vz)h(v)|v]

Integrando esta fdp conjunta em relagdo a v obtém-se a fdp marginal de Z procurada.
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Exemplo 5.29. Admita-se que X e Y representem a duracao da vida de duas lampadas fabricadas
por processos diferentes. Suponha-se que X e Y sejam wvaridveis aleatorias independentes, com fdp
respectivamente f e g dadas a sequir. Obter a fdp de X/Y .

flx)y=e" | x>0 e 0 para outros quaisquer valores;
g(y) =22 | y >0 e 0 para outros valores;

A waridvel aleatoria X/Y representa o quociente das duas duragoes de vida. Seja q a fdp de Z.
Pelo teorema temos que q(z) = fj_;o g(vz)h(v)vldv. Como X eY podem tomar somente valores nao-
negativos, a integracdo precisa ser feita apenas sobre os valores positivos da varidvel de integracdo.
Além disso, o integrando serd positivo somente quando ambas as fdp que aparecem sejam positivas.
Isto significa que deveremos ter v > 0 ewvz > 0. Visto que z > 0, essas desigualdades determinam que
v > 0. Portanto, a expressao acima se torna

Integrando por partes, obtemos:

2
Q(Z):m, 220

5.9 Distribuicao do Minimo e do Maximo de duas v.a’s continuas
Independentes

Em algumas situacdes prdticas temos interesse em estudar um sistema formado por vdrios componen-
tes, em série ou paralelo. Se estiverem em série, o sistema falhard quando o primeiro falhar (minimo),
mas se estiver em paralelo, falhard quando o iltimo falhar (mdximo). Estas distribui¢des sao muitas
vezes denominadas de Estatisticas de Ordem.

5.9.1 Maximo

Sejam X eY wv.a’s independentes, com f.d.p’s dadas, respectivamente, por fi(x) e fa(y). Nosso objetivo
é encontrar Encontre a f.d.p de M = max(X,Y), digamos g(m).

Devemos inicialmente observar que se o mdzrimo entre um conjunto de numeros ¢ menor que m,
entao todos os numeros serao menores que m. Estes argumentos levam ao uso da Funcao de Distri-
buicdo, e posteriormente a funcao de probabilidade ou densidade. Com base nisso, a f.d de M serd:

Gm) = PM<m)=PMax(X,Y)<m)=P(X<mY <m)
P(X <m)P(Y <m) = Fi(m)Fx(m)

Logo a f.d.p de M serd obtida derivando-se G(m) com relagiao a m:

_ 0G(m)
 Om

g(m) = F1Fy(m) + Fi(m)Fy(m) = fi(m)Fa(m) + fo(m)Fy (m)
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Portanto,

g(m) = fi(m)Fa(m) + fo(m)Fi(m)

Observagao 5.7. Se X e Y, além de independentes tiverama amesma distribuicdo de probabilidade,
a f.d.p de M tornam-se:

com f(m) = fi(m) = fa(m) e F(m) = Fi(m) = Fy(m).

5.9.2 Minimo

De forma similar d distribuicdo do mdzimo, consideraremos X e Y wv.a’s independentes, com f.d.p’s
dadas, respectivamente, por fi(x) e fa(y). Nosso objetivo é encontrar a f.d.p de Z = min(X,Y),
digamos h(z).

Devemos inicialmente observar que se o minimo entre um conjunto de numeros € maior que z, entdo
todos os numeros serdao maiores que z. Estes argumentos levam ao uso da Funcdo de Distribuicao, e
posteriormente a fungao de probabilidade ou densidade. Com base nisso, a f.d de Z serd:

H(z) = P(Z<z)=PMin(X,Y)<z)=1-PMin(X,Y) > z)
—P(X>2Y>2)=1-P(X>2)PY >z)=1-[1—-Fi(2)][1 — Fa(2)]
= 1- [1 — FQ(Z) — Fl(Z) + Fl(Z)FQ(Z)] = Fl(z) + FQ(Z) — Fl(Z)FQ(Z).

Com isso,

nz) = 2HG) By Fe) - F0)R) + R()EF )

)
0z
= f1(2) + fa(2) = fi(2) F2(2) — F1(2) f2(2)
[i(R)[1 = F2(2)] + fa(2)[1 = F1(2)]

Observagao 5.8. Se X e Y tiverem a mesma distribuicdo de probabilidade, entao :
h(z) =2f(2)[1 — F(2)],
onde f(z) = f1(z) = fa(2) € F(2) = F1(z) = F2(2).

5.10 Distribuicoes Condicionais

Em certas situagoes desejamos obter a distribuicdo de uma fungdo de varidveis, dada uma determinada
condicdo, ou no condicionamento pode estar uma funcao. Vejamos alguns casos:

Exemplo 5.30. Sejam X ~ Bin(n,p) e Y ~ Bin(n,p), independentes. Entao a distribuicio de X,
dado que X +Y = m € Hipergeométrica, com

0,
&

P(X =KX +Y =m) =
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Pelo Ezemplo 5.22 ja temos que X +Y ~ Bin(2n,p). Portanto, para 0 < k < min(n,n),

PX=klX+Y =n) = PX=kX+Y=n) PX=kY=n—k)

P(X +Y =n) P(X+Y =n)
P(X =k)P(Y =n —k)
P(X+Y =n)

()pF (L —=p)"=F x (" )pm (1 = p)r= ()
(1 — p)2e-m
() ()
G
Exemplo 5.31. Sejam X ~ Poisson(A1) e Y ~ Poisson()\s), independentes. Entao a distribui¢ao
de X, dado que X +Y =n é Bin(n

A1 )
A1+

Ja sabemos do Exemplo 5.23 que X +Y ~ Poisson(\1 + \2). Portanto,

PIX=kX+Y = P X=kY=n-—
PX—kX+Y =n) = PE=EX+Y=n) PX=kY=n—Fk

P(X+Y =n) P(X+Y =n)
P(X =K)PY =n—Fk) e MM/ x e 2\7F/(n — k)
P(X+Y =n) B e=MtA2) (A; + Ag)7/n!

- () )
N k AL+ A2 AL+ A2
Exercicio 5.10.1. Sejam X ~ Poisson(\) e Y|(X = z) ~ Bin(z,p). Entdo,

a) A distribuicao de Y é Poisson(\p).
b) A distribui¢ao condicional de X|(Y =y) é Poisson(A(1 — p)).

5.11 Variaveis Aleatorias n-dimensionais

Praticamente todos os conceitos introduzidos para o caso bidimensional podem ser facilmente esten-
didos para o caso em que temos vdrias varidveis em estudo, por isso faremos um breve resumo sobre
este caso. Consideremoa a varidvel n-dimensional (X1, Xa, -+, X,,).

Seja (X1, X2, -+, Xy) uma varidvel aleatdria n-dimensional continua tomando todos os valores
em alguma regiao IR™ do espaco auclidiano. Uma funcdo f que satisfaca ds sequintes condigoes:

i) f(x,--+ ) >0 Y(x1, -+ ,2,) € R"

i1) / /f 1, n)dxy - dr, =1

¢ denominada Fungdo Densidade de Probabilidade Conjunta de (X1, Xo, -, X,).
Sendo C € IR"™, a probabilidade associada o C € dada por

P(Xl,XQ,"' , E C / /f X1, , T dl‘l dIn
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As distribuicoes marginais ou de um subconjunto das varidveis em (X1, Xo, -+, X,) podem ser
obtidas integrando-se com relagdo as demais. Por exemplo, para dimensdo n = 3, a marginal de X1 e
a conjunta de Xo e X3 sao dadas por

fi(z1) Z//f(ﬂﬁl,x%ws)d@dfr?,

faz(xa,x3) = /f($1,$2,$3)d$1

5.11.1 Método do jacobiano para o caso n-dimensional

Teorema 7. Suponha que X = (X1, Xo,---, X,,) seja uma varidvel aleatdria continua n-dimensional
com f.d.p conjunta f. Sejam Z; = H;(X), e admitamos que as fungoes H; satisfacam as sequintes
condigoes:

a) As equagoes z = H;(x) podem ser univocamente resolvidas para x em termos de z, isto é, x; = G;(z)

b) As derivadas parciais 0x;/0z;, existem e sao continuas.

Nessas circunstancias, a f.d.p conjunta de Z, isto €, k(z) € dada pela sequinte expressio: k(z) =
f(x) |J(z)| , onde J(.) € o determinante n X n :

Oz . Oz
0z1 ow
oy ... 9y
Jz)=| % %
9y ... %y
0z ow
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Capitulo 7

Valor Esperado de uma funcao de uma v.a.
bidimensional

7.1 Definicao

Seja (X,Y) uma varidvel bidimensional e seja Z = H(X,Y) uma fungdo real de (X,Y). Normalmente,
para obtermos o wvalor esperado de Z temos que encontrar a distribuicao da varidvel para, entao,
calcular sua esperanca. Veremos que esta etapa intermedidria, da obtencao da distribuicdo de Z nado

é necessdria.

a) Se Z for uma v.a discreta, entdo:

o0

E(z) = Zzip(zi)v onde p(z;) = P(Z = z)
=1

b) Se Z for uma v.a Continua, com f.d.p g, entdo:

+oo
E(Z)= / zg(z)dz

—00

Exemplo 7.1. Seja (X,Y) uma v.a com a distribui¢do conjunta a sequir. Encontre a E(Z), onde
Z=X*+Y.

Y/X -1 0 1 Total

0 02 0 04 06
1 01 01 02 04

Total 0,3 0,1 06 1,0

Distribuicdo da v.a Z

Zi 1 2  Total

p(z) 0,7 03 1,0

E(Z)=1x0,7+2%x0,3=1,3
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Exemplo 7.2. Sejam X e Y w.a’s independentes, cada uma tendo uma distribui¢ao U(0,1). Seja
Z=X+Y, encontre a E(Z).

2 1 2
E(Z) = /Ozg(z)dz: ; z2d2+/1 (22 — 2*)dz

3

3 1 8 1
= Sh+(-

2
=442 —14+)=4-2-1=1
Flhi=g+(d-5-1+7)

Teorema 8. Seja (X,Y) uma v.a bidimensional e seja Z = H(X,Y).

a) Se (X,Y) for uma v.a discreta e se p(z;, y;) = P(X =x;, Y =y;)j,i=1,2,..., entdo:

b) Se (X,Y) for uma v.a continua com f.d.p conjunta f , entao:

+oo +oo
E(Z) = /_ 3 H(z,y)f(z,y)dzdy

Exemplo 7.3. Refazer os Exemplos 7.1 e 7.2 através do Teorema 8.

7.1: Temos que Z = X? +Y . Portanto,

ZZH(J% yi)p(zi y;)

7j=1 =1
= H(—l,O)p(—l,O) + H(_la 1)p(_17 1) + H(O7 1)]9(0, 1) + H(l,O)p(l,O) =+ H(L 1)p(1a 1)
= 1x0,242x0,1+1x0,14+41x0,4+2x0,2=1,3

7.2: Temos que Z =X + Y, logo,

Portanto,
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7.2 Algumas Propriedades envolvendo Esperanca e Variancia

Seja (X,Y) uma varidvel aleatdria bidimensional com distribui¢ao de probabilidade conjunta

flx,y). Seja Z = Hi(X,Y) e W = Hy(X,Y). Entao, E(Z+ W) =E(Z)+ E(W).

Demostracao:

pzew) = [ [ty + )i ey

oo ptoo oo ptoo
= / Hl(w,y)f(xyy)dwdyﬂL/ Hs(z,y) f(z,y)dzdy

—00 —00 —00 —00

— E(Z)+ EW). (7.1)

Propriedade 7.4) Seja X e Y duas varidveis aleatorias quaisquer. Entao:
E(X+Y)=EX)+E(Y).
Demostragao:
Isto decorre imediatamente de (7.1), ao se fazer H1(X,Y) =X e Hy(X,Y) =Y.
Propriedade 7.5) Sejam n varidveis aleatdrias Xy, Xo, ..., X,. Entao:
EXi+...+X,)=EX1)+ -+ E(X,).

Demostragao:

Isto decorre imediatamente da Propriedade 7.4, pela aplicacdo da indu¢cao matemdtica.
Comentario: Conbinando-se esta propriedade com outra ji conhecida, E(aX + b) = aE(X) + b,

obteremos:
n n
i=1 i=1

onde 0s a; sao constantes.
Propriedade 7.6) Seja (X,Y) uma varidvel aleatdria bidimensional e suponha-se que X e Y
sejam independentes. Entdo,
E(XY)=EX)E(Y).

Demostragao:

pxy) = [ T asenty= [ [ gtamtdsay

—00 —00

+oo +oo
— [ Tagods [ ohtdy = ECOBY)

—00 —00
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Propriedade 7.7) Se C for uma constante,
Var(X 4+ C) = Var(X)
Demostragao:
Var(X +C)=E[(X+C)-EX +C)*=E[(X +C) - E(X) - C?
= E[X — E(X)%] = Var(X).
Propriedade 7.8) Se for uma constante,
Var(CX) = C*Var(X)
Demostragao:

Var(CX) = E(CX)* - [E(CX)] = C*[E(X)]”
= C’[E(X?) - [E(X)P’] = C*Var(X)

Propriedade 7.9) Se (X,Y) for uma varidvel aleatoria bidimensional, e se X e Y forem inde-
pendentes, entao

Var(X +Y) =Var(X)+ Var(Y).

Demostracao:
Var(X +Y) = BE(X+Y)? - [E(X +Y))?
= BE(X?+2XY +Y? - [E(X))?-2E(X)E(Y) - [E(Y)])?
= E(X?) - [EX)*+EY? - [EY)]?=Var(X)+ Var(Y).
Propriedade 7.10) Sejam Xi,...,X,, varidveis aleatérias independente. Entao,

Var(Xi1 +...+ Xp) =Var(X1) + ...+ Var(X,) = Z Var(X;).
=1

Demostragao:
Isto decorre da Propriedade 7.9, por inducdo matemdtica.
Propriedade 7.11) Sejam X;,...,X,, varidveis aleatorias quaisquer. Entdo,

Var(Xi+ ...+ Xp) =Y Var(X) +2) Y Cov(Xy, X;).
=1

i=1 j>i
Prova: decorre diretamente de (1.7):

2 n
(i.fl) :Zafixj:zp:w?+222wixj.
i=1

i=1 i j i=1 j>i
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7.3 Expressoes Aproximadas da Esperanca e da Variancia

Teorema 7.7) Seja (X,Y) uma varidvel aleatoria bidimensional. Suponha-se que E(X) = px, E(Y) =
py,V(X) =0% e V(Y) = 03. Seja Z = H(X,Y), derivdvel em (px,py). Entio, se X eY forem
independentes, ter-se-d

1 [0°H OH

oH1? OH1?
Var(Z) =~ [&J o3 + {ay] ot

Demostragao: A demostragao envolve o desenvolvimento de H em série de Taylor, no ponto (pux, py ),
para um de dois termos, o abandono do resto, e, a sequir, o calculo da esperanca e da variancia de
ambos os membros, tal como foi feito na demostracdo do Teor. 7.6.

Exemplo 7.4.

X ~U(0,1), E(X)=0.5 Var(X)=1/12
{ Y ~U(0,1), E(Y)=0.5 Var(Y)=1/12

Z=X+Y, EZ)=1 e Var(Z)=1/6
Valores aprorimados:

2
E(Z) ~ H(0.5;0.5) + [aHl aHl}

12 9y 12
OH|" 1 OH1|" 1
Var(Z) ~ [&J - + [ ] -

1
E(Z)~0,5+0,5+ 55 x0=10

3
2

Jy

1 1 2 1
Z)~12x —+12x — = — ==
Var(Z) = Ex o+ X =5=5%

7.4 Esperanca Condicional

Em muitas situagoes estamos interessados em determinadas caracteristicas (distribuicao, média etc.)
de uma varidvel, sujeita a determinada condi¢do. Neste caso passamos a trabalhar com distribuicoes
condicionais, fizada uma outra varidvel.

Definigao 7.1.
a) Se (X,Y) for uma varidvel aleatoria continua bidimensional, definiremos o valor esperado
condicional de X, dado Y =y, como

+00 +oo
E(Xly) = / rg(aly)de  E(Y|r) = / yh(ylz)dy

b) Se (X,Y) for uma v.a discreta bidimensional, definiremos o valor esperado condicional de X,
dado Y = y;, como

E(Xy;) szp zily;)
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BE(Yx;) Zy]p yjlz:)

OBS:
1. E(X|Y) é uma fungao de Y ; (v.a)
2. E(Y|X) é uma func¢ao de X ; (v.a)
3. Como E(X|Y) e E(Y|X) sao v.a’s, terd sentido falarmos em seu valor esperado.
Teorema 9. Seja (X,Y) for uma varidvel aleatdria uma varidvel aleatdria qualquer. Temos que
E(E(X]Y)) = E(X)

E(E(Y]X)) = E(Y)

Demostragao: (p/ caso continuo)
+o0 +oo f z,y 1 +o00
Xy = [ egde= [ lE o s [ ap s
Portanto,

BIE(X|Y)) +OOE<X|y> by [ B e | nw)ay

+oo +oo +oo +oo
= / / :L‘ydxdy—/ / f(z,y)dydx =

— /_OO [ - f(x,y)dy]d:r—/_oo zg(z)de = E(X)

Teorema 10. Se X e Y forem varidveis aleatorias independentes, entdo
E(X|Y)=E(X)

E(Y|X) = E(Y)

7.5 Variancia condicional

Teorema 11.

Var(X) = ElVar(X|Y)] + Var[E(X|Y)]

Var(Y) = ElVar(Y|X)] + Var[E(Y|X)]
Exemplo 7.5. Adimita que um inseto ponha ovos sequndo uma distribuicao de Poisson de parametro
4 e que a probabilidade de que um ovo dé origem a um novo inseto seja 0,6. Admitimos que os

ovos produzam novos insetos de maneira independente, encontre o nimero esperado de novos insetos
gerados pelo inseto.
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X =n° de ovos produzidos pelo inseto.
X ~ P(4)

Y =n? de novos insetos gerados.
E(Y)=?
(Y|X =z) ~ B(z;0,6) E(Y|z)=0,6z

Portanto,

E(Y)=E(E(Y|X)) = E(0,6X)=0,6 x E(X)=0,6x4=2,4.

Exemplo 7.6. Suponha-se que a varidvel aleatdria bidimensional (X,Y) seja uniformemente dis-
tributda sobre a regiao triangular a sequir. Obter E(X|Y) e E(Y|X)

T={(z,y)l0<z<y<1}.
Temos que

, c.c
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Capitulo 8

Coeficientes de Covariancia e Correlacao

A principal medida de o quanto duas varidveis estao relacionadas € o coeficiente de covariancia.
No entanto, sua ordem de grandeza depende da unidade de medida das varidveis. Para contornar
este problema, costuma-se adotar o coeficiente de correlacao que ¢ a normalizacdo da covariancia,
restringindo-se ao intervalo [-1,1].

8.1 Coeficiente de covariancia

Definigao 8.1. Seja (X,Y) uma varidvel aleatdria bidimensional com médias px e py, respectiva-
mente. Definiremos o coeficiente de correlagio Cov(X,Y) entre X e Y (as vezes representado por

oxy) por
Cov(X,Y)=FE[(X —px)Y — py)]

Teorema 12.
Cou(X,Y)=E(XY)—-EX)E(®Y).

Demostragao:
Cov(X,Y) = E{[X-EX
= E[XY - XFE
(
= EXY)-F
Como consequéncia deste teorema temos que
Cov(X,X)=Var(X). (8.1)
Também ¢é facil perceber que
Cov(X,Y) = Cou(Y, X).
8.2 Coeficiente de correlacao

Definicao 8.2. Seja (X,Y) uma varidvel aleatdoria bidimensional com médias px e py e desvios-
padrdo ox e oy, respectivamente. Definiremos pxy, o coeficiente de correlagdo entre X e Y, por

ey = BUX = ]lY — v}
VVar(X)Var(Y)
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Propriedade 1.

E(XY)-EX)EY) Cov(X,Y)
VVar(X)Var(Y) oxX0y

Teorema 13. Se X e Y forem independentes, entdo pxy = 0.

PXY =

Demostragao: Isto decorre imediatamente do Teorema 12, pois sendo X e Y independentes, temos
E(XY)=EX)E(Y).
Observagao 8.1.
1. ) A reciproca nao € verdadeira

2. ) p =0 significa que X €Y sao nao correlacionadas

Teorema 14.
-1<p<1l

Demostracgao: Considere a sequinte funcao da varidvel real t:
q(t) = Elv + tw)?
ondeV=X-EX) e W=Y-EY).
Como [v+tw]>>0 = qt)>0 Wt

Agora
q(t) = E[v? + 2tvw + t?w?] = E(w?) + 2tE(vw) + E(vw) + t*E(w?)

Como q(t) é uma expressio quadrdtica de t, que sé assume valores > 0, para todo t, entdo
A=0b—4dac <0

Nao possui duas raizes distintas. Logo,

b’ — dac = 4[E(vw)]? — 4E(v?)E(w?) < 0
o [Bew?]
E(v?)E(w?) ~

[E(X — E(X))(y — E(Y))?
El(z - E( )?E[(y — E(Y))?]
—p'<1l = -1<p<i1
Teorema 15. Se p,y = %1, entdo Y serd uma func¢do linear de X (com probabilidade 1).

Teorema 16. Suponha que X e Y sejam duas v.a’s, para as quais Y = AX + B, onde A e B sdo
constantes. Entao |p| =1. Se A>0, p=+41; se A<0, p=—-1.

Teorema 17. Se pxy for o coeficiente de correlagcao entre X eY,eseV =AX+BeW =CY + D,
onde A, B, C e D sdo constantes, com A #0 e C # 0, entdo

AC
—— . 2
PV ‘AC|PXY (8.2)
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Capitulo 9

Construcao de Algumas Distribuicoes Especiais

9.1 Distribuicoes Discretas

9.1.1 Distribuicao Multinomial

Suponha que existam k resultados possiveis para um experimento: Ay, As,...,Ar. Seja p; =
P(Ay), i = 1,--- k. Assim, devemos ter Zlepi = 1. Suponha que repetimos o experimentos n
vezes independentemente. Seja X; o n° de vezes que ocorre o resultado A;, i = 1,2,--- k. Entdo, a
f-p conjunta das v.a’s X1,--- , Xy € dada por:

n!

X €T €T
PXi =z, Xo=wm9, -+, Xp=ap) = ————p1'P2" P
T1:X9: Tk

k
comxz; =0,1,...,n, >,z =n.

Teorema 18.
E(X;))=np; e Var(X;)=np;(1—p;), i=1,... k.

Observagao 9.1.
e Cada v.a X; tem distribuicao binomial, ou seja, X; ~ Binomial(n, p;)
e As X;’s nao sdo independentes.

Exemplo 9.1. Consideremoa o experimento de lancarmos um dado n = 12 wvezes. Temos k = 6

resultados possiveis e A; = {resultado € face i}, com p; = %. A probabilidade de obtermos 2 resultados
de cada face ée dada por

12! N2 (1\? (1\? (1\? /1?12
P(X1=2, X0=2,X3=2,X4,=2,X5=2,X6=2) = ——— |- — — — - -
(X1=2, Xo=2,X5=2 X4 =2 X5 =2 X =2) 21212121212 <6> <6> <6> <6> <6> <6>
120 (1\"
- o (&)
Exemplo 9.2. Uma barra de comprimento especificado é fabricada. Admita-se que o comprimento

real X (polegada) seja uma varidvel aleatdria uniformemente distribuida sobre [10,12]. Suponha-se que
somente interesse saber se um dos trés eventos sequinte terd ocorrido.

A ={X <10,5}, Ay ={10,,<X <11,8} e As3={X >11,8}.

p1=P(A1) =0,25, py=P(A2)=0,65 e p3=P(A3)=0,1
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9.2 Distribuicoes Continuas

Distribuicao Normal

2

A wvaridvel aleatoria X € dita ter distribuicao Normal com parametros pu e o° se sua f.d.p € dada

por

1 =L (z—p)?
— 2 \T ®)
f(z) Tl

—co<xr<+00 , —oo<pu<—+oo, oc>0
Notagao: X ~ N(u,0?)

Teorema 19. Se X ~ N(u,0?), entdo
EX)=p e Var(X)=0o?
Observagao 9.2.
1. f € simétrica em torno de

2. Nao ha solucao explicita para a Fungdo Distribuicao, apenas numérica, com tabelas na maioria
dos livros

3. Seu=0 eo?=1, dizemos que X tem distribuicdo normal padrdao ou padronizada (tabelada,).

Observagao 9.3. Hd livros que apresentam tabelas com a Normal Acumulada (NA) de (—oo,d),
outros (maioria) no intervalo (0,d). Neste ultimo caso devemos usar simetria. Por exemplo, que
NA(—00,0) = 0,5 e que NA(—o0,—d) = NA(d,o0). Alguns autores preferem adotar a motacao:
NA(—oc0,d) = ®(d).

Teorema 20. Se X ~ N(u,0?), entdo:
(i) Z = % ~ N(0,1) [Transformamos e usamos a tabela]
(ii) Y =aX +b~ N(ap+b,a%c?)
Teorema 21. Se X; ~ N(,ui,af), i=1,...,n e as v.a’s X; sao independentes, entdo

S=> =Xi=X1+Xo+...+ Xp ~ N(u,0?)
i=1

com

Exemplo 9.3. Na distribuicao X ~ N(100,100), encontre:
a) P(X < 115)
b) P(X > 80)

¢) P(|X —100| < 100)
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Appendix A

Normal distribution table

NA (0,d) = area of

shaded region

>
0d
.00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879
0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224
0.6 .2257 .2291 .2324 2357 .2389 2422 2454 2486 .2517 .2549
0.7 .2580 .2611 .2642 .2673 .2704 2734 .2764 2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 .4032 .4049 4066 .4082 .4099 4115 4131 .4147 4162 4177
1.4 4192 4207 4222 .4236 .4251 4265 .4279 .4292 .4306 .4319
1.5 .4332 4345 4357 .4370 .4382 .4394 .4406 .4418 .4429 4441
1.6 .4452 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4525 4535 4545
1.7 .4554 4564 4573 .4582 .4591 4599 .4608 .4616 .4625 .4633
1.8 .4641 .4649 4656 .4664 .4671 4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 4713 4719 4726 .4732 4738 .A744 4750 4756 4761 .4767
2.0 4772 4778 .4783 4788 .4793 4798 .4803 .4808 .4812 .4817
2.1 4821 4826 .4830 .4834 .4838 4842 .4846 4850 .4854 .4857
2.2 4861 .4864 .4868 .4871 .4875 .4878 .4881 .4884 .4887 .4890
2.3 4893 4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 4911 .4913 .4916
2.4 4918 4920 .4922 4925 4927 4929 .4931 .4932 .4934 .4936
2.5 4938 4940 .4941 4943 4945 4946 .4948 4949 4951 .4952
2.6 4953 4955 .4956 .4957 4959 4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 4965 4966 .4967 .4968 4969 .4970 .4971 .4972 4973 .4974
2.8 4974 4975 4976 4977 4977 4978 .4979 4979 .4980 .4981
2.9 4981 4982 .4982 .4983 .4984 4984 .4985 .4985 .4986 .4986
3.0 .4987 4987 .4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990
3.1 .4990 4991 .4991 .4991 4992 4992 .4992 .4992 .4993 .4993
3.2 4993 4993 .4994 4994 4994 4994 4994 4995 4995 .4995
3.3 4995 4995 .4995 4996 4996 .4996 .4996 4996 .4996 .4997
3.4 4997 4997 .4997 4997 4997 4997 .4997 4997 .4997 .4998
3.5 .4998 4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998
3.6 .4998 4998 .4999 .4999 4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.7 4999 4999 .4999 4999 4999 4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.8 4999 4999 .4999 .4999 4999 4999 .4999 .4999 .4999 .4999
3.9 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000
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d) o valor “a”tal que P(100 —a < X <100+ a) = 0,95

a)
X —100 115 —100
P(X <115) = P =P(Z<1
x<us) = p(F 0 <) _pz <)
= 0,5+0,43319 = 0,93319
b)
P(X >80) = P<ZZ80_100>:P(Z2—2)
= =0,5+0,47725 = 0,97725
C)
P(|X =100/ <10) = P(-10< X —100 < 10)
10 10
= —— < < —| = —1< <
P[ 10_2_10} P(-1<Z<1)
= 2P(0< Z <1)=2x0,34134 = 0, 68268
D)

P(100 — a < X < 100+ a) = 0,95
P<100—a—100 _ X100 _ 100+a—10020795>

10 T 10
a a
P(——<Z<—)=,
& TEMERT 0,95
ay 0,95 a
—_— :’ o 4 :7:1 :1
@P(0<Z<10> T = 0,475 = 5 = 1,06 = a = 19,6

Exemplo 9.4. Na distribuicdo X ~ N(u,0?), encontre:
a) P(X < pu+20)
b) P(IX — ul < o)
¢) on® “a’tal que P(p —ac < X < p+ac) =0,99

d) on® “a’tal que P(X > a) = 0,90

a)
X - 20 —
P(X§u+20):P< b ptzo “):P(Zg2):0,97725
g g
b)
P(|X —p/<o)=P(-0 <X —pu<o)=P(-1<Z<1)=0,68268
c)

Plp—aoc <X <pu+ac)=0,99
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PO<Z<a)= 0’299 = 0,495
a=258
d)
a—p
P(X >a)=0,90 = P(Z > ) = 0,90
g
— Tl 98— a=p—1,28
g

Distribuicao Normal Bidimensional
Definigao 9.1. Seja (X,Y) uma varidvel aleatéria continua, bidimensional, tomando todos os valo-

res no plano euclidiano. Diremos que (X,Y') tem uma distribui¢do normal bidimensional se sua fdp
conjunta for dada pela sequinte espressao

= ! exp{ — 1 T T HX 27 (. — pux)(y — py) Y — My 2
f($’y)_27raxay 1—p? p{ 2(1—p?) [< o ) 2 O30y +< oy >]}

—o<r<oo , —oo<y<oo

Teorema 22. Suponha-se que (X,Y) tenha fdp como a dada pela equagdo acima. Entdo, nesse caso:
a) As distribuicées marginais de X e Y sio N(ux,o0%) e N(,uX,Ug), respectivamente.

b) O parametro p € o coeficiente de correlagio entre X e Y.

c¢) As distribui¢oes condicionais de X (dado queY =y) e de' Y (dado que X = x) serdo, respecti-
vamente:

N[Mx—lrp

O
g

y(y—uy) : 05(1_/)2)},

T

o
N [#Y+P(;/($—MY) ; 05(1—02)}
Observagao 9.4.

1. A reciproca de a) no Teorema nao vale.

2. Se p=0, entao X e Y sdo independentes. Isto s vale na distribuicao Normal bidimensional.
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Distribuicao Normal n-dimensional

Definigao 9.2. Seja X = (X3, Xo, -+, X,,) uma varidvel aleatdria continua, n-dimensional, tomando
todos os valores no espaco euclidiano. Diremos que X tem uma distribuicdo normal n-dimensional ou
multivariada se sua fdp conjunta for dada pela sequinte espressao

1 1 Is—1
T)=————exp{ ——(x— )X (xz - , x€lIR",
@) = e o { 3@ - /B e - )}

onde = (p1,--+ , pn) € o vetor das médias das X;, 1 =1,--- n.
o} o1 o013 - O
O31 03 033 -+ Oy

=1 . : . s
-
Onl Onp2 On3 - On

onde 0 = Var(X;) e 0ij é a Cov(X;, X;) = pijoioj. Ainda, |Z| representa o determinante de X e
S~ ¢ a inversa de 3.

Teorema 23. Suponha-se que X tenha fdp como a dada pela equagdo acima. Entao,
a) A distribuicdo marginal de X;, i =1,--- ,n, é N(u;,0?).
b) O pardmetro p;; € o coeficiente de correlagao entre X; e X;.

c) A distribuicao condicional de X; dado que X; = x ¢ dada por

9.2.1 Funcao Gama

Definicao: A funcao gama, denotada por I' € definida para p > 0 por

o0
L(p) = / P re % dx
0
Propriedades:
1. T(p)=rp-DI'Kr-1)
2. T'(n) = (n —1)! se n for um inteiro positivo.
3. T(3) =/

9.2.2 Distribuicao Gama

f(a;|a,ﬁ):1f6()2)a:aleﬁx , >0 a>0 >0

X ~ Gama(a, B)
E(X):%, Var(X):g
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9.2.3 Distribuicao Beta

Ia+b) .,

f(x\a,b):mx 1-z)t | 0<z<1,a>0,b>0
B(X) = afll—b
Var(X) = ab
X = et 1)
OBS:
B(a,b) = i‘((z)_l;(:)) = /01 w1 —u)’tdu , a>0b>0
@) = o =)

9.2.4 Distribuicao Qui-quadrado

Dizemos que a v.a X tem distribuicao qui-quadrado com n graus de liberdade se sua f.d.p for dada
por

flx) = —= z2le™2 | x>0 n:inteiro positivo

Notagao:
X ~xn

Observagao 9.5. A f.d.p acima é um caso particular da distribuicdo Gama(a, B), com a = 5 e

=1
Teorema 24. Se X ~ x2, entdo E(X)=n e Var(X)=2n

Teorema 25. Se Z ~ N(0,1) entdo X2 ~ x?

Teorema 26. Sejam X1, ..., X v.a’s independentes tais que X; ~ ng i=1,...,k. Entao,

k
Y=Y Xi=Xi+...+ X~ xp
=1

com
k
=Yn
i=1
Teorema 27. Seja Y ~ x2. Entdo, para n suficientemente grande, a v.a v/2Y tem aprovimadamente
a distribuicao N(1/2n —1,1).
Uso da Tabela

Exemplo 9.5. Seja X ~ x35, obtenha o valor de “a’tal que:

Introducao a Probabilidade 2012 Notas de aulas



9.2 Distribuicoes Continuas

170

a) P(X <a)=0,10
b) P(X >a)=0,95
¢) P(X <a)=0,99
d) P(X >a)=0,025
Exemplo 9.6. Seja X ~ X%g; calcule:
a) P(X <11,689)
b) P(X < 38,076)
C) P(X > 18,137)
Exemplo 9.7. Seja X ~ X%O? obtenha o valor de ”a’tal que:
P(X >a)=0,80

P(X <a)=0,20

Temos que
P(X <12,443) = 0,10
P(X <15,452) = 0,25

Portanto, devemos fazer uma Interpolagao:
0,15 — 3,009

0,10 — z

0,10 x 3,009
—r=———
0,15

a=12,443 4+ 2,006 = 14,449

= 2,006

Exemplo 9.8. Seja X1, X2 e X3 v.a’s independentes, cada uma tendo distribuicao normal com média

5 e variancia 16. Encontre o distribuicdo das sequintes v.a’s:

a) ¥ = (%52)°

2
b) S =30, [Xfﬂ
Exemplo 9.9. Seja Y ~ x2,, calcule:
a) P(Y > 50)

b) P(Y < 40,5)
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Y ~ X% = V2Y ~ N(V99;1)

a)
P(Y > 50) = P(2Y > 100) = P(V2Y > 10) =
V2Y =99 10—
P ( : V9 ‘ﬁ) P(Z > 0,0501) =1 — 0,5199 = 0, 4801
b)

P(Y <40,5) = P(2Y < 81) = P(V2Y < 9) =
= P(Z <9—V99) = P(Z < —0,94987) = 0,1711

9.2.5 Distribuicao t-Student

Dizemos que a v.a continua X tem distribuicao t-student com n graus de liberdade se sua f.d.p for
dada por

(n+1) .’E2 3
fx(z) = = <1 + o i —oo <z <400 mn:inteiro positivo
2

Notagao: X ~ ¢,

Teorema 28. Se X ~ t,, entdo E(X) =0 e Var(X) = 5.

n—2
1 22
Teorema 29. lim f(z) = e 2, ou seja, se X ~ t, entdo quando n —» oo, X — N(0,1)
n—00 \ 27
Teorema 30. Sejam Z ~ N(0,1) e Y ~ X% v.a’s independentes, entio a v.a T = —Z_ ~ty,

[y
k
Uso da Tabela t-Student

1. Seja X ~ toy, calcule:

a) P(X <1,71) = 0,95

b) P(X >0,68) = 1-0,75 = 0,25

¢) P(X >—1,32) = 0,90

d) P(1,32 < X < 2,49) = 0,99-0,90 = 0,009
(-

e) P(—0,68 < X < 1,32) = 0,90-[1-0,75] = 0,90-0,25 = 0,65

2. Seja X ~ tss5, econtre o valor de “a’tal que

a) P(X <a)=0,975 a=2,0501
b) P(X >a)=0,10 a=1,3062
¢) P(|X| < a)=0,90 Pl-a<z<a=0,90 = a=1,6806
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9.2.6 Distribuicao F de Snedecor

Dizemos que a v.a continua X tem distribuicao F de Snedecor com ny graus de liberdade (g.1.) no
numerador e ny g.l. no denominador se sua f.d.p for dada por

) ny —(n14ng)

B r (n1+n2

2 ni 2 %71 E 2 .
f(x) —F("I)F(ﬂ) <7“L2> T [1+n2x] ;x>0

2 2
Notagao: X ~ F(ni,n2)

Teorema 31. Se X ~ F,,, ,,, entdo

EX) = %, para ng > 2.

2n3(ny +ng — 2)
Var(X) = 2 > 4.
ar(X) n1(na — 22(m3 — 1)’ para ng >

Teorema 32. Sejam X1 ~ x2, e Xo ~ X2 v.a’s independentes. Entdo, a v.a

= ~ F
XQ/’[’L m,n

Teorema 3: Se X ~ F, ,, entao a v.a Y = % ~ F,m

)

Uso da Tabela
Exemplo 9.10. Seja X ~ Fy 19, calcule
a) P(X > 3,07)
b) P(Z <3,35), com Z =+
¢) P(X <5,06)
d) o valor “a”’tal que P(X >a) = 0,10

Exercicio 9.2.1. Sejam X ~ N(0,16) e Y = x3; v.a’s independentes. Encontre a distribuicio da v.a

U:%Ntlﬁ

Exercicio 9.2.2. Sejam X ~ X%, k=1,2,3, v.a’s independentes.

a) Obtenha a distribuicdo da v.a W = Xii%@ ~ Fi5

b) Calcule P[W < 10] = 0,975
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Caracteristicas especiais

10.1 A Desigualdade de Tchebychefft

Seja X uma v.a com E(X) = p e seja ¢ uma constante real qualquer. Entdo, se E(X — c)? for finita
e € for qualquer n° positivo, teremos

1
P[IX —¢|>¢] < ?E(X —c)?.

As sequintes formas sao equivalentes:
a) Considerando o evento complementar, teremos:

1
P[IX —cl<e]>1- S—SE(X —c)?
b) Escolhendo ¢ = p, temos:

2

o
P[IX = ple] < =
c) Escolhendoc=p e e=ko
1
PlIX —ul 2 ko] < o5

1
PIX =l < ko] 21—

Observagao 10.1. Esta dltima forma € particularmente informativa de como a variancia mede o
“grau de concentra¢ao” da probabilidade em torno de E(X) = p.

Demostragao: (Continuo)
p=PlX — ¢ 25]:/ f@)de  A={:|z—c > e}
A

Mas,
2
]w—c[25©($—0)2282®w21
€
Logo,

(z—0c)’

p = /Af(x)dxg/A S f(@)da
_ /CE (x_C)Qf(:c)dx—i-/Jroo (x_c)2f(a;)da:§/+oo @=9 )

2 2
cte € —0o0 €
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10.2 A Desigualdade de Jensen

Introducao a Probabilidade 2012 Notas de aulas



Capitulo 11

Funcao Geradora de Momentos

A Fungao Geradora (ou Geratriz) de Momentos é um caso particular de fungdo de varidveis aleatorias,
onde
H(X)=exp{tX} =exp{ti X1 + t2Xo+ -+ t, X}, n>1

Muitos resultados importantes sio obtidos através dessa fungdo. Até a obtencao de E(X) e Var(X)
fica bastante simplificada.

Definigao 11.1. Seja X uma v.a discreta ou continua. A fun¢ao geradora de momentos (f.g.m) da
v.a X € definida por
Mx(t) = E(etY).

Portanto, se X for uma v.a discreta com f.p. p(z;) = P(X =z;), i=1,2,..., a f.g.m serd

+o0
Mx(t) = eip(a;)
=1

E se X for continua,

Mx(t) = /+°0 e fx(x)

—0o0

Observagao 11.1.
1. A f.g.m poderd nao existir para todos os valores de t;

2. A f.g.m existe sempre para t =0, e € igual a 1, ou seja, Mx(0) =1 para qualquer v.a X.

11.1 Principais distribuicoes

Exemplo 11.1. X ~ U(a,b)

btz b tx
e 1 1 e
x(®) /a b—adw b—a/ae de b—a[b—a’“]
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Exemplo 11.2. X ~ B(n,p)

Exemplo 11.3. X ~ P())

— ik e N GOV,
Mx(t) = Ze P(X:k):Ze TR Z 1
k=0 ’ ’

— t t_
e )\ee)\zex\(e 1)

Observacgao 11.2. Série de Maclaurin:

Exemplo 11.4. X ~ Exp(«)

Mx(t) :/ emae_a“”da::a/ elt=a)e
0 0

que s6 converge set —a < 0, ou seja, t < a. Admitindo que esta condicdo seja satisfeita, teremos:

1 1 a
= 0—7 = —_ =
{ t—a} < t—a> oa—1

elt—a)w

Mx(t) = « [t_a’go

o
Mx(t) = o7 t <o
Exemplo 11.5. X ~ N(u,0?)
Mx(t) = o el L e*%(x%fdm = L /+oo etxe*%(x;H)de
—00 2ro 270 J_oo
Seja:
s:$;'u::1::50+u dx = ods
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Logo,
1 +o00 H(so+ ) +oo .
Mx(t) = / elsotm =25 g = —— / US_*ds
270 J_oo \ 27
tu +00
_ ¢ —1(s2—20ts) 2 _ 2 242
= 7 e 2 ds e, notando que s* — 20ts = (s — ot)® — 0°t*,
T
_ ew +o00 . %[(s at) 2t2}ds
V2T J—
_ etu +o0 67%(5 oh)2 G; s

V2

2_2
t?o
6tue 5 +oo

V2T PO

U2t2 Foo ].

—  tu
ere 2
oo V2T

fdp de wuma N(ot,1)

e~3(=t? g

a2t2
Mx(t) = elht =~
Exemplo 11.6. X ~ Gama(a, 3)

00 60( o
M — tr « Bx
x (%) /0 e 7F(a)a: e PPdx
_ /Ba /OO xa—le—ﬁx—ktxdw — Ba /oo xa_le_x(ﬁ_t)dx
I'(a) Jo I'(a) Jo
A integral sé converge se 8 —t >0, ou seja, t < . Neste caso, fazendo u = 3 —t, temos
=1
Ba /oo o Ba u® /oo o
Mx(t) = x4 e e = x4 e Y
I'(a) Jo u® I'()
Gama(o,u)
BN (ALY
U 68—t
Portanto,
/B (e
Mx(t)=| —— ;b
x(t) < 5 ; t<p

Observagao 11.3.
i) Se a=1= Mx(t) = Bﬁ = X ~ Ezp(B)

”) Seja X ~ Gama(a’ﬁ)} se o = % efp= %} entao X ~ X%n)
Exemplo 11.7. X ~ x%n)

1 2 1 g T
MX(t):<%2_t> :<1—2t> =(1-2t)">2
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11.2 Momentos

Definicao 11.2. Defini-se o Momento de Ordem n da varidvel aleatoria X, em relacdo a zero, a
quantidade E(X™).

Observacgao 11.4.

i) Podemos notar que o primeiro momento de X é E(X).

ii) A wvariancia de X € uma funcdo dos dois primeiros momentos: Var(X) = E(X?) — p?
iit) Todos os momentos, se existirem, podem ser obtidos via fgm.

w) Quando a fungdo é definida por E(t~) ela recebe o nome de Funcio Geradora de Probabilidades

v) Quando a fungdo €é definida por E(e"X), onde i = \/—1, ela recebe o nome de Funcio Carac-
teristica

Primeiro momento:

dMx(t) d d
/ _ _ O ptxy @ ox\ _ tX
M5 (t) = e th(e )=FE (dte ) E(Xe)
Agora, avaliando no ponto t =0,
My (0) = =2 | o= B(Xe®) = B(X)
Segundo momento:
" dQMX (t) &> tX d tX d tX 2 tX
My(t)= ——*=—F =—FEX =F|=X = FE(X
) = o = CB(eY) = S B(XeX) = B (5 Xe (X2X)
Agora, avaliando no ponto t =0,
d*Mx (t)

li—o= E(X?e™%) = B(X?)

3) Admitindo que a derivada n-ésima de Mx (t) exista, teremos:
M™(0) = B(X™)

Exemplo 11.8. X ~ B(n,p). Obter E(X) e Var(X).

Mx(t) = [pe' +1—p]"

E(X) = M(0)
Var(X) = E(X?) - E((X))* = Mx(0) — (Mx(0))*
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Temos que,
M (t) = n[pe! +1 — p|" ' pet = npel[pe’ +1 —p|" !

E, avaliando no ponto t = 0,
E(X) = My (0) = npe®[pe® + 1 — p]" ' = np

Vamos agora obter o segundo momento de X:

d B
M(t) = —lnpe'(pe' +1—p)"]
2 t

= npe'(pe’ +1 — p)”_1 + npel(n — 1)(pe' +1 — p)" ?pe
= npe'(pe’ +1—p)" " +n(n—1)(pe")*(pe’ + 1 —p)" >

My (0) = npe®(pe® + 1 — p)" ™ +n(n — 1)(pe”)(pe® + 1 — p)" 2
= np+n(n— l)p2 = np + n’p? — np?

&
%
|

Com isso,
Var(X)=np+ n2p2 — np2 - n2p2 =np— np2 =np(l —p)

Exemplo 11.9. X ~ N(a, 3?)

2t2
Mx(t) = eXp{ta + T}

B2t2

M'(t) = e(m+ 2 )(a+ﬁ2t)

62t2

M) = (a+ 5%)%@”@) G 82
E(X) = My (0) = 9 (a + 5%0) =
E(X?) = Mx(0)(a +0)%° + €°8% = o® + 2
Var(X) = B(X?) = (BE(X))* =a* + 2 —a® = §°

11.3 Transformacgoes via fgm

Teorema 33. Suponha que a v.a X tenha f.g.m Mx. A f.g.m da v.a’ Y = aX + 8 serd dada por:
My (t) = e’* Mx (at)

Demostracao:

My(t) _ E(etY) _ E(et(aXJrﬁ)) — E(eatXJrﬁt) _ eBtE(eatX)
= P My (at)

Teorema 34. Sejam X e Y duas v.a’s com f.g.m Mx (t) e My (t), respectivamente. Se Mx (t) = My (t)
para todos os valores de t, entao X e Y terdao a mesma distribuicao de probabilidade.
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Exemplo 11.10. X ~ N(u,02). Usando a f.g.m prove que Y = aX + B terd distribuicio normal com
média au + B e variancia o’c?.

02 2
X ~ N(p,02) = Mx(t) = ettt

02
My(t) = e?M(at) = et[erot+T (@]

ac 24,2 ao 2,2
_ Prraut+ DT (aptp)et o)

— Y ~ N(ap + B;a%c?)

Teorema 35. Sejam X eY v.a’s independentes e Z = X +Y . Sejam Mx (t), My (t) e Mz(t) as f.g.m
das v.a’s X, Y e Z, respectivamente. Entao:

Mz(t) = Mx(t)My ()
Demostracao:
Mz(t) _ E(etZ) — E(et(X—i—Y)) _ E(etX—l—tY) — E(etXetY) —
= E(e"™)E(eY) = Mx (t)My (t)

Observagao 11.5. Este teorema pode ser generalizado para uma soma de n v.a’s independentes.

X1 . Ml(t)
Xo 1 My(t)
X, My(t)

Z=X1+Xo+ ...+ Xy  Mz(t)=DM(t)x...x My(t) = [ [ Mi(t)
=1

Teorema 36. Secjam X1, Xs,..., X, v.a’s independentes com distribuicdo N(ui,af), 1=1,2,...,n.
Entao, a v.a Z = X1+ Xo+ ...+ X, terd distribuicao N (Z i Zo—? .

i=1 =1
Demostracao:

2
My, (t) = ettt

7 ?

1=1,2,....,n
Mz(t) = MXl(t)MXQ(t) X ... X MXn(t)
2 2 2
= ettolly y gpattodly o pumtton s
2
—  elmtpattpn)t+(of+o3++o7) G
2
(i i), oD

n n
=z (S uy )
=1 =1
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Teorema 37. Sejam X1, Xo,..., X, v.a’s independentes. Suponha que X; ~ P(X\;), i = 1,2,...,n.
Entao, av.a Z = X1+ Xo+- -+ X, terd distribuicdo de Poisson com parametro A = A1+ AXo+...+ Ay,

Demonstragao:
Mx,(t) = 7D i=12...n
Logo,
My(t) = A1) o Malel=1) o pAnl(el=1) — jathat ) (el 1)
— M) 7 p(zn: Ai)
i=1
Teorema 38. Suponha que X; ~ X?W i =1,2,...,k, onde os X; sdo v.a’s independentes. Entao, a

via Z =X1+ Xo+ ...+ X, terd distribuicao X%n)’ onde n = Z:‘L:1 ;.

Demonstragao:
Mx,(t)=(1—202 ; i=12.k
Portanto,
Mz(t) = My, ()Mx,(t)... Mx, () =1 —2t) 2 (1—2t) 2 ..., (1-2t)" ¢
n1+n2+.4.+nk n
= (1-2t)" = =(1-2t)%,
onde
k
=2 ni=Z~x
=1

Teorema 39. Seja Z = X1+ Xo+ ...+ X, onde 0s X; sdo r v.a’s independentes e indenticamente
distribuidas, cada uma tendo distribuicdo erpomencial com o mesmo parametro o. Entao, Z terd
distribuicao Gama com pardametros r e .

Demonstracgao:
My, (t) = —— coi=1,2,....r ; t<a«
a T
M. (t) = <t> = Z ~ Gama(r, a)
o —
a) S¢ vale para exponenciais de mesmo parametro;

— o 2
b) W =2aZ X{ar)

MW(t):MZ(Qat):(a>T:( ! )T:(12t)_22r

o — 2at 1-—2¢

Portanto, na necessidade de alguma probabilidade associada a uma distribuicdo Gama, fazemos
a transformacdo e usamos tabela da distribuicdo x2. Por exemplo,

P(Z <3) = P(2aZ < 6a) (usar a X?m«))!
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Exemplo 11.11. Suponha que X tenha a sequinte fdp:
fx(z) =Aeem) r>a
a) Determine a fgm de X.

b) Empregando a fgm, ache a E(X) e Var(X).

Resposta:
a)
)\eat
Mx(t) = , t< A
x(t) = 25
b)
ai+1 1
EX) = N Var(X):F
Observagao 11.6. Verificar que Y = X + «a, onde Y ~ Exp(A).
Exemplo 11.12. Alguns resistores R;, i = 1,2,...,n sdo montados em série em um circuito. Suponha
que a resisténcia de cada um seja normalmente distribuida com E(R;) = 10 ohms e Var(R;) =

0,16 ohms?
a) Se n =5, qual serd a probabilidade de que a resisténcia do circuito exceda 49 ohms ¢

b) Quantos resistores devemos escolher (ou seja, n) de forma que a probabilidade de que a re-
sisténcia total exceda 100 ohms seja de aproximadamente 0,057

Solucgao:
a)
n=5 R=Ri+Rs+...+Rs = R~ N(50;0,8)
49 — 50
P(R>49)=P(Z > 1% )=P(Z > —1,12) = 0, 8686
b)

P(R >100)=0,05 , n=?
R=Ri+Ry+...+ R, = R~ N(10n,0,16n)

100 — 10 100 — 10
P(R>100)=0,06=P(Z>— ") 20,05 = — " = 0,65
0,4v/n 0,4vn
100 — 10n)?
(00 = 10m)7 _ 5 7995 — 10000 — 2000n + 100n% = 0, 43567
0, 16n
2 ny = 9,8
— 10012 — 2000, 43567 -+ 10000 = 0 = n=10
ny = 10,2
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Exemplo 11.13. Em wum circuito, n resistores sado montados em séries. Suponha que a resisténcia
de cada um seja uniformemente distribuida sobre [0,1] e suponha, também, que todas as resisténcias
sejam independentes. Seja R a resisténcia total.

a) Estabeleca a fgm de R.

b) Empregando a fgm, obtenha a E(R) e Var(R)
Solugao:

R; = Resisténcia do i-ésimo resistor. (1 =1,2,...

R; ~ U(0,1) independentes.
R = Resisténcia total. R=R1+ Ro+ ...+ R,

2

a) MR(t) = MRl(t)MR2(t) . --MRn(t)

1 tr t
1
My (6) = B@™) = [ erar = ==
0

b) E(R) =7 Var(R) =7

M) =n <et t— 1>”—1 <tet —tget1)> . <et t_ 1>"—1 <tet —: + 1>

My (0) = 8 (Indeterminacao)

Aplicando a regra de L’hopital, temos:

B(X)=lm M (t) = [n <et - 1>"—1 <t€2_et+1>

t—0

. et —1\" ! . tet —et +1
=lim |n lim | ———
t—0 t t—0 t2
Notando, agora, que

€t 1 n—1 et 1 n—1 Gt 1 n—1
limn ( > =nlim < ) =n <lim ) =n (limet> =n
t—0 t t—0 t t— t t—

temos
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Exemplo 11.14. Suponha que a dura¢do da vida de uma peca seja exponencialmente distribuida,
com média 2. Suponha que 10 dessas pegas sejam instaladas sucessivamente, de modo que a i-ésima
peca seja instalada imediatamente depois que a ordem (i — 1) tenha falhado. Seja T; a duragao até
falhar da i-ésima peca, © = 1,2,...,10, sempre medida a partir do instante de instalacdo. Portanto,
S10 =11 + ...+ Thig representa o tempo total de funcionamento das 10 pecas. Admitindo que os T;
sejam independentes, calcule P(S19 > 15,5).

Solucgao:

D1 = Duracao de vida

D ~ Ezp(0,5)

T; = Duracdo até falhar da i-ésima pecai=1,2,...,10
S=T1+To+---+ T = Tempo total de funcionamento das 10 pecas.

P(S > 15,5) =7
r = 107
S ~ Gama(10;0,5) { a=0,5,
25 =85 ~ X%O

P(S > 15,5) = P(x3 > 15,5) = 0,75
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Capitulo 12

Teoremas limite e convergéncia

12.1 Lei dos grandes niimeros

Definigao 12.1 (A lei dos grandes nimeros - LGN - Formulagao de Bernoulli). Seja E um experimento
e A um evento associado a E. Considere n repeticoes independentes de E, sendo ng o n° de vezes em

que A ocorre nas n repeticoes, e faca fn(A) = A Seja P(A) = p (a qual se admite seja a mesma
n

para todas as repeti¢oes). Entao, para todo € > 0, teremos

p(1—p)
Pl|fn(A) — > < —
() =plze] <20
ou, equivalentemente,
p(1-p)
Pl|f.(A) — >1-
[falA) = p | <e]z1-225

Demonstragao:

E(na)=np
Var (ng) =np (1 —p)

E(fu(A)) =p
Var (fn(A)) = 7712 np (1—p) =2 (17;10)

na~ B(n,p) = {

Mas, £,(4) =2 = {
Usando a desigualdade de Tchebycheff, temos:

P{WW—m<k“wﬂ2b¢

_ p(1-p) _ _&/n 2 _ _ne?
Tomando e =k - = k—m = k—p(lip)

= P[|fa(A) —p|<e]>1-200p

ne

Obs:

1) lim P|fa—p|<e|l=1 para todoe >0 ;
n—o0

( fn(A) converge para todo p = P(A) )
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2) Esta é uma “convergéncia em probabilidade”, no sentido de que a probabilidade do evento
n
22 pea <5
n
pode se tornar arbitrariamente prozima da unidade, ao se tornar n suficientemente grande;
Exemplo 12.1. Quantas repeticoes de E deveremos realizar, a fim de termos uma probabilidade de

ao menos 0,95 para que a frequéncia relativa difira de p = P(A) por menos do que 0,017

P[[fa=p|<0,01] >0,95

Para ¢ = 0,01 qual o valor de n que satisfaz a

p(1—-p) p(l—p) p(1—p)
1-—-+=0,9 <+— ——+=0,06 <= =
ne? ’ ne? ’ "= (0,01)20,05
Portanto,
1—
Pllfa—pl<e]>1-¢6 sempre que nzp(EQ(sp)

Y

Exemplo 12.2. Quantas vezes deveremos jogar um dado equilibrado de maneira a ficarmos ao menos
95% certos de que a frequéncia relativa de tirarmos um seis, figue ao menos de 0,01 da probabilidade
tedrica 1/6 ¢

£=0,01 5 =0,05

(SN

p:
1.5

6”6
"2 G012 0,05

= 27.777,8 ~ 27.778

Observagao 12.1. Quando nao conhecermos o valor de p, podemos empregar o fato de que p (1 —p)

€ mdzrimo quando p = %, e esse valor mdximo é 1/4. Logo,

1
Pllfa—pl<e]>1-9¢ semprequenzm,

pO1S,

fp)=p-p)=p-p* ; 0<p<l

f(p)=1-2p = f'(p)=—-2<0

f'lp)=0 = 1-2p=0 = p=1/2 (ponto de mdzrimo)

A LNG pode ser usada de maneira util na sequinte situacdo. Suponha que queiramos saber quantas
repeti¢oes de um experimento de Bernoulli devemos realizar a fim de que K/n difira do valor tedrico
p (desconhecido) de menos de €, com probabilidade maior ou igual a . Ou seja, queremos determinar

n, tal que
K
"

—p‘<6}27
K 1-—
P{_p‘@}zl_p(p);
n

n
n €2
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Logo, comparando, temos que n deve satisfazer

1- 1 -
1_u:,y = n:u7 onde 6 =1—1.
n g2 J 2

Como nao conhecemos p, usamos o fato de que p (1 —p) < 1/4. Logo, basta tomar n tal que
n = 1/(46€?).

Exemplo 12.3. Suponha que a propor¢do de fumantes de uma populacdo seja p, desconhecida. Que-
remos determinar p com um erro de, no mdximo, 0,05. Qual deve ser o tamanho da amostra n a ser
escolhida com reposicdo, se v = 0,957

Definigao 12.2 (Outra formulagao da Lei dos Grandes Nuimeros). Sejam X1, -+, X,, v.a.’s i.i.d com
E(X;) =p e Var(X;) = o2 Seja X = w (Média aritimética de X1,---, Xy ). Entao,

EX)=p e Var(X)=—=—
Pela desigualdade de Tchebycheff, temos:

PlIX-nl<ig]|21-%

ko
vn

= k==X" logo

o ’

Seja &=

PHY—M|<5}21—”—22

ne

lim P[|X—p|<el =1

n—o0

-, A média aritmética X é uma v.a. que converge para E(X).

12.1.1 Aproximagao Normal da Distribuicao Binomial
Consideremos uma v.a. X com distribui¢ao Binomial, ou seja, X ~ B(n,p), com fp dada por

n

P(X =) = (k)pku —pt,

No entanto, se n for grande serd bastante complicado calcular os fatoriais, de forma que precisamos
de alguma simplificacdo ou aproximacdo.

Foérmulas de Stirling

Para n grande,
1
nl ~ V21 e "n"t2

Empregando a férmula de Stirling aos vdrios fatoriais, obtemos
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2
P(X = k) 1 o 1 k—mnp
=k)~ ———— ex — |
2np(1 — p) P 2 np(l —p)

Aproximacao de Demoire - Laplace para a Distribuicao Binomial

Se X ~ B(n,p) e se Z = %, entao, para n grande, Z terd aprorimadamente distribuicao
np(l—p

normal padrio (u=0 e o =1).

Observagao 12.2. FEsta aproximacao serd vdlida para n > 10, desde que p seja préoximo de % Se p
for préximo de 0 ou 1, n deverd ser um tanto maior para garantir uma boa aproximacdo.

Corregao de Continuidade:

Ao aproximar uma v.a. discreta por uma continua, estamos aprorimando uma integral pela soma das
dreas de retangulos, de forma que precisamos de cuidados adicionais. Algumas corregoes de continui-
dade devem ser utilizadas para melhorar a aprorimacao. Estas correcoes consistem em adicionar ou
subtrair 0,5 de forma conveniente.

Exemplo 12.4. Seja X ~ B(10;0,5). Obter P(X > 7) e P(X < 3) utilizando a corregcdo de conti-
nuidade.

Y ~N(np;np(l—p)) = Y ~N(5;25)

a) P(X >7)~P(Y >6,5)

{P(X>7)—O 172

P(Y > 6,5) (Zz%)zp(zzo,w):o,mes

b) P(X <3) ~ P(—0,5<Y <2,5)
P(X < 3)=0,055

—-0,5—5 25 5
P(-0,5<Y <25 = P|——— < :
(=0,5 <Y <2,5) < 55 2’5)
= P(-3,48 < Z < —1,58) =0,49975 — 0,44295 = 0, 0568

No geral, devemos aplicar as sequintes correcées, como exemplo,

a) P(X =k)~ P (k-
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Exemplo 12.5. Um sistema complexo € constituido de 100 componentes que funcionam independen-
temente. A probabilidade de que qualquer um dos componentes venha a falhar durante o periodo de
operacao € igual a 0,10. A fim de que o sistema completo funcione, pelo menos 85 dos componentes
devem funcionar perfeitamente. Calcule a probabilidade de que isso aconteca.

Como X ~ B(100 ; 0,9), podemos adotar Y ~ N(90 ; 9). Com isso,
P(X >85) ~ P(Y >84,5) = P (Z > M) — P(Z > —1,83) = 0,96638

Exemplo 12.6. Suponha que o sistema do Exercicio 12.5 seja constituido de n componentes cada um
deles tendo uma confiabilidade de 0,90. O sistema funcionard se ao menos 80 por cento dos compo-
nentes funcionarem adequadamente. Determine n de maneira que o sistema tenha uma confiabilidade
de 0,95.

P(T >0,8n) =0,95 T ~ Bin(n;0,90)

P(Tz@,%):P(Zz%):P(ZZLj;”):0,95 ~  n=2421

Portanto, devemos adotar n = 25.

12.2 O Teorema Central do Limite

Teorema 40. Sejam X1,--- , X, varidveis aleatorias independentes, todas com a mesma distribuicdo.
Sejam 1 = E(X;) e 0 = Var(X;) a esperanga e a varidncia comuns. Fagamos S, = > i, X;.
Entdo, E(S,) = nu e Var(S,) = no? e, para n grande temos que T,, = (S, — nu)//no terd
aprozimadamente a distribuicio N(0,1), no sentido de que nh_)rgo P(T, <t)=®(t).

Demonstragao:

Mx(t): fm.g das Xs
Ms, (t): fm.g de Sy
Ms, (t) = [Mx(t)]"

Como T, € uma funcdo linear de Sy, temos que

Portanto,
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Desenvolvendo Mx (t) em série de Mclaurin, obtemos
M(t) =1+ M'(0)t + w +R — onde R € o resto da série

2 2\ 42
=1+pt+EHE L R

Logo,
—/n pt ut (24022
InMp (t) = ———— In |1 R
n M, (t) o tnin +\/ﬁa+ 2no? *
Agora, empregando o desenvolvimento de Mclaurin para In(1 + x);
2 3
x x
ln(l—i—m):x—?—i—?—l—... (Jz| < 1)

2 2\ 42
_ _nt (pi+o®)t : .
Em nosso caso, = N + 5,2 — t R, e para n suficientemente grande, o valor absoluto serd

menor que a unidade. Com isso,

t
n My, (1) = YL
ag

2
pt (W +o0?)t? L put (W2 +02)t?
<\/ﬁa+ 2no? TR \/ﬁa+ 2no? TR) A

Apds algumas transformacgoes, teremos

2
nh_}rrolo In My, (t) = B

+2
= lim My, (t) =e?2 que é a fgm de uma N(0,1)

n—oo

a

Exemplo 12.7. Suponha que X;, i = 1,2,--- 50 sejam v.a’s independentes, cada uma delas tendo
distribuicao de Poisson com parametro A = 0,03. Faca S = X1 + -+ + X50.

a) Empregando o Teorema Central do Limite, calcule P(S > 3).
b) Compare a resposta de (a) com o valor exato dessa probabilidade.
Solugao:

a) Temos que E(S) =Var(S) =50 x A =1,5. Logo, S ~ N(1,5; 1,5)

P(S>3)=P(Z>1,22)=0,11123

b) S~ P(1,5)
P(S>3)=1-P(S<3)=1-P(S=0)—P(S=1)— P(S=2)

=115 — el x (1,5) — <92 — 019115
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a)

b)

d)

2) (Lista # 4- 3)

n bolas = 1" possibilidades
r cairas

1, se a caixa 1 estiver vazia
X;=
0, cc

E(X;)=?
P(X; = 1) = 00— (=) (- )"
PXi=0)=1-(1-1})
BE(X))=1xP(X;=1)+0x P(X; =0) = (1 - 1)"

T

T
n

E(XiYj)=7? i#j

X X 0; seX;=0 ¢ X;=0 ou X;=0¢ X;=1 ou X;=1 ¢ X;=0
U1 seX;j=1leX; =1
E(Xin):OXP(XinZO)—i-lXP(XZ‘XJ‘:D:P(XZ‘X]‘:D
E(X;X;)=P(X; X; =1) = =20 — (1 - 2)"

rm T

Sr= n° de caizas vazias.

Sr=X1+...... + X,

ES)=E(X1)+...... +EX,)=r-(1-1)"

Var (Sy)= %

Var(X +Y)= Var(X)+ Var(Y) + 2 cov(X,Y) ; cov(X,Y)=E(XY)—-EX)E(Y)
Var(Xi+...... + Xp)= 300 Var(Xe) + 2370, — 4 cov(Xi, Xj)

Var(Sy)=Var(X1+ Xo+...... +X,)

=i Var(Xy) +2 320, — Cov(X;, Xj)

Var(X;) = E(X7?) — (BE(X)))

2 ; 1=1,...... , T
)+ 02P(X; =0) = (1—1)"

EX}H=1’xPX; =1
Var(X;) = (1-14)" = (1-1)*
== 1-01-3)"
Cov(X;, X;) = E(X;X;) — E(X;)B(X;) ; P F ]

=1-)"-[-0-p"
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-y -

Var(s) =r (1= 4" - (=) +2x (5 ) [0-3)" - - 1)"]
=r (=) 1= (=0T +rr =0 [0-3" - (0= 0]

3) (Lista #4 - 9)

X ~ P()\)
o) P(X<3)<3
P(X<3)=1-P(X>3)=1-P(X-XA>3-))
=1-P(X —A>—3)
=1 [P(IX ~ Al <3) +P(X - A>3)]
=1-P(|X-)\<3)-P(X>3))
= P(X-A>3)-P(X >3
A Var(X by
SPX = =3) < (/\/é)Q) = N2/ :§
b) P(X >2)) < 1
P(X>2\)=P(X - A>N)=1-P(X —A<))
=1—[P(|X =A< A)+P(X —A< )]
=P(|X =X <)AN)-PX-X< =)
=P(|X - A>)N)-PX-XA< =)
gP(!X—/\\z,\)SV%gX):AA:%
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Capitulo 9

Cadeias de Markov

9.1 Conceitos iniciais

Neste capitulo trataremos de aplicagoes da Probabilidade que serve para modelar muitos fendomenos,
tais como a evolugcao de uma colonia de bactérias, um incéndio em uma floresta, movimentacao de
moléculas de wm gds, dentre outros. Consideraremos uma sequéncia de varidveis aleatorias medidas
ao longo do tempo, espago ou qualquer outra dimensdo. FEsta sequéncia recebe o nome de Processos
Estocasticos. A sequir formalizaremos a definicdo deste processo.

Definicao 9.1. Um Processo Estocdstico (PE) é uma familia de v.a. {X;, t € T}. Para cadat € T
(Espaco do Parametro) X; representa a “posi¢ao”de um sistema que evolui aleatoriamente no tempo.

O Espaco do Parametro pode ser discreto ou continuo. T € discreto se for enumerdvel e continuo
se for um subconjunto dos reais. Quando T € discreto o Processo serd representado por {X,,n =
0,1,2,---}. Neste caso particular em quen € IN diremos que estamos em processo estocdstico a Tempo
Discreto. Um Processo {X;, t € IR} serd chamado de Processo Estocdstico a Tempo Continuo.

O conjunto de valores que as varidveis X, assumem serd chamado de Espaco de Estados do processo,
representado por IE. Em principio, o conjunto IE serd um subconjunto dos inteiros. Se {X,, = i},
diremos que o processo estd no estado i no tempo n.

Veremos, inicialmente, que estamos tratando de uma sequencia de varidveis aleatorias dependentes,
mas com uma dependéncia bem restrita.

Definicao 9.2. Uma sequéncia de varidveis aleatorias Xo, X1, Xo, -+ definidas em um espago amos-
tral com valores em um conjunto enumerdvel IE é uma Cadeia de Markov (CM) se, para todo n,n > 1,
e estados ig,i1," " ,in—1, t,J de IE, tem-se:

P(XnJrl = ]’Xn = Z.7Xn71 = i’i*la anZ = 7:7,'*2a te ,XO = iO) = P(XnJrl = ]|Xn = Z) (91)

Esta propriedade nos diz que para conhecer a vida futura (X,4+1) do processo, conhecidos o presente
(Xy) e o passado (Xp—1,Xn—2, -+ ,Xo), € suficiente conhecer o presente, nao importando o passado.
Ou seja, nao importa por quais estados ele passou antes de chegar ao estado i. Em outras palavras, o
Presente jd contém toda a informacdo do passado.

Em algumas situacgoes a probabilidade de passar do estado i para o estado j depende da etapa n, ou
seja,

P(Xnt1 = j|Xn = i) = Pij(n).

No entanto, o caso mais comum é quando nao hd essa dependéncia. Suponha, entdo, que quando o
processo estd no estado © no tempo n ele poderd passar ao estado j no tempo n+ 1 com probabilidade
Pij, independente de n,

P(Xpy1=j|Xn =1) = Pzg
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entdo este processo serd chamado de Cadeia de Markov com probabilidade de transi¢do estaciondria.
O wvalor P;; serd chamado de Probabilidade de Transigao, satisfazendo

oo
Py >0, ¥i,j>0; Y Pj=1.
j=0

A Matriz de Probabilidade de Transicao em um passo serd denotada por P, com

Poo Pon Po2 -+ Pon
PlO P11 P12 T Pln

P = . . . . . )
PnO Pnl Pn2 e Pnn

Exemplo 9.1. Consideremos uma cadeia com 5 estados: IE = {0,1,2,3,4} e matriz de transi¢do
dada por

o 1 2 3 4

o/1 1 0 0 0
1{1/2 0 1/2 0 0
P=2| 0 1/2 0 1/2 0
3l o o 12 0 12
4\o 0o o0 o0 1

Quando necessdrio, usaremos um grdfico para representar o movimento da cadeia, do sequinte tipo:

1/2 1/2

g 1\?/2\7/3\_1//4

Figura 9.1 Representacao Grdifica de uma CM.

Exemplo 9.2 (Passeio Aleatério em Z). . Consideremos uma particula inicialmente na origem. A
cada instante a particula dd um salto para a direita com probabilidade p ou para a esquerda com
probabilidade 1 — p. Seja X,, a posicio da particula no instante n (ou seja, apds n saltos). Temos que

_27 q2
_]-7 q
X = { X9 =140, 2pq
L p

FEsta € um Processo Estocdstico comT =N e I = Z.
Pergunta: quanto vale P(X,, = k|Xo =0) e P(X,, = k| Xo =1)?

Exemplo 9.3 (Soma de v.a.i.i.d.). Seja Xo, X1, Xo,--- uma sequéncia de v.a. independentes e iden-
ticamente distribuidas, definidas em um espago S e assumundo valores em IE. Seja, ainda

Yn:X0+X1++Xn

Entao, {Y,,n=0,1,2,---} € uma cadeia de Markov.
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Para verificar esta afirmagao, temos que mostrar que a Equagao (9.1) vale neste caso. De fato,
temos que:

Yn+1 =Y, + XnJrl-

Observemos que dar a sequéncia Yy = ig, Y1 = i1, , Yn = i € equivalente a dar a sequéncia Xy =
’io,Xl = il — i(), ..,Xn = in — in—l- Asim,

PYni1 =ins1|Yn =in, Yoo1 =1, .., Yo=1d0] =

P[Yo + X1 = i1 |V = iy Yoot = in1y oy Yo = io] =
PlXps1 = ins1 — in|Xn = in — in1, - X1 = i1 —i0, Xo=io] =
P[Xps1 = ing1 — in]

que decorre do fato das varidveis da sequéncia Xg, X1, ... sdo independentes. Decorre que:
P[Yn-‘rl = in-l—l’Yn = Zn] = P[Xn—l-l = Z.n—l—l - in]y
0 que prova nossa afirmacao. O

Exemplo 9.4 (Ruina do jogador). O Jogador A participa de uma sequéncia de jogos com o jogador
B. As jogadas sdo independentes e em cada uma delas o jogador A ganha uma unidade monetdria
(digamos, um dolar) de B com probabilidade p e perde uma unidade monetdria com probabilidade
1 — p. Se designarmos por X, o ganho do jogador A na n-ésima jogada, temos uma situac¢Go par-
ticular do exemplo anterior, em que as varidveis aleatorias X; assumem os valores +1 e —1 com
probabilidades p e 1 —p, respectivamente. Assim, a sucessao de fortunas do jogador A € uma CM, com
FE={0,1,2,--- ,N}, T discreto e cujos elementos da matriz P sdo dados por

1 sei=j=0 ou 1=j=N
Pjj=<p sej=it+l

q sej=i-1
Ou seja,

o012 ..- N—-2 N-1 N

1 0 0 0 0 0

1 qg 0 p 0 0 0

P=: T " : : :

N—-110 0 0 --- q 0 D

N o o0 o0 - 0 0 1

Exemplo 9.5 (Previsao do tempo). Consideremos que o fato de chover, ou nao, hoje depende apenas
do fato de ter chovido, ou nao, ontem. Suponhamos que se choveu ontem, choverd hoje com probabili-
dade a; se nao choveu ontem, nao choverd hoje com probabilidade 3. Este problema pode ser formulado
em termos de uma Cadeia de Markov? Por que? Em caso positivo, qual a matriz de probabilidades de
transicdo P.

Seja { Xy }n>0 0 estado climdtico no n-ésimo dia, com IE = {0,1}, e T discreto, onde o estado 0
representa chuva (C') e 1 representa nao chuva (C). Pelo prdprio enunciado jd vemos que € uma CM,
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pois a situacao em um dia so depende do dia anterior. A matriz de probabilidades de transi¢cao € dada
por

C C
C « l—a
P = _
o(1% '5")
Exemplo 9.6 (Previsao do tempo II). Suponha que o fato de chover hoje dependa das condigées
climdticas de dois dias anteriores. Especificamente, suponha que se choveu ontem e hoje, amanhd ird
chover com probabilidade 0,7; se choveu hoje mas ontem ndo, amanha ird chover com probabilidade

0,5; se choveu ontem mas hoje ndo entdo amanha ird chover com probabilidade 0,4; se nao choveu
nem ontem nem hoje, amanhd ird chover com probabilidade 0,2.

Considerando os estados 0 (CC). 1 (CC), 2 (CC) e 3 (CC), vemos que estd satisfeita a condicdo
markoviana. Além disso, do estado 0 sé podemos passar para os estados 0 e 1; do estado 1 s6 podemos
passar para os estados 2 e 3, do estado 2 s6 podemos passar aos estados 0 e 1, e do estado 3 para os
estados 2 e 3. A matriz de transicdo € dada por

o 1 2 3
0/0,7 0,3 0 0
1f o o 04 06
205 05 0 0
3\0 0 08 02

P:

Exemplo 9.7 (Modelo de Humor). Um dia na vida de Gary pode se animado (C'), mais-ou-menos(S)
ou triste (G). Se o dia de hoje é animado entdo o de amanha sera C, S ou G com respectivas pro-
babilidades 0,5, 0,4, 0,1. Se hoje ele estd mais-ou-menos, amanhd serd C, S ou G com respectivas
probabilidades 0,3, 0,4, 0,3. E se hoje ele estd triste amanha serd C, S ou G com respectivas probabili-
dades 0,2, 0,3, 0,5. Chamando X,, o humor de Gary no n-ésimo dia, entao {X,,n > 0} € uma cadeia
de Markov de 3 estados (estado 0 = C, estado 1 = S, estado 2 = G) com matriz de probabilidade de
transicao de estados dada por

c S G

C /0,5 0,4 0,1
P=5|03 04 0,3
G \0,2 0,3 0,5

Exemplo 9.8 (Modelo de Estoques). Consideremos que as demandas D de um certo produto A em
uma determinada loja $do v.a.i.i.d. com distribuicao Poisson(\). Designemos por X,,n > 1, os niveis
de estoque ao final do n-ésimo dia e por S a capacidade do estoque. A reposicdo do estoque € feita da
sequinte forma: se no final do dia i o nivel de estoque X,, € menor que s (um nimero pré-determinado),
entdo sao ordenadas S — X, pecas para reposicdo, de modo que no dia sequinte o estoque inicial serd
S; se tivermos s < X, < 5, entdo nao é feita nenhuma reposi¢cao de estoque. Temos, portanto,

(9.2)

X . Xn—=Dpyr 5 s<X, <S8
i S_Dn+1 ;o X, <s
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Seja Xy o nivel de estoque no primeiro dia de atividade da loja. {Xp}n>0 € uma CM? Se for,
determine sua matriz de probabilidades de transicdo.
Obs: Estoques negativos no final de uma dia serdo interpretados como pecas que seriam vendidas caso
houvessem pecas suficientes no estoque.

Para verificar a veracidade da afirmacdo, basta notar que Xp11 = Xy — Dpy1.

Seja X o nivel de estoque no primeiro dia de atividade da loja. A sequéncia de estoques Xg, X1, Xo, -+
é uma Cadeia de Markov. De fato, a distribuicdo de probabilidade de Xn4+1 s6 depende de X, e da
distribuicao de probabilidade de Dyy1, que € independente de Xy, Xo, -+, X,,. Temos, usando (9.2):

Para s <j <8

P[Xus1 = HXu=j] = PIXy— D1 = k[Xu =] = P[Dus1 = Xy — X, =
e AN TR
= PlDpy1=7j—kl=——
[ +1 J ] (] — ]f)'
Para j <s
P[Xn—&-l = k|Xn :.7] = P[S_DTL-H = k’Xn :]] = P[S_DTL-H = k]
G—A)\S—k

= P|D =S—kl=—+—,
[Drr1 ] (S —k)!
que sdo os elementos da matriz de probabilidades de transicao da Cadeia.
O modelo que descreverenos nesse exemplo ocorre em wvdrias areas, tais como: fisica, biologia,
genética, pesquisa operacional para citar algumas. Mas descreveremos em termos de particula. Para
aplicd-lo a genética basta substituir particula por gen.

Exemplo 9.9 (Processo de Ramificagao). Seja Xy o numero de particulas que formam a Geragdao
inicial, ou Gerag¢do Zero. Cada particula pode produzir novas particulas descendentes. Designemos por
Zi, a varidvel aleatoria igual ao nimero de descendentes da particula i. Suporemos que essas varidveis
aleatdrias sao independentes e identicamente distribuidas. Com isso, seja X, o niumero de particulas
que formam a Geragdo n. Pode-se dizer que { Xy }n>0 € uma CM?

Considando a sequéncia Xo, X1, ,Xpn, -+, teremos que X, ¢ uma Cadeia de Markov. De fato,
decorre da hipdtese de independéncia dos dependentes de diferentes particulas que se soubermos que
X, =1, ndo importando como o processo chegou a i, a probabilidade de termos j particulas na geragao
n+1 serd:

Pij =P Xy =jlXn=1i=PlZ1+Zs+ ...+ Z; = j]

Como a distribuicdo dos Z; é conhecida e eles sao independentes, nos podemos determinar a distri-
buicao da soma e obter a matriz de probabilidades de transicao.

Exemplo 9.10 (Modelo de Ehrenfest). P. e T. Ehrenfest propuseram um modelo, que descreve-
remos de modo simplificado, para representar as trocas de calor entre duas regioes em um volume de
um gas. Aqui as regioes sao representadas por duas urnas e as moléculas do gds serdo representadas
por bolas. As urnas A e B contém um total de 2N bolas. Assim, se a urna A contém k bolas, entdo a
urna B conterd 2N — k. Uma bola € sorteada ao acaso entre as 2IN. Se a bola sorteada estiver na urna
A ela é transferida para a urna B e se estiver na urna B € transferida para A. Seja Xy o nimero
inicial de bolas na urna A e designemos por X,, o numero de bolas nessa urna apds o n-ésimo sorteio.
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{X,, n >0} € uma Cadeia de Markov cujo espago de estados € o conjunto IE = {0,1,2,--- ,2N}.
De fato, basta observar que se numa dada etapa existem i bolas na urna A entdo na prorima etapa
numero de bolas nessa urna serd i — 1 com probabildade i/2N e i + 1 com probabilidade 1 — i/2N,
independentemente de como chegou-se a essa situag¢do. A matriz de probabilidadae de transicdo da
Cadeia de Ehrenfest € dada por:

0 1 0 0 0 0
1 1
o 01—k 0 0
P= : :
0 0 0 -7 0 5%
0 0 0 0 1 0

9.2 Probabilidades de transicao em n etapas

Seja X, X1, -+ una cadeta de Markov com matriz de probabilidades de transicao P. Vamos determinar
as probabilidades de transi¢ao dessa cadeia em n etapas, isto €, P[X, = j|Xo = i], que denotaremos

por Pz(j ). Mostraremos que para todo n > 2

ZPn Iij

keE
Paran =2,
2 . .
P = PlXy=j[Xo =]
= Y P[Xp=j, X1=kXo=1i
keE
= Y P[X1 = k[Xo =i|P[Xz = j| X1 =k, Xo=1]
k

= Y P[X1 =k|Xo = i|P[Xy = j| X1 = K]
= ZPikij
k

Notemos que Pij Pj, que € o elemento ij do quadrado da matriz P. Para n > 2, temos:

P = PIX, =j|Xo =1
Y PIX, =j, Xno1=k|Xo=1]
k

> PlXn1 = k[Xo =i]P[Xy = j|Xn1 =k, Xo=i]
> P[Xn1 = k| Xo = i]P[Xy = j| Xp-1 = K]

S PeUpy (9.3)
k
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Ponhamos n = 3 na expressao (9.3). Como P( ) PZ2 seque-se dessa expressao que P( ) = Pf; Pros-

sequindo iteradamente, vemos que para todo n > 2, Pl(] " _ prgy seja, que a matriz de probabilidades

Z]’
de transicao em n etapas é P™, a n-ésima poténcia da matriz de probabilidades de transicao em uma
)

etapa.

Lema 1. Para quaisquer inteiros n e m, tem-se:
(n+m) (n (m)
™ = S A 4
Para provar vamos repeteir o raciocinio utilizado para verificar a Expresao (9.3). De fato,

PXnim =j1Xo =14 = > PlXnym=7j, Xn=kXo=1i

= Y PXpim = j1Xn =k, Xo=i]P[X, = k|Xo =]
k

= ZP Xopm = §|1Xn = KJP[X,, = k| Xo =]

— Z P

A Expressio (9.4) é denominada Equagoes de Chapman-Kolmogorov.
Observe que em termos matriciais a equacdo de Chapman-Kolmogorov € a expressao de como
o produto de P"™ por P™. Probabilisticamente a equacdo de Chapman-Kolmogorov diz que: para a
cadeia fazer uma transicao do estado i ela precisa fazer uwma transicao em n etapas para algum estado
k sequida de uma outra transi¢cdo em m etapas do estado k para o estado j.

Pn+m

Lema 2. Uma distribuicao inicial para os estados de uma cadeia de Markov e sua matriz de pro-
babilidades de transicdo determinam para todo inteiro n > 1 as distribuicoes de dimensdo finita da
Cadeia.
Seja 7750) = P[Xo = 1], para todo i € E seja P = (Pj;) para (i,5) € Ex E a matriz de probabilidades

de transicao da Cadeia.

P[Xo=ip, X1 =11, ..., Xp=1p| =

= P[Xo = io|P[X1 = 01| X0 = i0] - - P[ X = in| Xpnm1 = tn—1]

— ﬂ-z((?) P P

10,01 " " In—1,in

Vamos, a titulo de exemplo, calcular algumas poténcias de uma matriz de probabilidades de transicao
de uma cadeia de Markov com dois estados. O que observamos nesse exemplo serd discutido em
profundidade mais adiante.

Exemplo 9.11. Uma cadeia de Markov com dois estados 0 e 1 € utilizada como modelo para repre-
sentar mudangas atmosféricas. O estado 0 designa um dia em que ndo chove, e o estado 1 um dia que
chove. A matriz de probabilidades de transicao é dada por:

3 1
P-(1 1)
2 2
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Calculando-se o produto da matriz P por P, linha por coluna obtemos P2, multiplicando- se P? por
P obtemos P2, multiplicando-se P> por P? obtemos P°e multiplicando-se P® por si mesma obtemos

PlO
, (4 5
— [ 16 16
8 8

; 43 21
P (4 1)
32 32

P _ 0.6689 0.3330
~ \0.6660 0.3339

P _ 0.6667 0.3333
- \0.6667 0.3333

A partir da distribuicdo inicial p;,i € E, e da matriz de probabilidades de transicdo podemos deter-
minar a distribuicao de probabilidade de X,,.

PX,=j] = P[U{anj, onz'}]=ZP[Xn=j, Xo = i)

= S PX,=jlXo=ilP[Xg=i] =) n" P (9.5)

9.3 Estrutura de uma cadeia de Markov

Definicao 9.3. O estado i conduz ao estado j, que serd denotado por i — j, se e somente se, existe
um n > 1 tal que Pj; >0

Definigcao 9.4. O estado i se comunica com o estado j se i — j e j — i. Usaremos a nota¢do i <> j
para indicar que v Se COMuUNICa com j.

A relagdo i — j € transitiva, ou seja, se i conduz a j € j conduz a k, entdo i conduz a k. De fato,
da equacdo de Chapman-Kolmogorov seque que:

(n+m) (n) p(m)
=
Decorre desse fato que a relagdo i <> j € também transitiva. Seque da defini¢do que esta relacdo € ainda
stmétrica e reflexiva, sendo assim uma relacdo de equivaléncia no conjunto dos estados da Cadeia de

Markov. Essa relacao de equivaléncia divide o conjunto dos estados em classes de equivaléncia e nosso
objetivo agora € descrever o comportamento dos estados que pertencem a essas classes de equivaléncia.

9.3.1 Probabilidade de primeira passagem ou retorno

Para um estado genérico j vamos introduzir a varidvel aleatdria T; que € o instante da primeira visita
a j, quando a Cadeia parte de um estado i, # j, e € igual ao instante do primeiro retorno a j quando
a Cadeia parte de j.

Tj; = min{n > 1|X,, = j}

Se nao ewistir um inteiro n satisfazendo essa condigio poe-se T; = oo. Vamos denotar por P; a
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distribuicao de probabilidade associada a Cadeia que inicia o seu movimento no estado i. Com essa
notacdo temos a igualdade :

Pi[Xn:j] :P[Xn:j‘XOZi]

Vamos denotar por fz-(jn) a probabilidade que a Cadeia que parte do estado i wvisite o estado j pela
primeira vez no instante n, isto € :

7" = Pty =]

Denotemos por f;; a probabilidade que a cadeia que parte de i visite j em algum instante. Temos:

=Y 1 =Y BT =n) = P[T; <
n=1 n=1

Observemos que:
(1) Se a Cadeia parte de i ela nunca visita j com probabilidade P;[T; = oo] =1 — f;;
(2) 19 = BIx, = j] = P,
(3) [V = PIX, #j, 1<r < (n—1), X, =]
(4) Como a cadeia tem probabilidades de transicdo estaciondrias seque-se que:
fi(;) =PXppr 7, 1 <r<n—1, Xpim =j|Xm =1]
para todo m > 1 e todo n > 1.

Teorema 41. Para todo i e j de IE e todon, 1 <n < oo, temos:

n
(n) _ (r) p(n—r)
Py’ =2 1 P

r=1
Demonstragao:
n
Py = PBlX, == R =) N X, = ]
r=1
n n
= D BT =7 Xo=j]=3 PRI =1]P[X, = j|T; =7]
r=1 r=1
n
= Y Pl =r]BXy = X1 # 4, .., Xom1 #J, Xo = ]
r=1
n
= Y RIT =r]P[Xy s = j]
r=1
Assim,

r=1
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9.4 classificagcao de estados de uma Cadeia de Markov

Seja { Xy} uma CM com espago de estados IE (finito ou nao) e matriz de transi¢ao de probabilidades
P.

Definicao 9.5. Um estado ¢ de uma Cadeta de Markov é dito recorrente se a Cadeia partindo de i
voltar a ele com probabilielade 1.

Com a notagdo que introduzimos na sec¢ao anterior, o estado i ser recorrente significa que f; = 1.

Definicao 9.6. O estado ¢ de uma Cadeia de Markov é dito absorvente se P;; = 1. Ou seja, depois
que a cadeia entra nele ndo consequie Mais Sair.

Definicao 9.7. O estado i de uma Cadeia de Markov € dito transitorio se a Cadeia partindo de i
voltar a © com probabilidade estritamente menor que 1.

Definicao 9.8. O estado i de uma Cadeia de Markov € dito ter periodo d se a Cadeia partindo
de i voltar a i em tempos miltiplos de d. Quando ndo existir periodo definido a cadeia € dita ser
aperiodica.

Exemplo 9.12.

0o 1 2
0/1/2 1/2 0

P=1(1/2 1/4 1/4
2\ 0 1/3 2/3

Exemplo 9.13.

0 1 2 3
0/1/2 1/2 0 0
111/2 1/2 0 0
21 1/4 1/4 1/4 1/4
3\ 0 0 0 1

P:

Neste exemplo podemos formar trés classes: C; = {0,1}, Co = {2} e C3 = {3}.
Exemplo 9.14. Ezxemplo de uma cadeia periédica com d = 2.

1 2
1/0 1
P= 2 <1 0 )
Com a notagao introdnzida tem-se para um estado transitorio i, fi; < 1.

Proposigao 1. Se o estado i € transitorio, a Cadeia partindo de ¢ volta a i um niumero finito de vezes.

De fato, cada vez que a cadeia volta ao estado i, a evolucao futura € independente do passado e existe
probabilidade 1 — f;; da cadeia nunca mais voltar a i, logo a cadeia volta a i exatamente n vézes com
probabilidade (fi;)"(1 — fii), para n = 1,2,.... Observemos que se o estado i é recorrente, a cadeia
partindo de i volta a i infinitas vezes com probabilidade 1. De fato, como a cadeia partindo de i volta
a i com probabilidade um, e pela propriedade Markoviana a cada retorno € como se estivesse iniciando
o movimento, seque-se que ela volta infinitas vezes com probabilidade 1.
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Definicao 9.9. Um conjunto A de estados de uma Cadeia de Markov é dito fechado se nenhum
estado de A conduz a algum estado de A°.

Se o conjunto fechado A € formado por um unico estado i entao este estado € dito absorvente.

Definigao 9.10. Uma Cadeia de Markov € dita irredutivel se ndo existe nenhum suconjunto fechado
diferente do conjunto de todos os estados. Ou seja, se todos os estados se comunicam.

oo [o.¢]
Proposigao 2. Sei é um estado recorrente Z Pi(in) = 00. Se i € transitorio Z PZ-(Z-") < 00.

n=1 n=1
Demonstragcao. Denotemos por N;; nimero de retornos a ¢ partindo de 7. Pela observacao vimos que
Nj; é infinito com probabilidade 1 e portanto E;(N;;) = oo.

Mas N;; = Z Ity (Xy), onde Itj (Xp) = 1se X, =i e 0se X, # i. Com isso,

n=1

E;(Ny) = ZEi(I{i}(Xn)) = ZPZ‘[Xn =i = Zpﬁ
n=1 n=1 n=1

oo

0 que mostra que E P!} = .
n=1

Se i é transitério observemos que:

Ei(Nu) = Y nlfi)" (1= fu) = (L= fu) fir > n(fa)" ™"
1 n=1

((1 — fii) fui _ fii ) < 0.

= fu)* (- fu
Teorema 42. Se P ¢ uma matriz de transi¢do aperiodica, entao:

(i) As poténcias P" convergem para uma matriz A;

(ii) As linhas de A sdo iguais.

9.5 Distribuicao estacionaria

Nesta secdo determinaremos as medidas de probabilidades invariantes, ou de equilibio, ou estaciondrias
de uma cadeia de Markov.

Definicao 9.11. Seja {X,} uma cadeia de Markov com IE = {0,1,---IN} (finito) e matriz de
transicao P. Um vetor de probabilidades w = (mo, 71, -+ ,mn) € dito ser a distribuicdo estaciondria
para a cadeia se

P =m, (9.6)

Ou seja, se mj = E P;jm;, sujeto as restricoes m; > 0 e g m = 1.
iclE jEE
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Sendo 7 estaciondria, entdo

nP? = n(PP)=(nP)P=7nP=n
nP3 = n(P?P)=(sP))P=nP=mn

aP" = w(P"'P)=(xP"HYP=7nP=n

Portanto, w = wP™, ¥Yn > 1. F jd vimos que P™ converge para wma matriz cujas linhas sao todas
iguais. Estas linhas sdo justamente iguais a 7 e cada elemento representa o tempo médio que a CM
passa em cada estado.

Observagao 9.1.

i) Cada probabilidade ; € usualmente identificado como a propor¢ao do tempo que o processo per-
manece no estado j.

ii) Usando a notagdo vista anteriormente, temos que

m; = lim WJ(."), onde 7r](»n) = P(X,, =j)

n—o0

T _ () _(n) o _(n)
F—T}LI{:OWH onde 7, = (my ', ™ o TN)

ii1) sempre podemos ignorar uma das equagoes, substituindo-a por E m = 1.
jEE

Exemplo 9.15. Consideremos a CM com matriz de transicao abaizo. Obter a distribuicdo estacio-

naria.
1 2

1/0 1
P_2<10)

Jd vimos que esta cadeia € periodica com d = 2. Com isso, a cadeia passa metade do tempo em
cada um dos estados, o que resultard em my = T = % Temos que resolveer o sistema

(0, m1) = (70, 71) (2 é)

o = 71

que resultard no sistema { cuja solugdo € my = m = %

mo+m =1

Exemplo 9.16. Consideremos a CM para o modelo de chuvas com matriz de transi¢cao abaizo. Obter
a distribuicao estacionaria.
1 2

1 o 11—«
P = 2<1—5 3 >
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Temos que resolveer o sistema

(0, 1) = (70, 1) <1 fﬁ 1 5a>

o = Qg + (1 —5)71’1

que resultard no sistema
mo+m =1

Para o exemplo citado, com a matriz a sequir, a solugao €
1 2
1/0,7 0,3
P= 2 <0,4 0,6 )

Exercicio 9.5.1. Determinar a distribui¢ao estaciondria para o modelo de humor com 3 estados
apresentado no Exemplo 9.7.

Definicao 9.12. Seja j um estado da CM e mj; o niimero de transicoes esperado da cadeia, partindo
de j, retornar a j. Entao,

Exemplo 9.17 (Modelo de chuva). Determinar a distribui¢do estaciondria via tempo médio de re-
torno.

Seja T; = min{n > 1|X,, = j|Xo = 0} o primeiro instante em que a cadeia retorna ao estado 0.
Temos que

P(Ty=2) = (1-a)(1-5)
P(Ty=3) = (1-a)b(1-7)

P(Ty = k:) = '(1 —a)BF2(1-p), k>2

Logo,
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moy = E(Ty) =Y kP(Ty=k)

= P(Thy=1)+Y kP(Ty=k)
k=2
= a+ Zk(l —a)BF2(1-B) e fazendo k —1=j,
k=2

= a+> (+1)(1-a)p (1)

j=1

= a+(1-a)> G+ (1-5)
j=1

= at+(l-a) D A A-B+> F1-8)
Jj=1 j=1

—_

2—0—«
1-p

E, consequentemente, my = 2_15% €T = Qigg

Exercicios
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Capitulo 10

A distribuicao exponencial e o processo de Poisson

Neste capitulo trataremos de um processo estocastico a parametro continuo, ao contrdrio da cadeia
de markov que foi tratado a parametro discreto. Muitos fenémenos sao modelados dessa forma, tais
como: (a) a chegada de uma mensagem em centro de computagao operando on-line, (b) uma chamada
de telefone em um centro de reservas de passagens, (c¢) uma interrupgio do final de uma fila, (d) a
ocorréncia de uma falha de um hardware ou software em wm computador.

10.1 Processo de Contagem

Um processo estocdstico {N(t),t > 0} € dito ser um Processo de Contagem se N(t) representa
o numero total de eventos que ocorreram até o tempo t. Portanto, um processo de contagem deve
satisfazer:

i) N(t) >0
ii) N(t) é assume valores inteiros
iii) Se s <t, entdo N(s) < N(t)
iv) Para s <t, N(t) — N(s) € o numero de eventos ocorridos no intervalo (s,t].

Um processo de contagem € dito possuir incrementos independentes se o numero de eventos
que ocorrem um intervalos de tempo disjuntos sdo independentes. Isso significa, por exemplo, que o
nimero de eventos que ocorre no instante t (N(t)) deve ser independente do nimero de eventos que
ocorre entre os instantes t et +s (N(t+s) — N(t)).

Um processo de contagem édito ter incrementos estaciondrios se a distribuicdo do mumero de
eventos que ocorrem em qualquer intervalo de tempo dependa somente do comprimento do intervalo de
tempo. Ou seja, o processo tem incrementos estaciondrios se nimero de eventos no intervalo (s,s+t)
tem a mesma ditribuicdo para todo s.

Exemplo 10.1. Considerando N(t) o numero de pessoas que entram em uma loja até o instante t,
entao {N(t),t > 0} € um processo de contagem no qual um evento corresponde a uma pessoa entrando
na loja. Note que se N(t) é o numero de pessoas dentro da loja no instante t, entao {N(t),t > 0} nao
serd um processo de contagem, pois nao hd garantias da condigdo (iii).

10.2 Processo de Poisson

O exemplo mais importante de processo de contagem € o processo de Poisson, e a distribuicdo mais
importante associada a esse fenomeno € a distribuicdo de Poisson.
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Definicao 10.1. Um processo de contagem {N(t),t > 0} é dito ser um processo de Poisson com taza
A > 0 se for verdade que:

i) N(0)=0
ii) O processo tem incrementos independentes

iii) O numero de eventos em qualquer intervalo de comprimento t € distribuido como Poisson com
media A\t. Isto e, para todo s et > 0,
(At)"

P[N(t+s) = N(t)=n]=e M n=01,2,-
n.

Notemos de (iii) que o processo de poisson N (t) tem incrementos estaciondrios e que
E[N()] = A,

de forma que a condi¢do (ii) € bastante razodvel, assim como a condi¢ao (i). No entanto, a condi¢do
(i) precisa ser mais explorada, por isso uma defini¢cdo equivalente costuma ser bastante til. Antes
desta, definiremos uma fungao especial chamada de o(h) que indica a taxa de convergéncia da fungdo.

Definicao 10.2. A funcdo f € dita ser o(h) se
lim @

=0.
h—0 h
Definigao 10.3. Um processo de contagem {N(t),t > 0} é dito ser um processo de Poisson com taza

A > 0 se for verdade que:
i) N(0)=0.
it) O processo tem incrementos independentes e estaciondrios.

iit) A probabilidade de que exatamente um evento ocorra em qualquer intervalo de tempo de compri-
mento h € Ah + o(h), isto €,
P(N(h) =1) = Ah+ o(h)

iv) A probabilidade de que mais que um evento ocorra em qualquer intervalo de tempo de comprimento
h é o(h), isto é,
P(N(h) > 2) =o(h)

Em suma, em um intervalo de tempo relativamente pequeno, a probabilidade de uwma ocorréncia do
evento € proporcional ao tamanho do intervalo, enquento a probabilidade de duas ou maus ocorréncias
decresce rapidamente. A probabilidade de nenhuma ocorréncia serd dada por P(N(h) =0) =1—Ah+
o(h).

Teorema 43. As definicoes 10.1 e 10.4 sdo equivalentes.

Portanto, o nimero médio de eventos ocorrendo em qualquer intervalo de tempo de comprimento
t € At. Esse teorema € surpreendente porque mostra como trés condigoes fisicas simples e naturais
em N(t) podem caracterizar as fungoes de probabilidade das varidveis aleatorias. Além disso, € o
Unico parametro ndo conhecido dessas func¢oes de probabilidade. E importante notar que de acordo
com o Teorema 43, o nimero de eventos ocorrendo em cada intervalo de tempo de comprimento t tem
uma distribuicao de Poisson com wvalor médio A. Portanto, € o numero médio de eventos ocorrendo
por unidade de tempo. A proxima secao caracteriza um outro atributo importante de um processo de
Poisson.
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10.3 Tempo entre chegadas e tempo de espera

Teorema 44. Seja {N(t),t > 0} um processo de Poisson com taxa . Seja 0 < t; < ty < t3 < ...
0s tempos sucessivos de ocorréncia dos eventos, e seja 0s tempos entre chegadas (entre ocorréncias)
definidos por 1y = t1, 70 =ty —t1, - , T, =t —tp_1, -+ Entdo o conjunto de tempos entre chegadas
sao varidveis aleatorias mutualmente independentes distribuidas identicamente e exponencialmente.

O inverso desse teorema também € verdade (admitimos ambos, o teorema e o seu reverso sem
provas). Quando ocorre algum evento, tal como a chegada de uma mensagem em um sistema compu-
tacional, a chegada de clientes em um banco, etc, eles podem ser descritos por um processo de Poisson.
Entretanto o processo de Poisson é um caso especial de um tipo de processo estocdstico mais geral, co-
nhecido como processo de nascimento e morte. Com efeito, o processo de Poisson é também conhecido
como processo de nascimento puro e a partir desse raciocinio € que estaremos aptos a generalizar esse
processo e chegar a importantes conclusdes sobre uma gama de aplicagcdes desses processo estocdsticos
de tempo continuo.

Para darmos uma idéia da prova, condideremos X1 o tempo até a primeira ocorréncia e X, o tempo
entre a n-ésima e (n — 1)-ésima ocorréncias do processo. A distribuicio de Xy ¢é facilmente obtida
observando-se que .

P(X; >t)=P(N(t)=0) = eM(AOt‘) =e M
Dai, F1(t) = P(X; <t) =1—e M, de forma que X1 tem distribuicdo exponencial com pardametro .
Para os demais intervalos o cdlculo € similar, usando que o processo tem incrementos independentes
e estaciondrios:

P(Xy >t/ X1 =s) = P(nenhum evento em (s,s +t]| X1 = s)

P(nenhum evento em (s, s+ t])

(
(
P(nenhum evento em (0,t])
= POV =0) =,

de onde concluimos que Xo também é exponencialmente distribuida com média 1/X e, sobretudo, que
Xy € independente de X1. Repetindo o argumeto temos que todos os intervalos entre chegadas tém
distribuicao exponencial de mesmo parametro e sao independentes.

Uma outra caracteristica de interesse € o tempo até a ocorréncia da n-ésimo evento:

n
=1

Portanto, S, ~ Gama(n,\) com densidade

)"
n—1"

f(t) = Xe

Este tempo de espera também tem a sequinte propriedade: o tempo até a ocorréncia do n-€simo
evento € inferior a t se e somente se no tempo t temos pelo menos n ocorréncias, ou seja,

{Sn <t} ={N(t) = n}
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Dat,

Fs,(t) = P{Sp < t} = P{N() = n} = Z (]
que tomando a derivada de ambos os lados nos dd o resultado.

10.4 Distribuicao condicional dos tempos de chegadas

Conhecendo que até o tempo t houve uma ocorréncia do processo, podemos nos perguntar se € mais
provdvel que ocorréncia tenha de dado no inicio ou mo final do intervalo. Para verificarmos isso,
notemos que

PX <tIN(H) =1) = K (< i ;wt)l |

P(1 evento em (0, s], 0 eventos em (s,t])
P(N(t) =1)
P(1 evento em (0, s])P(0 eventos em (s,t])

(0
P(N(t) =1)

)\867/\367)\(7573)
Ate—A
s
.
Assim, concluimos que a distribui¢cao de X1|N(t) = 1 é uniformemente distribuida no intervalo

(0,t]. E este resultado pode ser ser generalizado para qualquer intervalo.

Teorema 45. Dado que N(t) = n, os tempos de chegada Sy,---, S, tem a mesma distribuicao que
as estatisticas de ordem correspondentes a n v.a.i.i.d. Uniformes em (0,t), com densidade,

n!

e 0<t; <<ty

f(tla"' 7tn):

Exemplo 10.2. Suponha que clientes cheguem a uma estacdo de trem de acordo com um processo de
poisson de taxa M. Se o trem parte ao tempo t, qual o valo esperado da soma dos tempos de espera dos
clientes que chegaram no intervalo (0,t).

Devemos calcular E[ZN(t) (t —S;)]. Condicionando em N(t) obtemos

N(t) n -
E Z(t—Si)IN(t) =n| = FE Z(t_si)’N(t):
i—1 i=1 ]

= nt—F

Zsi\N(t) =
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Agora, se Ui =1,--- ,n denotam um conjunto de n v.a. U(0,t), entdo
N(t) N(t)
E Z SiIN(t)=n| = E Z U (pelo Teorema 45)
i=1 =1
[N() N(t) N(t)
= b Z U; (pois Z U(i) = Z Ui)
| i=1 i=1 i=1
o
2
Dat,
@ nt nt
E t—5)|N(t) = =nt — — = —,
> (1= SIING) =n| =nt =G =5

de onde obtemos que

tN(t
|3 1-syn| =20,
i=1
e, consequentemente,
e e ¢ b2
E|Y t=S)|=E||D_t-S)NW)| | = FEIN@] = oat ==~
=1 =1

10.5 Processe de Poisson nao homogéneo

Em algumas situacdes nao é possivel que as taxas de ocorréncia do processo se mantém constante ao
longo do dia, mes ou ano, por exemplo, de forma que ndo temos a propriedade de FEstacionariedade.
Ezxemplos desse caso sao chamadas telefonicas ou entradas de clientes em um supermeercado. No geral,
para pequenos intervalos de tempo € possivel assumir a homogeneidade. Nesta se¢ao trabalharemos com
a taxa \(t) sendo fungdo do tempo, o que generaliza o caso homogéneo, mas muito da construgao do
caso homog eneo se mantém. Enunciaremos basicamente a definicao do processo.

Definicao 10.4. Um processo de contagem {N(t),t > 0} é dito ser um processo de Poisson nao
estaciondrio ou nao homogéneo com funcgdio de intensidade A(t) > 0 se:

i) N(0) =0.
ii) {N(t),t > 0} tem incrementos independentes.
iii) P{N(t +h)— N(t) =1} = A(t)h + o(h)
iv) P(N(t+h) — N(t) >2) =o(h).

Fazendo m(t) = fg A(s)ds, pode ser mostrado que

P{N(t i 3) _ N(t) _ n} _ e—[m(t+s)—m(t)] [m(t -+ SZL'— m(t)]n’ . Z 0

Ou seja, N(t+s)— N(t) tem distribuicao Poisson com média m(t+ s) —m(t). Por isso a fungao m(t)
€ chamada funcao valor médio.
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Exemplo 10.3. Norbert tem um carro de cachorro quente que abre as 8h. Das 8h as 11h clientes
chegam, em média, a uma taxa crescente que comeca com 8 e termina com 20 pessoas por hora. Das
11h as 13h a taxa fica constante em 20 clientes por hora. Depois a taxa cai linearmente até as 17h,
quando encerra, com 12 cliente por hora. Assumindo que os clientes chegam de forma independente
em intervalos disjuntos, o modelo acima parece razodvel? Qual o niumero esperado de chegadas neste
periodo? Qual a probabilidade de que nenhum cliente cheque entre 8h30 e 9h307

O modelo de Poisson nao-homogéneo parece bom para a situacao apresentada, com taxa:

5 + 5t, 0<t<3

At) = < 20, 3<t<5
20—2(t—5), 5<t<09.

Com isso, o nimero de chegadas entre Sh30 e 9h30 serd Poisson com média m(3)—m(3). O niimero
esperado de chegadas nesse intervalo serd

3/2
/ (5+ 5t)dt = 10,
1/2

e este numero serd zero com probabilidade

3/2
exp —/ (5 + 5t)dt p = e 10,
1/2

10.6 Processo de Poisson composto

O processo de Poisson composto € usado quando cada ocorréncia do Processo de Poisson estd relaci-
onada a outra varidvel. Por exemplo, em um supermeercado, cada cliente que entra no supermercado
gasta um valor Y;. Portanto, o processo de poisson composto pode ser assim enunciado:

Definigao 10.5. Um processo de contagem {X (t),t > 0} € dito ser um processo de Poisson composto
se ele puder se representado, para cada t > 0, por

N(t)

X(t)=> v,

onde {N(t),t > 0} é um processo de Poisson e {Y;,i =1,2,---} é uma familia de v.a. independentes
e identicamente distribuidas. O processo {N(t),t > 0} e a sequéncia {Y;,i =1,2,---} sao assumidos
serem independentes.

Vamos calcular a esperanca e variancia deste processo. Para calcular E[X (t)], temos que condicionar
em N (t):

EX ()] = E(EIX ()N @®)])-
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Agora,
N(t) n
EX@®)IN@#) =n] = E|Y YiIN > Yi|N( ]
i=1 i=1
= E|> Y| =) E[Yj]=nE})
Li=1 =1
Portanto,

E, consequentemente,
E[X(t)] = E(E[X(1)|N(@)]) =

Para o cdlculo da variancia procedemos de forma similar, obtendo:

EIN#)EM)] = EINDIEM)] = ME(Y))]

Var[X(t)|N(t)] = N(t)Var(Yy)
e, portnto,
Var[X(t)] = E[N(@)Var(Y1)]+ Var[N(t)E(Y1)]
= MVar(Y1) + (E(Y1))*Var[N(t)]
= MVar(Y1) + (E(Y1))2)t
= M[Var(Y1) + (E(V1))?]
= ME(YD).

Exemplo 10.4. Suponha que familias migrem para uma drea de acordo com um processo de Poisson
de taxa A = 2 por semana. Se o numero de pessoas em cada familia € independente e toma valores
valores 1,2,8 ou 4 com probabilidades %, %, %, %, respectivamente, entao qual o numero de individuos
migrando para aquela drea durante 5 semanas?

Seja Y; o numero de pessoas na i-ésima familia. Temos que

E(vi)=2 e

~ e BOP) =

43
6

Seja X (5) o nunero de imigrantes durante as 5 semanas. Entao,

E[X(5)] = 2><5><g:25
43 215
Vv = 2XHX —=—.
ar[ X (t)] X5 x ===
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