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• À minha famı́lia pela força, carinho e companheirismo sempre presentes. Primeira-
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• Ao Departamento de Estat́ıstica da Universidade Federal do Pará pela liberação
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Resumo

Neste trabalho consideramos a situação em que um grupo de indiv́ıduos é acompan-
hado ao longo de várias condições de avaliação pré-fixadas. Seu desempenho (habili-
dade/proficiência) é obtido a partir de respostas dadas em testes formados por itens
(questões) com caracteŕısticas próprias. Para modelar a dependência entre suas habili-
dades nos vários peŕıodos estudados são propostas diversas estruturas de covariância. São
apresentadas equações de estimação para o conjunto de caracteŕısticas dos itens e para
os parâmetros da distribuição latente. É abordado o caso de dados incompletos, o caso
em que há várias populações em estudo, e são apresentadas propostas para modelar as
curvas de crescimento relativas aos parâmetros da distribuição latente. São feitas simu-
lações e uma aplicação aos dados do projeto de Avaliação da Jornada Única, realizado
pela Secretaria de Estado da Educação de São Paulo no peŕıodo 1992-94.

ABSTRACT

In this work we consider the situation where a group of individuals is followed along
two or more pre-stated conditions of evaluation. Their abilities/proficiencies are estimated
from their answers to a set of tests presented to them at the different occasions. Several
covariance structures are proposed to model the possible dependency between one’s abil-
ities along time. The estimation equations are presented for the items parameters and
also for the abilities parameters. The incomplete data and the multiple group cases are
also considered, as well as growth curve models to explain the behaviour of the abilities’
location parameters along time. Simulation studies and an application to real data are
presented.



Conteúdo
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7.4 Estimação dos Parâmetros dos Itens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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9.1 Estimação dos Parâmetros Populacionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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fdp: função densidade de probabilidade
FRI: Função de Resposta do Item
CCI: Curva Caracteŕıstica do Item
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covariância Σ
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Conceitos Iniciais

Em muitos estudos, como potencial de compra de um certo produto em marketing,
proficiência em determinado conteúdo em avaliação educacional e predisposição a uma
determinada anomalia em genética, algumas quantidades de interesse não podem ser me-
didas diretamente. Variáveis desse tipo são, de forma geral, denominadas de variáveis
latentes. Em avaliação educacional elas são referidas por habilidade ou proficiência em
uma particular área de interesse, tal como ciências, matemática, trigonometria, capacidade
de leitura etc. Tais quantidades são obtidas com base nos resultados de uma seqüência
de ensaios, como testes formados por vários itens (questões). As estimações destas habil-
idades têm sido um dos principais objetivos dos avaliadores, e muitos trabalhos têm sido
apresentados com esta finalidade.

Os primeiros esforços no sentido de introduzir uma modelagem estat́ıstica para esti-
mação das habilidades tiveram por base os escores individuais (total de pontos em testes)
e foram feitos por Spearman (1904), com forma axiomática final devida a Novick (1966).
Considerando a situação em que temos N indiv́ıduos submetidos a G testes, a proposta é
decompor o escore observado do indiv́ıduo j no teste g, Tjg, em duas parcelas

Tjg = θj + ejg, j = 1, · · · , N ; g = 1, · · · , G,

onde θj é a habilidade e ejg é um erro de medida associado ao indiv́ıduo j. Este é, basi-
camente, o modelo linear de Análise de Variância com um fator fixo com N ńıveis e G
observações para cada tratamento. Portanto, a estimação das habilidades pode ser feita
via ANOVA convencional. Estas propostas iniciais foram denominadas de Análise Clássica
de Testes. Infelizmente, todas as propostas iniciais para estimação das habilidades eram
baseadas apenas nos escores individuais e não em suas part́ıculas, ou seja, nos itens. Em
1968, Lord & Novick fundamentaram a Análise Clássica de Itens com o objetivo de analis-
ar testes a partir de seus itens. Contudo, esta análise não usava muito além do que algumas
estat́ısticas descritivas e quase nenhuma modelagem ou estat́ıstica inferencial. Além disso,
a maioria das medidas usadas na análise de itens eram baseadas nos escores dos respon-
dentes; por exemplo, medidas de correlação entre as respostas a um particular item e os
escores individuais. Portanto, as conclusões para um particular item dependiam do teste
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como um todo, e não somente do item considerado, logo não podiam ser estendidas para
qualquer outro teste.

Uma das cŕıticas mais fortes com relação à Teoria Clássica baseia-se no fato que se dois
indiv́ıduos A e B fazem um mesmo teste com n itens, onde o indiv́ıduo A acerta os k
itens mais fáceis e o indiv́ıduo B acerta os k itens mais dif́ıceis, então os indiv́ıduos A e
B têm a mesma medida de habilidade na área de conhecimento coberta pelo teste, o que
não parece ser muito realista. Mesmo que seja proposta uma ponderação com relação aos
itens para o cálculo desta habilidade, tal ponderação seria atribúıda pelo elaborador do
item ou do teste, e portanto bastante subjetiva. Para detalhes sobre a teoria clássica, veja
Lord & Novick (1968).

A Teoria da Resposta ao Item (TRI) surgiu como uma forma de considerar cada item
particularmente, sem relevar os escores individuais. Desta forma, as conclusões não depen-
dem propriamente do teste, mas de cada item que o compõe. Com a TRI é posśıvel, por
exemplo, fazer várias comparações que a teoria clássica não permite, tal como comparar
as habilidades de indiv́ıduos da mesma população submetidos a testes completamente
diferentes, ou ainda a comparação de indiv́ıduos de populações diferentes submetidos a
testes parcialmente distintos.

A proposta da TRI é modelar a probabilidade associada a cada categoria de resposta
(também tratadas como opções ou alternativas), tal como certo/errado ou A/B/C/D/E
. De acordo com isso, podemos dizer que os itens podem ter

• respostas dicotômicas ou dicotomizadas,

• respostas com mais de duas categorias.

A seguir, faremos uma breve descrição dos principais modelos adotados na TRI.

1.1.1 Modelos para itens dicotômicos ou dicotomizados

Os modelos apresentados nesta seção podem ser utilizados tanto para a análise de
itens dicotômicos ou de múltipla escolha dicotomizados (corrigidos como certo ou errado)
quanto para a análise de itens abertos (de resposta livre), quando avaliados de forma
dicotomizada.

Consideremos N indiv́ıduos submetidos a um teste com n itens de múltipla escolha,
dicotômicos ou dicotomizados. A resposta do indiv́ıduo j, j = 1, · · · , N, ao item i, i =
1, · · · , n, será representada pela variável aleatória Uji, com Uji = 1 (correta) e Uji = 0
(incorreta). A proposta da TRI é modelar a distribuição de Uji, ou equivalentemente, a
probabilidade de acerto ao item i, para cada item. A habilidade do indiv́ıduo j passa a
constar no modelo como um parâmetro e é, geralmente, representada por θj.

Claramente, a probabilidade de acerto ao item i deverá ser representada por uma função
monótona crescente de θj com imagem no intervalo [0,1], o que sugere a escolha dessa
função na classe de funções de distribuições (acumuladas) de variáveis aleatórias cont́ınuas

Tavares, H. R. IME/USP
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(FDC). Essas funções são, freqüentemente, denotadas por Ψi e denominadas Função de
Resposta do Item (FRI) (Van der Linder & Hambleton, 1997) ou Curva Caracteŕıstica
do Item (CCI) (Tucker, 1946). Muitas outras funções fora dessa classe foram propostas,
tal como a função linear, mas com pouco impacto prático e sérias limitações nos valores
posśıveis para as habilidades. Por outro lado, situações práticas freqüentemente indicavam
um ajuste insatisfatório dos modelos causado por uma asśıntota (θ → −∞) não nula,
sugerindo que indiv́ıduos com baixa habilidade respondiam corretamente ao item i com
probabilidade ci positiva. Isso foi interpretado pelos especialistas como acertos ao acaso
(chutes). Por conta disso, uma outra classe de funções bem aceita pode ser escrita como
Pi = ci + (1− ci)Ψi.

Em 1952, Lord propôs o Modelo Normal

Ψi(θ) =

∫ ai(θ−bi)

−∞

1√
2π

e−t2/2dt,

onde ai e bi são parâmetros relativos ao item i. Em 1957, Birnbaum propôs o modelo

Ψi(θ) =
1

1 + e−Dai(θ−bi)
,

onde D é um fator de escala. O modelo acima é denominado de Modelo Loǵıstico quando
D = 1. O valor 1.702 para D é utilizado quando se deseja que os valores para as funções
Normais e Loǵısticas sejam aproximadamente iguais (ver Haley, 1952). Na prática, o mod-
elo mais utilizado é o loǵıstico com 3 parâmetros, descrito a seguir.

Modelo loǵıstico de 3 parâmetros (ML3)

O modelo loǵıstico (unidimensional) de 3 parâmetros é dado por:

P (Utw = 1|θj, ζi) = ci + (1− ci){1 + e−Dai(θj−bi)}−1.

onde ζi = (ai, bi, ci)
′ é o vetor de parâmetros associado ao item i (ou simplesmente,

parâmetros do item i), com ai > 0, bi ∈ (−∞,∞), ci ∈ [0, 1], D é uma constante de
escala e θj ∈ (−∞,∞) é a habilidade do indiv́ıduo j. Sua representação gráfica está na
Figura 1.1.

De um modo geral, podemos dizer que o parâmetro bi está relacionado à dificuldade do
item, quanto maior este parâmetro mais dif́ıcil será o item, e por isso ele é conhecido como
parâmetro de dificuldade. Aumentando o valor de bi estaremos deslocando a FRI para a
direita e, portanto, um indiv́ıduo com habilidade fixada terá menor probabilidade de acer-
tar o item, ou seja, o item torna-se mais dif́ıcil. O parâmetro ci nos dá a probabilidade de
um indiv́ıduo com baixa habilidade responder corretamente ao item, e é também chamado
de parâmetro de acerto ao acaso. Para itens com m alternativas (4 ou 5, em geral), nor-
malmente espera-se que ci esteja próximo de 1/m, já que se supõe que os indiv́ıduos com
baixa habilidade respondem ao acaso esse item. Se obtivermos ci >> 1/m, há indicação

Tavares, H. R. IME/USP
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Figura 1.1 Representação gráfica do ML3

que algumas das m alternativas foram facilmente eliminadas, mesmo por indiv́ıduos de
baixa habilidade. Lord (1974) argumenta que o caso ci << 1/m é mais comum devido
à presença de algum distrator (alternativa incorreta) que esteja atraindo indiv́ıduos com
baixa habilidade.

Podemos notar ainda, fazendo θj = bi, que bi é a habilidade necessária para que a
probabilidade de acerto ao item seja (1+ci)/2. Ainda, o coeficiente angular da tangente da
FRI em θj = bi é D(1−ci)ai/4, ou seja, é proporcional a ai. Logo, quanto maior o valor de
ai, mais ı́ngreme será a FRI e se considerarmos dois indiv́ıduos com habilidades θ1 = bi−δ
e θ2 = bi+δ, δ > 0, então a diferença entre Pi(θ2) e Pi(θ1) (onde Pi(θj) = P (Uji = 1|θj, ζi))
será crescente com ai, ou seja, o aumento de ai leva a uma maior discriminação entre os
dois indiv́ıduos, e por isso ele é denominado de parâmetro de discriminação do item.

Em algumas situações, pode-se supor que não há possibilidade de respostas ao acaso (ie.,
ci = 0), resultando no Modelo Loǵıstico de 2 parâmetros (ML2). Se, além disso, pudermos
supor que o poder de discriminação é o mesmo para todos os itens envolvidos em um teste,
isto é, ai = a, ∀i, chegamos ao Modelo Loǵıstico de 1 parâmetro (ML1), onde a constante
a é incorporada na unidade de medida da habilidade (ver Seção 1.3).

1.1.2 Modelos para itens não-dicotômicos

Vários autores defendem a idéia de que a dicotomização elimina informações associadas
a itens respondidos de forma incorreta, ou seja, sabe-se apenas que um particular indiv́ıduo
respondeu incorretamente ao item, mas não é relevada a informação sobre a alternativa
escolhida. Por outro lado, alguns itens têm a caracteŕıstica que suas alternativas são
ordenadas, e isso exige a introdução de novos modelos que incorporem essa informação.
Para maiores detalhes sobre esses modelos, veja Hambleton & Swaminathan (1985) e
Andrade, Tavares & Valle (2000).

Vários outros modelos de resposta têm sido propostos recentemente. Dentre eles, pode-
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mos destacar os modelos multidimensionais (ver Ackerman, 1996), modelos não-para-
métricos e modelos não-monotônicos (ver Van der Linden & Hambleton, 1997).

Embora exista uma vasta classe de estruturas de itens, podemos dizer que os itens
dicotômicos ou dicotomizados são, sem dúvida, os de maior interesse prático. Por conta
disso, o restante deste texto é dedicado somente a esse tipo de item. Além disso, trataremos
apenas da classe de modelos escrita como Pi = ci + (1− ci)Ψi, onde Ψi é uma FDC.

1.2 Estimação

Consideremos a situação em que temos N indiv́ıduos submetidos a um teste com n
itens. Nesta situação, o objetivo de uma análise pode ser estimar as habilidades individ-
uais, estimar parâmetros relativos aos itens, ou ambos. Em algumas situações podemos
pensar que os itens já foram calibrados (isto é, seus parâmetros já foram estimados) e
desejamos simplesmente estimar as habilidades individuais. Por outro lado, indiv́ıduos
com as habilidades estimadas em um teste poderão ser utilizados na calibração de um
novo conjunto de itens. Em geral, os objetivos são tanto a calibração dos itens como a
estimação das habilidades.

Quando temos apenas uma população em estudo, o objetivo principal se concentra
em estimar os parâmetros dos itens, ζi, i = 1, · · · , n, e as habilidades individuais, θj,
j = 1, · · · , N . Geralmente, essa estimação é feita pelo Método da Máxima Verossimil-
hança através da aplicação de algum processo iterativo, como Newton-Raphson [ver Issac
& Keller (1966), por exemplo] ou “Scoring”de Fisher [ver Rao (1973), por exemplo], com
duas abordagens usuais: estimação conjunta (parâmetros dos itens e habilidades) ou em
duas etapas (primeiro a estimação dos parâmetros dos itens e, posteriormente, das habil-
idades). No caso da estimação conjunta, o número de parâmetros pode ser muito grande
(3n + N para o ML3), levando a uma enorme exigência computacional que envolve a in-
versão de matrizes dessa ordem. Para contornar esse problema, Birnbaum (1968) propôs
um processo vai e vem (“back-and-forth”), que é iniciado com estimativas grosseiras das
habilidades (escores padronizados, por exemplo) e envolve a estimação dos parâmetros
dos itens considerando as habilidades conhecidas; após a obtenção das estimativas dos
parâmetros dos itens, as habilidades são estimadas considerando os parâmetros dos itens
conhecidos. Esses passos são repetidos até que algum critério de parada do processo seja
alcançado. A grande vantagem desse método é que os itens (i.e., seus parâmetros) são
estimados individualmente, o que exige o tratamento de matrizes 3 × 3 para o ML3;
esse procedimento é baseado em uma suposição bastante freqüente na TRI, de que um
indiv́ıduo com habilidade fixada θ responde aos itens de forma independente (denomi-
nada Independência Local ou Independência Condicional). As habilidades também são
estimadas individualmente e, com isso, a exigência computacional diminui drasticamente.
Entretanto, esse procedimento têm um problema sério: sabe-se que, para os parâmetros
dos itens conhecidos, os estimadores de máxima verossimilhança (EMV) das habilidades,
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θ̂j, j = 1, · · · , N , convergem (ver Sen & Singer (1993), por exemplo) para os seus ver-
dadeiros valores quando o número de itens cresce; com as habilidades conhecidas, os EMV
dos parâmetros dos itens, ζ̂i, convergem para os seus verdadeiros valores quando o número
de indiv́ıduos cresce. Na estimação conjunta, as habilidades são denominadas parâmetros
incidentais, pois o número destes parâmetros (θj, j = 1, · · · , N) cresce com o número de
indiv́ıduos; os parâmetros dos itens são denominados parâmetros estruturais e o número
desses parâmetros não se altera quando a amostra cresce. Essas denominações são devidas
a Neyman & Scott (1948), que notaram, em um contexto diferente do da TRI, que na
presença de parâmetros incidentais, o EMV dos parâmetros estruturais pode ser assintot-
icamente viesado. Esse problema de falta de consistência dos estimadores dos parâmetros
dos itens (ou habilidades) na presença de um número muito grande de indiv́ıduos (ou
itens) foi notado por Anderson (1973) e demonstrado para o ML1. Porém, quando tanto o
número de itens quanto o número de indiv́ıduos crescem, os EMV dos parâmetros dos itens
e das habilidades podem ser não-viciados, como sugerido por Lord (1968) e demonstrado
apenas para o ML1 por Haberman (1975). Resultados numéricos obtidos por Lord (1975)
e Swaminathan & Gifford (1983), para modelos diferentes do ML1, reforçam a conjectura
de que os EMV dos parâmetros dos itens e das habilidades são não-viciados, quando o
número de itens e o número de indiv́ıduos crescem.

O problema de posśıvel inconsistência dos estimadores obtidos em uma etapa levou ao
desenvolvimento da estimação em duas etapas por Bock & Lieberman (1970). A primeira
etapa consiste na estimação dos parâmetros dos itens e a segunda na estimação das habili-
dades. [Notemos que apesar de as habilidades individuais serem parâmetros, um conjunto
destes valores pode ser representado por uma distribuição, e esta ser usada para fins con-
venientes]. A estimação dos parâmetros dos itens é feita por Máxima Verossimilhança
Marginal, considerando que a habilidade da população (θ) segue uma distribuição cuja
função densidade de probabilidade (fdp) é g(θ|η), onde η é o conjunto de parâmetros
associados à população, e integrando a função de verossimilhança com relação a θ. Após
a estimação dos parâmetros dos itens, as habilidades são estimadas individualmente por
máxima verossimilhança, ou ainda pela moda ou média da distribuição condicional de θ
dado U j. = (Uj1, · · · , Ujn) com ζi, i = 1, · · · , n, conhecidos. Embora este método tenha a
vantagem de envolver, na primeira etapa, apenas a estimação dos parâmetros dos itens, a
estimação é feita através de aplicação de métodos numéricos que dependem das derivadas
segundas da log-verossimilhança com relação a ζi e ζk, i, k = 1, · · · , n, que podem ser não
nulas para i 6= k. Com isso, há a necessidade da inversão de matrizes de ordem 3n × 3n
para o ML3, o que ainda pode ser bastante exigente do ponto de vista computacional.
Para contornar esse problema, Bock & Aitkin (1981) reformularam as equações obtidas
por Bock & Lieberman e propuseram que as estimativas de máxima verossimilhança fos-
sem obtidas via algoritmo EM (ver Dempster, Laird & Rubin, 1977); essa nova proposta
possibilita que as derivadas segundas citadas acima para i 6= k sejam nulas. Com isso, a
matriz 3n × 3n (ML3) de derivadas segundas torna-se bloco-diagonal, o que possibilita
que os itens (i.e., seus parâmetros) sejam estimados individualmente.
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1.3 Definição da Escala de Medida

A métrica em que os parâmetros dos itens e/ou habilidades são estimados é um dos
pontos de primordial importância na fase de interpretação. Quando as habilidades são
conhecidas e desejamos estimar apenas os parâmetros dos itens, estes são estimados na
mesma escala das habilidades. Na situação oposta, o conhecimento dos parâmetros dos
itens implica o conhecimento da escala em que eles foram estimados, de forma que as
habilidades serão estimadas na mesma escala dos parâmetros dos itens.

No caso da estimação conjunta, não há nenhuma escala definida. Teoricamente, as
habilidades podem assumir qualquer valor real, sem referência ao que é grande ou pequeno.
Para contornar esse problema podemos escolher um ponto de referência µ e uma medida
de dispersão σ. Em cada etapa do processo iterativo as estimativas das habilidades são
padronizadas de forma que tenham média µ e desvio-padrão σ. Freqüentemente adota-se
µ = 0 e σ = 1, e denota-se por (0 ; 1) ou (0,1). No caso da estimação em duas etapas,
geralmente supõe-se que θ ∼ N(0, 1). Em ambos os casos, estaremos fixando a escala das
habilidades e, conseqüentemente, a dos parâmetros dos itens, no par (0,1), onde o primeiro
número representa a média e o segundo o desvio-padrão da distribuição da habilidade da
população considerada no estudo.

Rigorosamente, a escala dos parâmetros é fixada para eliminar a não-identificabilidade
do modelo. Essa não-identificabilidade ocorre porque mais de um conjunto de parâmetros
produz o mesmo valor da FRI, e conseqüentemente, da verossimilhança. Por exemplo,
para o ML2 e o ML3, se θ∗j = αθj + β, b∗i = αbi + β, a∗i = ai/α e c∗i = ci, onde α
e β são constantes reais com α > 0, então P (Uji = 1|θj, ζi) = P (Uji = 1|θ∗j , ζ∗i ). Esta
não-identificabilidade pode ser eliminada de várias formas, sendo que as restrições mais
comuns são as citadas anteriormente. Para maiores detalhes, veja Baker (1992).

Quando consideramos mais de uma população (relativas a diferentes graus de escolari-
dade, sexo, grupos étnicos, regionais etc.) a estimação é realizada em separado para cada
uma das populações. Embora cada uma destas populações (e os respectivos itens) ten-
ham seus parâmetros estimados em uma escala (0,1), estas escalas não são comparáveis
porque cada uma está vinculada a uma população. Dáı, surge a necessidade de colo-
car tais parâmetros na mesma escala, ou seja, fazer o que é denominado de Equalização
(“Equating”). Esse processo exige que os testes aplicados às várias populações tenham
itens comuns fazendo uma ligação entre eles. Por exemplo, se tivermos 3 populações (i.e.,
testes) devemos ter pelo menos itens comuns entre os testes 1 e 2 e também entre os
testes 2 e 3 (ou 1 e 3). As equalizações são feitas para cada par de testes com itens co-
muns, mas como há uma ligação entre todos os testes, o produto final é a equalização
de todos eles. Entretanto, antes de proceder com a equalização entre duas populações é
necessário estabelecer qual população será adotada como População Referência, para que
os parâmetros relativos à outra população possam ser transformados, através de alguma
função f , para a escala da população referência. Os modelos Normal e Loǵıstico têm uma
certa propriedade de linearidade (de f) entre escalas: se ζA

i = (aA
i , bA

i , cA
i )′ representa
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um item na análise envolvendo a população referência (digamos, A), θA
j a habilidade do

indiv́ıduo j dessa população e ζB
i = (aB

i , bB
i , cB

i )′, com cB
i = cA

i , o mesmo item em outra
população (digamos, B), então, a habilidade do mesmo indiv́ıduo na escala da população
B, θB

j , será obtida como função de θA
j por

P (Uji = 1|θB
j , ζB

i ) = P (Uji = 1|θA
j , ζA

i )

⇔ aB
i (θB

j − bB
i ) = aA

i (θA
j − bA

i )

⇔ θB
j = (aA

i /aB
i )θA

j + [bi − (aA
i /aB

i )bA
i ]

= αθA
j + β, com α > 0 e β ∈ IR.

Esta mesma relação é válida para o parâmetro de dificuldade, que também é uma ha-
bilidade: bB

i = αbA
i + β, bem como aB

i = aA
i /α. De acordo com isso e com base nas

estimativas dos parâmetros de dificuldade dos itens comuns aos dois testes, obtemos uma
reta de regressão entre os dois conjuntos de estimativas e, assim, chegamos à relação
entre os parâmetros nas duas populações. Isso possibilita que todas as habilidades e os
parâmetros dos itens associados a uma população sejam transformados para a escala da
população referência. Isso pode ser feito para todas as populações consideradas com base
nos itens que fizeram as ligações entre os testes.

O método de equalização descrito acima é conhecido como método da Regressão, mas
existem vários outros métodos, dentre os quais podemos destacar: Média-Desvio (Mean-
Sigma), Média-Desvio Robusto e Curva Caracteŕıstica. Para detalhes, veja Kolen & Bren-
nan (1995) e Andrade (1999).

1.4 Modelo para Várias Populações

O modelo para várias populações foi proposto por Bock & Zimowski (1997) e represen-
tou um grande avanço na TRI (ver Hedges & Vevea, 1997). Nesse modelo, consideram-se
K populações independentes em estudo e é feita uma análise conjunta das respostas
amostrais dessas populações. Considera-se que a habilidade da população k segue uma
determinada distribuição cuja média é µk e variância σ2

k, k = 1, · · · , K. Freqüentemente,
adota-se a distribuição Normal, isto é, θk ∼ N(µk, σ

2
k), k = 1, · · · , K. Novamente, existe

a necessidade do arb́ıtrio de uma população referência cujas habilidades serão dadas por
uma N(0, 1).

A grande vantagem da abordagem de Bock & Zimowski está no fato de a equalização
ser feita automaticamente no próprio processo de estimação. Desta forma, não estaremos
mais sujeitos a diferenças nas estimativas dos parâmetros devidas ao método de equal-
ização escolhido. Além disso, na presença de várias populações (digamos, K ≥ 5), com
as equalizações sendo feitas entre os testes k e k + 1, temos erros (relativos à regressão,
por exemplo) associados a cada equalização entre duas populações, que serão acumulados

Tavares, H. R. IME/USP



1.5 Objetivos 9

para a estimação de (µ2,σ
2
2), (µ3,σ

2
3), · · · e, principalmente, de (µK ,σ2

K). Portanto, estes
parâmetros poderão ser muito mal estimados.

1.5 Objetivos

Uma suposição adotada na modelagem de Bock & Zimowski é que as populações são
independentes, induzindo que cada indiv́ıduo só deve compor uma população e, portanto,
tornando o uso desta teoria inapropriada em conjuntos de dados oriundos de estudos
longitudinais.

Neste trabalho são propostos modelos da Teoria da Resposta ao Item para Dados Lon-
gitudinais que permitem a incorporação de estruturas de correlação em suas formulações.
Consideramos que os dados possuem uma estrutura longitudinal, ou seja, os indiv́ıduos
envolvidos nas avaliações podem ser submetidos a vários testes, em uma mesma área do
conhecimento, ao longo de T condições de avaliação (tempo), tais como diferentes séries
escolares. Neste contexto, o modelo sugerido por Bock & Zimowski passa a ser um caso
particular dos modelos aqui propostos.

O Caṕıtulo 2 é dedicado à estimação dos parâmetros dos itens, considerando que os
parâmetros populacionais (matriz de covariâncias e vetor de médias) são conhecidos. O
Caṕıtulo 3 é dedicado à estimação dos parâmetros populacionais, com os parâmetros dos
itens conhecidos. O Caṕıtulo 4 completa os Caṕıtulos 2 e 3 na situação em que temos
a estimação conjunta dos parâmetros dos itens e parâmetros populacionais. O Caṕıtulo
5 trata da estimação bayesiana, tantos dos parâmetros dos itens e populacionais, como
das habilidades. Nestes caṕıtulos, 2 a 5, consideramos a existência de uma única popu-
lação com a estrutura dos dados completa. No Caṕıtulo 6 abordamos o caso em que há
dados incompletos, ainda com uma única população. Em seguida, no Caṕıtulo 7, consid-
eramos o caso em que temos várias populações, com várias condições de avaliação, para
dados completos e incompletos. No Caṕıtulo 8, com um perfil um pouco diferente dos
anteriores, tratamos de curvas de crescimentos associadas aos vetores de médias. Final-
mente, no Caṕıtulo 9 são feitas aplicações a dados simulados e a dados reais. Conclúımos
com algumas considerações gerais, deixando desenvolvimentos teóricos adicionais para os
apêndices.
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Caṕıtulo 2

Modelo Longitudinal para Uma Única
População: Estimação dos Parâmetros dos

Itens

Neste caṕıtulo constrúımos um modelo considerando a existência de uma única pop-
ulação de respondentes e T peŕıodos de avaliação para dados completos e parâmetros
populacionais conhecidos. Por facilidade de exposição, consideramos que as avaliações
são realizadas nos tempos 1, 2, · · · , T , e nos referimos a estas avaliações como Teste 1,
Teste 2,· · · , Teste T. Desta forma, usaremos indistintamente os termos teste, tempo e
ainda peŕıodo (condição) de avaliação. O conjunto de indiv́ıduos que compõem a amostra,
obtida por amostragem aleatória simples, será referido por grupo. Consideramos que o
teste t é formado por nt itens, e que temos n itens no total dos T testes, com n ≤ ∑T

t=1 nt.
Assumimos uma determinada ordenação no conjunto dos n itens, de forma que possamos
denotá-los (i.e., seus parâmetros) por ζ = (ζ ′1, ζ

′
2, · · · , ζ ′n)′.

A situação mais comum na prática é aquela que temos que estimar tanto os parâmetros
dos itens como os populacionais. Esta estimação geralmente é dividida em dois blocos, onde
o primeiro se refere à estimação dos parâmetros dos itens, considerando fixos os parâmetros
populacionais, e o segundo bloco se destina à estimação dos parâmetros populacionais,
considerando fixos os parâmetros dos itens. Neste caṕıtulo tratamos somente do primeiro
bloco, o próximo caṕıtulo trata do segundo bloco e no Caṕıtulo 4 fazemos a junção dos
dois blocos. Vale notar que se estivermos na situação em que os parâmetros populacionais
realmente já forem conhecidos, apenas os parâmetros dos itens precisam ser estimados e,
portanto, apenas o primeiro bloco será aplicado.

2.1 Modelo Probabiĺıstico

A prinćıpio, qualquer um dos modelos propostos na literatura [ver Andrade, Tavares &
Valle (2000), por exemplo] pode ser usado para fins de aplicação. Neste trabalho, adotare-
mos o Modelo de Birnbaum ou Modelo Loǵıstico de 3 parâmetros (ML3) para a probabil-
idade de um indiv́ıduo responder corretamente a um item. Este modelo tem sido o mais
utilizado por profissionais das áreas de avaliação. Além disso, como descrito no Caṕıtulo
1, com ele é posśıvel obter alguns sub-modelos (ML2 e ML1) e ainda, estimativas dos
parâmetros dos itens muito próximas daquelas obtidas com o Modelo Normal.
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Se Ujit é a resposta (binária) ao item i oriunda do j-ésimo indiv́ıduo no t-ésimo teste,
então

P (Ujit = 1|θjt, ζi) = ci + (1− ci){1 + e−Dai(θjt−bi)}−1, (2.1)

onde θjt é a habilidade do indiv́ıduo j no teste t e ζi = (ai, bi, ci)
′ é o vetor de parâmetros

associado ao item i.
Vamos assumir que a probabilidade de acerto a qualquer item, em qualquer dos testes,

pode ser modelada pela mesma função de resposta (ML3). Esta suposição é freqüentemente
aceitável na prática e facilita bastante o desenvolvimento da teoria.

Uma suposição que tem sido freqüente na literatura, e que será usada neste trabalho, é
a de Independência Local (ou Independência Condicional), na qual os itens que compõem
cada teste são respondidos de forma independente por cada indiv́ıduo com habilidade θ,
ou seja,

P (Uj1t = uj1t, · · · , Ujntt = ujntt|θt, ζ) =
nt∏
i=1

P (Ujit = ujit|θt, ζi), t = 1, · · · , T.

Em outras palavras, a habilidade de um indiv́ıduo é informação suficiente para deter-
minar a probabilidade de acerto de um determinado item (conhecidos seus parâmetros),
não importando se ele respondeu corretamente ou não a outros itens. Cabe ressaltar que
não estamos supondo que as respostas aos itens são independentes, mas sua dependência
se dá apenas através da habilidade. Por conta disso, fixada a habilidade de um indiv́ıduo,
suas respostas aos diferentes itens serão condicionalmente independentes.

Estenderemos a propriedade de independência local ao que chamaremos de Independên-
cia Local-Temporal (Local − Longitudinal), que declara que os itens de um teste serão
respondidos independentemente dos itens dos outros testes, fixadas as habilidades nos T
testes. Mais ainda, assumiremos que as respostas de cada indiv́ıduo aos itens do teste t
dependem apenas da habilidade neste teste, θjt, e não das habilidades nos outros T − 1
testes, ou seja,

P (U j..|θ, ζ) =
T∏

t=1

P (U j.t|θ, ζ),

onde U j.. representa o vetor de respostas do indiv́ıduo j em todos os tempos, enquanto
U j.. representa apenas as respostas do tempo t.

Também estaremos assumindo que indiv́ıduos diferentes responderão aos itens de forma
independente.

Várias outras suposições costumam ser feitas. As principais são: (i) a de que o tempo
destinado ao teste é suficiente para que todos os indiv́ıduos possam responder a todos
os itens; (ii) a ordem em que os itens são apresentados aos indiv́ıduos não interfere no
desempenho dos mesmos e, principalmente, (iii) que a probabilidade de acerto a cada
item é função de um único traço latente, referido por unidimensionalidade.
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2.2 Distribuição das Habilidades

Assumiremos que o vetor de habilidades da população nas T condições de avaliação,
θ = (θ1, θ2, · · · , θT )′, tem distribuição cont́ınua multivariada com vetor de parâmetros η
de componentes finitas, e denotaremos sua fdp por g(θ|η), onde η é conhecido.

No caso Normal T -variado temos que η = (µ,Σ), onde µ = (µ1, µ2, · · · , µT )′ é o vetor
de médias e Σ = (σts)t,s≤T é a matriz de covariâncias. Para os elementos da diagonal de
Σ, usaremos a notação σtt = σ2

t .
Basicamente, o processo de estimação dos parâmetros dos itens é o de máxima verossim-

ilhança. Portanto, o nosso primeiro passo será a construção da função de verossimilhança,
ou simplesmente verossimilhança.

2.3 Construção da Verossimilhança

Consideremos a situação em que temos nt itens no teste t e n itens no conjunto de
todos os testes. Tal como no modelo de Bock & Zimowski, há necessidade de termos itens
comuns criando uma ligação entre os testes, e por isso n ≤ nc =

∑T
t=1 nt. Sejam

U j.t = (Uj1t, Uj2t, · · · , Ujntt)
′ o vetor (nt × 1) de respostas do indiv́ıduo j no teste t;

U j.. = (U ′
j.1, U

′
j.2, · · · , U ′

j.T )′ o vetor (nc × 1) de respostas do indiv́ıduo j em todos os
testes.

U ... = (U ′
1..,U

′
2.., · · · ,U ′

N..)
′ o vetor (Nnc × 1) total de respostas.

I t o conjunto dos ı́ndices dos itens presentes no teste t.
τ i o conjunto dos ı́ndices dos testes que contém o item i.

Usando a independência local, podemos escrever a probabilidade associada ao vetor de
respostas U j.t como

P (U j.t|θt, ζ) =
∏
i∈It

P (Ujit|θt, ζi), (2.2)

Adicionalmente, com a independência temporal podemos escrever

P (U j..|θ, ζ) =
T∏

t=1

P (U j.t|θ, ζ) =
T∏

t=1

P (U j.t|θt, ζ) (2.3)

=
T∏

t=1

∏
i∈It

P (Ujit|θt, ζi). (2.4)
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A probabilidade marginal do vetor de respostas U j.. é dada por

P (U j..|ζ,η) =

∫

IRT

P (U j..|θ, ζ,η)g(θ|η)dθ

=

∫

IRT

P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ. (2.5)

Nesta expressão usamos que a distribuição de U j.. é função apenas de θ e ζ, não de-
pendendo de η. Com (2.5) podemos escrever a verossimilhança L(ζ,η) = P (U ...; ζ, η)
como

L(ζ, η) =
N∏

j=1

P (U j..|ζ,η). (2.6)

Esta é a função que pode ser adotada para obtenção das estimativas de máxima verossim-
ilhança. Entretanto, na literatura tem sido freqüente a construção da verossimilhança
usando a abordagem de padrão de resposta. Como temos nt itens no teste t, totalizando
nc respostas para cada indiv́ıduo, com 2 posśıveis respostas para cada item (0 ou 1), há
um total de S = 2nc posśıveis respostas (padrões de resposta). Quando o número de in-
div́ıduos é grande com relação ao número de itens, pode haver vantagens computacionais
em trabalhar com o número de ocorrências dos diferentes padrões de resposta. Neste sen-
tido, daqui em diante vamos trabalhar considerando os padrões de resposta e não mais
os vetores de respostas individuais, ou seja, ı́ndice j não mais representará um indiv́ıduo,
mas sim um padrão de resposta.

Sejam rj o número de ocorrências do padrão de resposta j, e ainda s ≤ min(N, S) o
número de padrões de resposta com rj > 0. Trabalhando com s estaremos excluindo todos
os padrões de resposta com ocorrência nula, o que computacionalmente pode ser bastante
vantajoso. Vale notar que

s∑
j=1

rj = N, (2.7)

e para utilizar os vetores de respostas individuais ao invés dos padrões de resposta, basta
fazermos s = N e rj = 1, ∀j.

Seja R = (r1, r2, · · · , rs)
′ o vetor de freqüências dos padrões de resposta. Usando a

independência entre as respostas dos diferentes indiv́ıduos, teremos que R segue uma
distribuição Multinomial, isto é,

P (R|ζ,η) =
N !∏s
j=1 rj!

s∏
j=1

(P (U j..|ζ,η))rj .
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Desta forma, temos que a log-verossimilhança será

log L(ζ,η) = log

{
N !∏s
j=1 rj!

}
+

s∑
j=1

rj log P (U j..|ζ, η).

2.4 Equações de Estimação: Caso Geral

As equações de estimação para os parâmetros dos itens são

∂ log L(ζ,η)

∂ζi

= 0 ; i = 1, 2, · · · , n. (2.8)

Para especificarmos assas equações, notemos que

∂ log L(ζ,η)

∂ζi

=
∂

∂ζi

{
s∑

j=1

rj log P (U j..|ζ,η)

}

=
s∑

j=1

rj
1

P (U j..|ζ,η)

∂P (U j..|ζ,η)

∂ζi

. (2.9)

Mas

∂P (U j..|ζ,η)

∂ζi

=
∂

∂ζi

{∫

IRT

P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ

}
(2.10)

=

∫

IRT

{
∂

∂ζi

P (U j..|θ, ζ)

}
g(θ|η)dθ (2.11)

=

∫

IRT

{
∂

∂ζi

log P (U j..|θ, ζ)

}
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ

=

∫

IRT

{
∂

∂ζi

T∑
t=1

∑

l∈It

log P (Ujlt|θt, ζl)

}
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ

=

∫

IRT

{
T∑

t=1

∑

l∈It

∂

∂ζi

log P (Ujlt|θt, ζl)

}
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ

=

∫

IRT

{∑
t∈� i

(
∂P (Ujit|θt, ζi)/∂ζi

P (Ujit|θt, ζi)

)}
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ, (2.12)

onde a ordem da derivada e da integral em (2.10) pôde ser permutada com base no
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Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Chow & Teicher, 1978). Mislevy (1984)
argumenta que essa permuta é amplamente satisfeita por modelos de teoria de resposta
ao item e funções densidade.

Escrevendo

P (Ujit|θt, ζ) = P (Ujit = 1|θt, ζ)UjitP (Ujit = 0|θt, ζ)1−Ujit = P
Ujit

it Q
1−Ujit

it ,

teremos

∂

∂ζi

P (Ujit|θt, ζi) =
∂

∂ζi

(
P

Ujit

it Q
1−Ujit

it

)

= UjitP
Ujit−1
it

(
∂Pit

∂ζi

)
Q

1−Ujit

it + (1− Ujit)Q
−Ujit

it

(
− ∂

∂ζi

Pit

)
P

Ujit

it

=
[
UjitP

Ujit−1
it Q

1−Ujit

it − (1− Ujit)Q
−Ujit

it P
Ujit

it

] (
∂Pit

∂ζi

)
.

Notemos agora que o termo entre colchetes vale 1 quando Ujit = 1 e vale -1 quando
Ujit = 0, portanto podemos reescrevê-lo como (−1)Ujit+1. Com isso,

∂

∂ζi

P (Ujit|θt, ζi) = (−1)Ujit+1

(
∂Pit

∂ζi

)
. (2.13)

Notando agora que

(−1)Ujit+1PitQit

P
Ujit

it Q
1−Ujit

it

=

{
Qit se Ujit = 1

−Pit se Ujit = 0,
(2.14)

podemos reescrever este termo como Ujit − Pit. Segue de (2.12) que

∂P (U j..|ζ, η)

∂ζi

=

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)

PitQit

(
∂Pit

∂ζi

)}
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ. (2.15)

Como comentado no Caṕıtulo 1, vamos nos restringir à classe de FRI escritas como
Pit = ci + (1 − ci)P

∗
it, onde P ∗

it representa uma FDC. Para os casos Loǵıstico e Normal,
temos

P ∗
it =

{
{1 + e−Dai(θt−bi)}−1, Modelo Loǵıstico,∫ ai(θt−bi)

−∞
1√
2π

e−y2/2dy, Modelo Normal.
(2.16)

Por conta disso, será conveniente usarmos a seguinte ponderação
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Wit =
P ∗

itQ
∗
it

PitQit

, (2.17)

onde Q∗
it = 1 − P ∗

it. Para os modelos de 1 ou 2 parâmetros, Wit = 1, i = 1, · · · , n, t =
1, · · · , T . Multiplicando e dividindo a razão em (2.15) pelo termo PitQit e usando a pon-
deração (2.17) poderemos reescrever (2.15) como

∂P (U j..|ζ,η)

∂ζi

=

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)

(
∂Pit

∂ζi

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ. (2.18)

Usando a notação

g∗j (θ) = P(θ|U j.., ζ,η) =
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)

P (U j..|ζ,η)
, (2.19)

teremos que a função de estimação (2.9) pode ser escrita como

∂ log L(ζ,η)

∂ζi

=
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)

(
∂Pit

∂ζi

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
g∗j (θ)dθ. (2.20)

Resta agora determinar as equações espećıficas para cada parâmetro do vetor ζi da FRI
adotada.

2.4.1 Aplicação ao Modelo Loǵıstico de 3 Parâmetros (ML3)

Para obter as equações de estimação para os parâmetros do ML3, precisaremos das
seguintes expressões:

∂Pit

∂ai

= D(1− ci)(θt − bi)P
∗
itQ

∗
it (2.21)

∂Pit

∂bi

= −Dai(1− ci)P
∗
itQ

∗
it (2.22)

∂Pit

∂ci

= Q∗
it (2.23)

Para o parâmetro de discriminação, temos de (2.20) e (2.21) que
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∂ log L(ζ,η)

∂ai

=
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)

(
∂Pit

∂ai

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
g∗j (θ)dθ

=
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)D(1− ci)(θt − bi)P
∗
itQ

∗
it

Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
g∗j (θ)dθ

= D(1− ci)
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)(θt − bi)Wit

}
g∗j (θ)dθ.

Para o parâmetro de dificuldade, temos de (2.20) e (2.22) que

∂ log L(ζ,η)

∂bi

=
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)

(
∂Pit

∂bi

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
g∗j (θ)dθ

=
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)(−1)Dai(1− ci)P
∗
itQ

∗
it

Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
g∗j (θ)dθ

= −Dai(1− ci)
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)Wit

}
g∗j (θ)dθ.

Para o parâmetro de acerto ao acaso, temos de (2.20) e (2.23) que

∂ log L(ζ,η)

∂ci

=
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)

(
∂Pit

∂ci

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
g∗j (θ)dθ

=
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)Q
∗
it

Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
g∗j (θ)dθ

=
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)
Wit

P ∗
it

}
g∗j (θ)dθ.

Em resumo, as equações de estimação para os parâmetros ai, bi e ci são, respectivamente,

ai : D(1− ci)
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)(θt − bi)Wit

}
g∗j (θ)dθ = 0, (2.24)

bi : −Dai(1− ci)
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)Wit

}
g∗j (θ)dθ = 0, (2.25)

ci :
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)
Wit

P ∗
it

}
g∗j (θ)dθ = 0. (2.26)
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Estas equações não possuem solução expĺıcita e por isso precisaremos de algum método
iterativo para a obtenção das estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros
dos itens. Freqüentemente, essa estimação é feita via algoritmo Newton-Raphson, para
o qual se faz necessária a obtenção da derivada segunda da log-verossimilhança (Matriz
Hessiana). Neste contexto, a estimação é realizada para todos os itens de uma só vez, o que
envolve o tratamento de matrizes de ordem 3n para o ML3. Algumas alternativas podem
ser propostas para facilitar a obtenção das estimativas. Por conta disso, na seção seguinte
são apresentadas as expressões para as derivadas segundas da log-verossimilhança, bem
como uma proposta que facilita a obtenção destas estimativas.

2.5 Implementação

Nesta seção apresentamos as derivadas segundas da log-verossimilhança com relação
aos parâmetros dos itens. Os detalhes para obtenção dessas expressões podem ser encon-
trados na Seção A.1.

Sejam

hit ≡ (P ∗
itQ

∗
it)
−1

(
∂Pit

∂ζi

)
=




D(1− ci)(θt − bi)
−Dai(1− ci)

1
P ∗it


 ,

H iit ≡ (P ∗
itQ

∗
it)
−1

(
∂2Pit

∂ζi∂ζ ′i

)

=




D2(1− ci)(θt − bi)
2(1− 2P ∗

it) . .
−D(1− ci){1 + Dai(θt − bi)(1− 2P ∗

it)} D2a2
i (1− ci)(1− 2P ∗

it) .
−D(θt − bi) Dai 0




e

H ii(j) ≡ ∂2P (U j..|ζ,η)/∂ζi∂ζ ′i
P (U j..|ζ, η)

=

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)WitH iit −
∑
t∈� i

(Ujit − Pit)
2W 2

ithith
′
it+

+

[∑
t∈� i

(Ujit − Pit)Withit

][∑
t∈� i

(Ujit − Pit)With
′
it

]}
g∗j (θ)dθ.

Para l 6= i,
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H il(j) ≡ ∂2P (U j..|ζ, η)/∂ζi∂ζ ′l
P (U j..|ζ,η)

=

∫

IRT

[∑
t∈� i

(Ujit − Pit)Withit

][∑
t∈� i

(Ujlt − Plt)Wlth
′
lt

]
g∗j (θ)dθ.

Ainda, por (2.18),

hi(j) ≡ ∂P (U j..|ζ,η)/∂ζi

P (U j..|ζ,η)
=

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)Withit

}
g∗j (θ)dθ,

f(ζi) ≡ ∂ log L(ζ, η)

∂ζi

=
s∑

j=1

rjhi(j),

e

H(ζi, ζl) =
∂2 log L(ζ,η)

∂ζi∂ζ ′l
=

s∑
j=1

rj

{
H il(j) − hi(j)h

′
l(j)

}
. (2.27)

Se ζ̂
(k)

é uma estimativa de ζ na iteração k, então na iteração k + 1 teremos que

ζ̂
(k+1)

= ζ̂
(k) − [HI(ζ̂

(k)
)]−1f I(ζ̂

(k)
),

onde

f I(ζ) =




f(ζ1)
...

f(ζn)


 , HI(ζ) =




H(ζ1, ζ1) H(ζ1, ζ2) · · · H(ζ1, ζn)
H(ζ2, ζ1) H(ζ2, ζ2) · · · H(ζ2, ζn)

...
...

. . .
...

H(ζn, ζ1) H(ζn, ζ2) · · · H(ζn, ζn)


 .
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2.5.1 Usando Suposições Adicionais

Algumas suposições podem ser feitas de modo a facilitar o processo de estimação. Pode-
mos notar que a estimação dos parâmetros dos itens, com os parâmetros populacionais
conhecidos, envolve a inversão de matrizes de ordem 3n. Para amenizar a exigência com-
putacional, algumas modificações na estrutura de HI(ζ) podem ser feitas com base em
uma suposição, denominada de independência entre os itens, de forma que

H(ζi, ζk) = 0, para i 6= k. (2.28)

Vale notar que esta suposição não é equivalente a independência local, que está rela-
cionada aos indiv́ıduos e declara que, fixada sua habilidade, um indiv́ıduo responde aos
itens de forma independente.

Com essa modificação, a estrutura de HI(ζ) fica

HI(ζ) =




H(ζ1, ζ1) 0 · · · 0
0 H(ζ2, ζ2) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · H(ζn, ζn)


 . (2.29)

Essa simplificação traz uma grande vantagem: passamos a inverter matrizes de ordem 3,
ao invés de 3n, no Algoritmo Newton-Raphson. O processo iterativo fica muito menos
exigente, demandando um tempo bem menor.

Uma outra maneira de obtermos as estimativas dos parâmetros dos itens consiste apli-
cação do algoritmo EM (ver Dempster, Laird & Rubin, 1977). Essa abordagem será vista
em detalhes no Caṕıtulo 4.

Sobre a métrica

Após estimados os parâmetros dos itens, resta uma pergunta: em que métrica os
parâmetros dos itens foram estimados? Como os parâmetros populacionais são conhecidos,
então a métrica já está estabelecida, i.e., os valores dos parâmetros populacionais estão
todos na mesma escala de medida e, portanto, são comparáveis. Logo, os parâmetros dos
itens também serão comparáveis.

Completamos aqui o primeiro bloco para o processo de estimação, no que se refere à
obtenção das equações de estimação para os parâmetros dos itens. No próximo caṕıtulo
tratamos do segundo bloco, relativo à obtenção das equações de estimação dos parâmetros
populacionais.
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Caṕıtulo 3

Modelo Longitudinal para Uma Única
População: Estimação dos Parâmetros

Populacionais

Neste caṕıtulo, tratamos da estimação dos parâmetros populacionais considerando os
parâmetros dos itens conhecidos e o conjunto de dados completos. Essa situação ocorre se
os testes envolverem itens já calibrados, de forma que não há necessidade na reestimação
desses parâmetros. Entretanto, essa situação também pode ser vista como um segundo
bloco para a estimação conjunta dos parâmetros dos itens e parâmetros populacionais.

Nossos passos serão, inicialmente, a obtenção das equações de estimação para η sem
especificar a fdp g(θ|η). Feito isso, exploraremos o caso em que θ tem distribuição Nor-
mal Multivariada com parâmetros η = η(µ,Σ), onde µ = (µ1, µ2, · · · , µT )′ é o vetor
de médias nos T testes e Σ = (σij)i,j≤T , com σtt ≡ σ2

t , é a matriz de covariâncias.
Consideraremos 5 estruturas para Σ. A saber, os modelos Diagonal, Uniforme, Ban-
das de ordem 1, Auto-Regressivo de ordem 1 e Hankel. Para o primeiro caso teremos
que η = (µ1, µ2, µ3, · · · , µT , σ11, σ22, · · · , σTT )′. Para os 3 seguintes teremos que η =
(µ1, µ2, µ3, · · · , µT , σ2, ρ)′, onde ρ representa a correlação entre as habilidades em qual-
quer par de testes. Para o último caso teremos η = (µ1, µ2, µ3, · · · , µT , σ12, σ11, σ22, · · · ,
σTT )′, onde σ12 representa a covariância entre as habilidades em qualquer par de testes.

3.1 Equação de Estimação: Caso Geral

As equações de estimação para os parâmetros populacionais são dadas por

∂ log L(ζ, η)

∂η
= 0. (3.1)

Para especificarmos essas equações, notemos que

∂ log L(ζ,η)

∂η
=

s∑
j=1

rj
1

P (U j..|ζ,η)

∂P (U j..|ζ,η)

∂η
. (3.2)
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Mas

∂P (U j..|ζ, η)

∂η
=

∫

IRT

P (U j..|θ, ζ)

(
∂

∂η
g(θ|η)

)
dθ

=

∫

IRT

P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)

(
∂

∂η
log g(θ|η)

)
dθ. (3.3)

Segue de (3.2) que a equação de estimação para η é

∂ log L(ζ, η)

∂η
=

s∑
j=1

rj
1

P (U j..|ζ,η)

∫

IRT

P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)

(
∂

∂η
log g(θ|η)

)
dθ

=
s∑

j=1

rj

∫

IRT

(
∂

∂η
log g(θ|η)

)
g∗j (θ)dθ = 0. (3.4)

Várias distribuições podem ser propostas para as habilidades. Uma das distribuições de
maior interesse é a Normal, para a qual obteremos as equações de estimação a seguir.

3.2 Habilidades Normalmente Distribúıdas

No caso em que θ tem distribuição Normal T -variada com vetor de médias µ =
(µ1, µ2, · · · , µT )′ e matriz de covariâncias Σ, teremos que

log g(θ|η) = −T

2
log(2π)− 1

2
log |Σ| − 1

2
(θ − µ)′Σ−1(θ − µ).

Com isso, segue que

∂ log g(θ|η)

∂η
= −1

2

∂

∂η
(log |Σ|)− 1

2

∂

∂η

[
(θ − µ)′Σ−1(θ − µ)

]
.

Em particular, considerando V = Σ−1 = (vij), temos que

∂ log g(θ|η)

∂µt

= −1

2

∂

∂µt

[(θ − µ)′V (θ − µ)]

= v′t(θ − µ), t = 1, · · · , T, (3.5)

onde vt é a t-ésima coluna de V . Em termos matriciais, podemos escrever as equações
(3.5) como
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∂ log g(θ|η)

∂µ
=




∂ log g(�|�)
∂µ1

∂ log g(�|�)
∂µ2

...
∂ log g(�|�)

∂µT




=




v′1
v′2
...

v′T


 (θ − µ) = V (θ − µ). (3.6)

Usando a notação

µ̃j =

∫

IRT

θg∗j (θ)dθ e µ̃ =
1

N

s∑
j=1

rjµ̃j (3.7)

teremos, de (3.4) e (3.6), que

0 =
s∑

j=1

rj

∫

IRT

V (θ − µ)g∗j (θ)dθ

=
s∑

j=1

rjV

{∫

IRT

θg∗j (θ)dθ − µ

∫

IRT

g∗j (θ)dθ

}

=
s∑

j=1

rjV
{
µ̃j − µ

}

= V

{
s∑

j=1

rjµ̃j −Nµ

}

= NV
{

µ̃− µ
}

. (3.8)

Para fins de estimação de η, ainda são necessárias as equações relativas aos parâmetros
da estrutura de covariância adotada. De forma geral, quando a matriz Σ é não-estruturada,
isto é, tem T (T + 1)/2 parâmetros, vem

∂ log g(θ|η)

∂σij

= −1

2

∂ log |Σ|
∂σij

− 1

2
(θ − µ)′

[
∂

∂σij

V

]
(θ − µ). (3.9)

Considerando δts = ∂ log |Σ|/∂σts e V
(1)
ts = ∂V /∂σts, e usando a decomposição θ−µ =

(θ − µ̃) + (µ̃− µ) para a equação de estimação para σts temos que
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0 = −1

2

s∑
j=1

rj

∫

IRT

{
δts + (θ − µ)′V (1)

ts (θ − µ)
}

g∗j (θ)dθ

= −1

2

{
Nδts +

s∑
j=1

rj

∫

IRT

(θ − µ)′V (1)
ts (θ − µ)g∗j (θ)dθ

}

= −N

2

{
δts + (µ̃− µ)′V (1)

ts (µ̃− µ) +

∫

IRT

(θ − µ̃)′V (1)
ts (θ − µ̃)g∗. (θ)dθ

}
, (3.10)

onde g∗. (θ) = N−1
∑s

j=1 rjg
∗
j (θ). Pelas Equações (3.8) e (3.10), os EMV de µ e σts são

obtidos resolvendo-se as equações

µ̂ = µ̃ (3.11)

∫

IRT

(θ − µ̃)′V (1)
ts (θ − µ̃)g∗. (θ)dθ = −δts. (3.12)

Portanto, para chegarmos às equações de estimação para η basta que obtenhamos as
expressões das derivadas primeiras de log |Σ| e de V = Σ−1. Basicamente, será isso que
faremos a seguir para as diversas estruturas de covariâncias de interesse.

3.3 Matriz de Covariância Diagonal

A estrutura mais simples que podeŕıamos considerar seria Σ = σ2I, na qual todas
as variâncias são iguais e as correlações nulas. Uma segunda alternativa seria a matriz
Diagonal, a qual é apropriada em situações onde as correlações podem ser consideradas
nulas, mas as variâncias podem diferir. Essa estrutura é dada por

Σ =




σ2
1 0 · · · 0
0 σ2

2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · σ2

T


 ≡ diag{σ2

1, σ
2
2, · · · , σ2

T}.

Neste caso temos que

|Σ| =
T∏

t=1

σ2
t ,

V = Σ−1 = diag{1/σ2
1, 1/σ

2
2, · · · , 1/σ2

T}.
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Logo, para t, i, j = 1, · · · , T ,

∂ log |Σ|
∂σ2

t

=
1

σ2
t

, (3.13)

V
(1)
t =

(
∂vij

∂σ2
t

)
,

onde

∂vij

∂σ2
t

=

{
−1/σ4

t se i = j = t ;

0 caso contrário.
(3.14)

Para chegarmos às equações de estimação para η, basta substituirmos as expressões
(3.13) e (3.14) em (3.9) e o resultado em (3.4).

No sentido de apresentar uma forma mais simplificada para essas equações, notemos
que a distribuição conjunta das habilidades nos T tempos é o produto das distribuições
marginais, ou seja,

g(θ|η) =
T∏

t=1

gt(θt|ηt), (3.15)

onde η = (η′1, · · · ,η′T )′, com ηt = (µt, σ
2
t )
′. Segue que

P (U j..|ζ,η) =

∫

IRT

P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ

=

∫

IRT

T∏
t=1

P (U j.t|θt, ζ)
T∏

t=1

gt(θt|ηt)dθ

=

∫

IRT

T∏
t=1

{P (U j.t|θt, ζ)gt(θt|ηt)} dθ

=
T∏

t=1

{∫

IR

P (U j.t|θt, ζ)gt(θt|ηt)dθt

}

=
T∏

t=1

P (U j.t|ζ,ηt).

Logo, por (2.3), (3.15) e (3.16)
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g∗j (θ) =

[∏T
t=1 P (U j.t|θt,ηt)

] [∏T
t=1 gt(θt|ηt)

]

∏T
t=1 P (U j.t|ζ,ηt)

=
T∏

t=1

g∗jt(θt),

onde

g∗jt(θt) =
P (U j.t|θt, ζ)gt(θt|ηt)

P (U j.t|ζ,ηt)
.

Ainda,

∂ log g(θ|η)

∂ηt

=
∂ log gt(θt|ηt)

∂ηt

=

(
1
σ2

t
(θt − µt)

− 1
2σ4

t
(σ2

t − (θt − µt)
2)

)
.

Substituindo-se os resultados acima em (3.4) obtém-se

µt :
1

σ2
t

st∑
j=1

rjt
1

P (U j.t|ζ,ηt)

∫

IR

P (U j.t|θ, ζ)(θ − µt)g(θ|ηt)dθ = 0,

σ2
t : − 1

2σ4
t

st∑
j=1

rjt
1

P (U j.t|ζ, ηt)

∫

IR

P (U j.t|θ, ζ)
(
σ2

t − (θ − µt)
2
)
g(θ|ηt)dθ = 0.

Estas equações são exatamente as mesmas equações de estimação obtidas por Bock &
Zimowski (1997), onde os tempos correspondem aos grupos .

Na situação em que os parâmetros dos itens são desconhecidos, podem-se utilizar ar-
gumentos similares aos utilizados acima para obter as equações de estimação para esses
parâmetros. Essas equações estão apresentadas abaixo e são exatamente as mesmas obti-
das por Bock & Zimowski.

∂ log L(ζ, η)

∂ζi

=
∑
t∈� i

s∑
j=1

rj

∫

IR

{
(Ujit − Pi)

(
∂Pi

∂ζi

)
Wi

P ∗
i Q∗

i

}
g∗jt(θ)dθ

=
∑
t∈� i

st∑
j=1

rjt

∫

IR

{
(Ujit − Pi)

(
∂Pi

∂ζi

)
Wi

P ∗
i Q∗

i

}
g∗jt(θ)dθ, (3.16)
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na qual o conjunto de padrões de resposta foi reestruturado de forma a termos um con-
junto para cada teste; rjt representa o número de ocorrências do padrão de resposta j
no teste t e st o número de padrões de resposta no teste t com rjt > 0. Além disso, a
substituição de θt por θ permite simplificar as notações Pit, P

∗
it, Q

∗
it e Wit para Pi, P

∗
i , Q∗

i

e Wi, respectivamente.

3.4 Matriz de Covariância Uniforme

Essa estrutura de covariância tem sido bastante explorada em estudos longitudinais
(ver Singer & Andrade, 2000). Com ela, temos que as variâncias são iguais a σ2 nas T
condições de avaliação, e que a correlação ρ ∈ [−1, 1] entre as habilidades em qualquer
par (θt, θs) é sempre a mesma. Sua estrutura é dada por

Σ = σ2




1 ρ ρ · · · ρ
ρ 1 ρ · · · ρ
...

...
...

. . .
...

ρ ρ ρ · · · 1


 .

Esta matriz pode ser escrita como Σ = σ2(1 − ρ)IT + σ2ρJT , onde IT é a matriz
identidade de ordem T , JT = 1T1′T , e 1T = (1, · · · , 1)′ é o vetor T × 1 de elementos
unitários. Para esta matriz temos que

|Σ| = σ2T (1− ρ)T−1(1 + (T − 1)ρ),

Σ−1 =
1

(1− ρ)σ2

(
IT − ρ

1 + (T − 1)ρ
JT

)
.

Usando a notação

α = α(ρ) = 1− ρ, β = β(ρ) = 1 + ρ(T − 1), δ = δ(ρ) = α(T − 1)− β,

teremos que

|Σ| = σ2T αT−1β, (3.17)

V =
1

ασ2

(
IT − ρ

β
JT

)
. (3.18)

Segue de (3.17) que

∂ log |Σ|
∂ρ

= −(T − 1)

[
1

α
− 1

β

]
. (3.19)
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∂V

∂ρ
=

1

σ2

{
1

α2
IT −

(
1

αβ
− ρc

(αβ)2

)
JT

}
. (3.20)

De forma geral, para as estruturas Uniforme, Bandas e Auto-Regressiva de ordem 1,
temos que Σ = σ2R, onde R é uma matriz de correlação. Com isso,

∂ log |Σ|
∂σ2

=
∂[log σ2T ]

∂σ2
=

T

σ2
. (3.21)

e

∂V

∂σ2
= −σ−2V . (3.22)

Para chegarmos às equações de estimação para η, basta substituirmos as expressões
(3.19) a (3.22) em (3.9) e o resultado em (3.4).

3.5 Matriz de Covariância de Bandas

Essa estrutura de covariância, também chamada de TOEPLITZ, tem uma diferença
importante com relação à estrutura uniforme: apenas as habilidades nos tempos imedi-
atamente anterior e posterior a um particular tempo são dependentes entre si, tornando-a
mais próxima do indicado em muitas situações práticas, nas quais espera-se que as cor-
relações diminuam quando o tempo decorrido entre as observações aumenta. A forma
dessa estrutura de covariância é dada por

Σ = σ2




1 ρ 0 0 · · · 0
ρ 1 ρ 0 · · · 0
0 ρ 1 ρ · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 · · · 1




.

Para esta matriz temos que

|Σ| = σ2T

T∏
t=1

{
1 + 2ρ cos

(
tπ

T + 1

)}
,

Σ−1 = V = (vij)i,j≤T , com
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vij =
(1− β2(T−mij+1))(βj+i+1 − β|j−i|+1)

σ2ρ(1− β2)(1− β2(T+1))
,

onde mij = max{i, j} e β = 1
2ρ

(
√

1− 4ρ2 − 1), ou equivalentemente,

ρ =
−β

1 + β2
. (3.23)

Para Σ ser positiva-definida, devemos ter ρ ∈ [0, 1
2
] (ver Graybill, 1969), e nessa situação

teremos que β ∈ [−1, 0] e

∂

∂ρ
log |Σ| =

T∑
t=1

{
ρ +

1

2
cos−1

(
tπ

T + 1

)}−1

. (3.24)

Considerando vij = γ1ijγ2ij/(ρσ2γ3), onde

γ1ij = 1− β2(T−mij+1), γ2ij = βj+i+1 − β|j−i|+1 e γ3 = (1− β2)(1− β2(T−1)),

temos que

β(1) =
∂β

∂ρ
= −(1 + β2)2

1− β2

γ′1ij =
∂γ1ij

∂ρ
= −2(T −mij + 1)β2(T−mij)+1β(1)

γ′2ij =
∂γ2ij

∂ρ
=

{
(j + i + 1)βj+i − (|j − i|+ 1)β|j−i|} β(1)

γ′3 =
∂γ3

∂ρ
= −2ββ(1)

{
1− β2T [(T + 2)β2 − (T + 1))]

}
.

e

∂vij

∂ρ
=

1

σ2(ργ3)2

[
ργ3(γ

′
1ijγ2ij + γ1ijγ

′
2ij)− γ1ijγ2ij(γ3 + ργ′3)

] ≡ γ4ij

σ2(ργ3)2
. (3.25)

As derivadas de log |Σ| e V com relação a σ2 são dadas por (3.21) e (3.22), respectiva-
mente. Para chegarmos às equações de estimação para η, basta substituirmos as expressões
(3.24) e (3.25), bem como (3.21) e (3.22), em (3.9) e o resultado em (3.4).
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3.6 Matriz de Covariância AR(1)

Essa estrutura de covariância é bastante importante. Assim como as duas últimas
estruturas, ela também considera que as variâncias não se alteram com o decorrer do
tempo, mas assume que as correlações diminuem monotonicamente, diferentemente da
estrutura de Bandas em que estas são nulas quando o tempo decorrido entre os testes
é maior que uma unidade. Isso torna essa estrutura mais realista do que as anteriores
em muitas situações práticas. Para experimentos balanceados, nos quais os intervalos de
tempo entre os testes são sempre os mesmos, a forma dessa estrutura de covariância é
dada por

Σ = σ2




1 ρ ρ2 · · · ρT−1

ρ 1 ρ · · · ρT−2

ρ2 ρ 1 · · · ρT−3

...
...

...
. . .

...
ρT−1 ρT−2 ρT−3 · · · 1




.

Esta matriz pode ser escrita como Σ = (σij)i,j≤T com σij = σ2ρ|i−j|. Usando a notação

α = α(ρ) = 1− ρ2, β = β(ρ) = 1 + ρ2,

teremos que o determinante e inversa de Σ são, respectivamente

|Σ| = σ2T αT−1,

V = Σ−1 = (σ−2vij)i,j≤T ,

com

vij =





1/α se i = j e i ∈ {1, T}
β/α se i = j e i ∈ {2, 3, · · · , T − 1}
−ρ/α se j ∈ {i− 1, i + 1}
0 c.c.

Segue que

∂ log |Σ|
∂ρ

=
−2ρ(T − 1)

α
, (3.26)

e
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∂vij

∂ρ
=





2ρ
α2 se i = j e i ∈ {1, T}
4ρ
α2 se i = j e i ∈ {2, 3, · · · , T − 1}
− β

α2 se j ∈ {i− 1, i + 1}
0 c.c.

(3.27)

As derivadas de log |Σ| e V com relação a σ2 são dadas por (3.21) e (3.22), respectiva-
mente. Para chegarmos às equações de estimação para η, basta substituirmos as expressões
(3.26) e (3.27), bem como (3.21) e (3.22), em (3.9) e o resultado em (3.4).

3.7 Matriz de Covariância de Hankel

Essa estrutura de covariância é bastante conveniente. Ela permite que as variâncias nos
T tempos sejam diferentes, possibilitando que as correlações entre cada par (θt, θs) sejam
diferentes. Nenhuma das estruturas anteriores tinha essa propriedade. Como conseqüência,
o número de parâmetros desta estrutura é maior que o das anteriores. Sua forma é dada
por

Σ =




σ2
1 σ12 σ12 · · · σ12

σ12 σ2
2 σ12 · · · σ12

...
...

...
. . .

...
σ12 σ12 σ12 · · · σ2

T


 .

Considerando DT = diag(d1, d2, · · · , dT ), com dt = σ2
t − σ12, podemos reescrever Σ =

σ12JT + DT . Ainda, se

α = 1 + σ12

T∑
t=1

1

dt

e β =
T∏

t=1

dt,

então,

|Σ| = αβ,

V = Σ−1 = F T + γET ,

onde γ = −σ12/α, F T = D−1
T e E = (eij) com eij = 1/(didj).

Sejam

Sk =
T∑

t=1

1

dk
t

e αk = Sk + σ12Sk+1 para k ≥ 0,

com S0 = 1. Segue que
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∂

∂σ12

log |Σ| =
α1

α
− S1; (3.28)

∂

∂σtt

log |Σ| =
γ

d2
t

+
1

dt

, t = 1, · · · , T. (3.29)

As derivadas de V com relação a σ12 e σtt são, respectivamente,

V
(1)
12 =

∂V

∂σ12

= F
(1)
12 + γ

(1)
12 E + γE

(1)
12 ; (3.30)

V
(1)
tt =

∂V

∂σtt

= F
(1)
tt + γ

(1)
tt E + γE

(1)
tt , t = 1, · · · , T. (3.31)

onde

γ
(1)
12 = δ/α2 , γ

(1)
tt = −γ2/d2

t e δ = σ12α1 − α,

As derivadas de F = (fts) são

f
(1)
ts,12 =

{
1/d2

i se t = s = i

0 c.c.

f
(1)
ts,ii =

{
−1/d2

i se t = s = i

0 c.c.

As derivadas de E = (eij) são

e
(1)
ij,12 =

(di + dj)

(didj)2
;

e
(1)
ij,tt =





−1/(d2
i dj) se t = i, i 6= j

−2/d3
i se t = i = j

0 c.c.

Para chegarmos às equações de estimação para η, basta substituirmos as expressões
(3.28) e (3.30) em (3.9) e o resultado em (3.4).

3.8 Comentários Adicionais

• Outras estruturas de covariância poderiam ser sugeridas, como por exemplo a não-
estruturada, que é composta por T (T + 1)/2 parâmetros. Neste caso, os cálculos
são um pouco mais complicados, pois não existem formas fechadas tanto para a sua
inversa quanto para o seu determinante.
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• Para qualquer das estruturas de covariância adotadas, as equações de estimação
obtidas não apresentam solução expĺıcita e por isso precisaremos de algum método
iterativo para a obtenção dessas estimativas. Na Seção A.2 apresenta-se o método
Newton-Raphson.

Sobre a métrica

Considerando que os parâmetros populacionais já foram estimados, resta saber em que
métrica eles foram obtidos. Estamos tratando do caso em que os parâmetros dos itens são
conhecidos, isto é, já foram estimados, e o conhecimento dos parâmetros dos itens implica
o conhecimento da métrica em que eles foram obtidos. Por conseqüência, os parâmetros
populacionais serão condizentes com a métrica dos parâmetros dos itens.

Completamos aqui o segundo bloco para o processo de estimação conjunta, no que
se refere à obtenção das equações de estimação para os parâmetros populacionais. No
caṕıtulo seguinte os dois blocos serão unidos para o tratamento da estimação conjunta:
parâmetros dos itens e populacionais.
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Caṕıtulo 4

Modelo Longitudinal para Uma Única
População: Estimação Conjunta -

Parâmetros dos Itens e Populacionais

Neste caṕıtulo tratamos do caso mais freqüente, em que precisamos estimar tanto os
parâmetros dos itens quanto os populacionais. Basicamente, o procedimento seria consid-
erar como equações de estimação o conjunto obtido pela união das equações finais dos
Caṕıtulos 2 e 3. Entretanto, na estimação conjunta há um problema de métrica. Quando
os parâmetros populacionais são conhecidos, os parâmetros dos itens são estimados na
métrica dos parâmetros populacionais. Na situação oposta, os parâmetros populacionais
são estimados na métrica dos parâmetros dos itens. Na estimação conjunta não há métrica
estabelecida, de forma que o modelo torna-se não-identificável. A forma mais usual de
eliminar esse problema é definir uma População Referência e a métrica associada à ela.
Além disso, com um número maior de parâmetros a estimar, algumas alternativas podem
ser propostas de forma a facilitar a implementação do processo de estimação.

População Referência e Métrica

Como comentado na Seção 1.3, toda variável latente necessita do arb́ıtrio de uma
origem e uma unidade de medida, pois em caso contrário, qualquer sistema de equações
para estimação dos parâmetros será não-identificável. Isso pode ser visto facilmente se
considerarmos a seguinte transformação linear: θ∗jt = αθjt + β, b∗i = αbi + β e a∗i = ai/α,
onde α e β são constantes reais com α > 0. Com isso, obtemos P (Ujit = 1|θ∗jt, ζ∗i ) =
P (Ujit = 1|θjt, ζi).

Neste trabalho adotaremos o tempo 1 como referência, fazendo

µ1 = 0 e σ2
1 = 1. (4.1)

Com estes parâmetros fixados, as expressões do Caṕıtulo 3 devem ser adaptadas de
modo a não incluir a estimação de µ1 e σ2

1. O vetor de parâmetros de médias a estimar é
µ(1) = (µ2, · · · , µT )′. Em particular, para o caso em que θ ∼ NT (µ,Σ), a expressão (3.6)
passa a ser escrita como



4.1 Implementação 35

∂ log g(θ|η)

∂µ(1)

= V (1)(θ − µ), (4.2)

onde V (1) é a matriz V sem a primeira linha. As expressões referentes à estimação de
σ2

1 não se fazem mais necessárias. Em particular, para as estruturas Uniforme, Bandas e
AR(1), teremos σ2 = 1.

Considerados esses detalhes, as equações de estimação para o conjunto restante de
parâmetros populacionais são exatamente as mesmas apresentadas no Caṕıtulo 3, que de-
vem ser unidas às equações de estimação dos parâmetros dos itens para formar o conjunto
integral das equações de estimação, ou seja

∂ log L(ζ, η)

∂ζi

=
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)

(
∂Pit

∂ζi

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
g∗j (θ)dθ = 0, i = 1, · · · , n,

∂ log L(ζ, η)

∂η
=

s∑
j=1

rj

∫

IRT

(
∂

∂η
log g(θ|η)

)
g∗j (θ)dθ = 0. (4.3)

As derivadas segundas da log-verossimilhança com relação aos parâmetros dos itens
estão dadas na Seção A.1, com relação aos parâmetros populacionais na Seção A.2 e com
relação aos parâmetros dos itens e populacionais na Seção A.3.

4.1 Implementação

Na estimação conjunta, temos um número maior de parâmetros a estimar. Dessa for-
ma, se faz necessário o uso de artif́ıcios para facilitar o processo de estimação. Algumas
suposições podem ser feitas nesse sentido. A primeira delas é a de independência entre
itens, dada por (2.28), e a segunda é a de independência entre itens e população, cujo
objetivo é tornar nula a derivada segunda da log-verossimilhança com relação a ζi e η, ou
seja,

H iP (ζi,η) = 0, para i = 1, · · · , n. (4.4)

Considerando ψ = (ζ ′, η′)′ o conjunto integral de parâmetros a estimar, e H(ψ) a
matriz Hessiana relativa a esses parâmetros, por (2.28) e (4.4) a estrutura de H(ψ) fica

HIP (ψ) =

(
HI(ζ) 0

0′ HP (η)

)
,

onde HP (η) é a matriz das derivadas segundas relativas aos parâmetros populacionais.
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Novamente, essa estrutura envolve o tratamento de matrizes de dimensões muito menores
que as originais, simplificando bastante o processo de estimação.

Um outro processo de determinação de estimativas de máxima verossimilhança é o
algoritmo EM (ver Dempster, Laird & Rubin, 1977). Com ele, não são necessárias as
suposições de independência entre itens e independência entre itens e população.

4.1.1 Aplicação do Algoritmo EM

O algoritmo EM é um processo iterativo para determinação de estimativas de máxima
verossimilhança de parâmetros de modelos de probabilidade na presença de variáveis alea-
tórias não observadas. Cada iteração deste processo é feita em dois passos: Esperança (E)
e Maximização (M). No caso da TRI, o objetivo é obter estimativas de ψ na presença
das variáveis não observadas θ, ou alguma representação de θ. Neste caso, U ... representa
o vetor de dados incompletos e (U ..., θ) o vetor de dados completos. Seja f(U ...,θ|ψ) a

densidade conjunta para os dados completos. Se ψ̂
(k)

é uma estimativa de ψ na iteração

k, então os passos E e M para obtenção de ψ̂
(k+1)

são

Passo E: Calcular E[log f(U ..., θ|ψ) | U ..., ψ̂
(k)

]

Passo M: Obter ψ̂
(k+1)

que maximiza a função do Passo E.

No passo M a maximização pode ser feita pelo algoritmo Newton-Raphson ou “Scor-
ing”de Fisher, por exempolo.

Há três formas do algoritmo EM, distinguidas pela relação entre a função (densidade)
de probabilidade e a forma da famı́lia exponencial. A primeira forma se aplica quando a
função é um membro regular da famı́lia exponencial; a segunda, quando a função não é um
membro regular da famı́lia exponencial, mas um membro da famı́lia exponencial curvada
(formada por distribuições em que há restrições no espaço paramétrico) e a terceira,
quando a função não tem nenhuma relação com a famı́lia exponencial.

Se a FRI é um membro regular da famı́lia exponencial, o procedimento torna-se rel-
ativamente simples. Embora o modelo loǵıstico de 1 parâmetro seja membro da famı́lia
exponencial, os modelos de 2 e 3 parâmetros não o são. Portanto, a terceira forma do
algoritmo EM deve ser aplicada nestes casos.

Para descrever brevemente o algoritmo EM aplicado à TRI, consideremos

f(θ) =
s∑

j=1

rjg
∗
j (θ) e rit(θ) =

s∑
j=1

rjUjitg
∗
j (θ), (4.5)

que representam, respectivamente, o número de indiv́ıduos em uma população de tamanho
N que têm vetor de habilidades θ e o número de tais indiv́ıduos que respondem correta-
mente ao item i no teste t. Os conjuntos f = (f(θ)) e r = (rit(θ)) são a representação de
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θ e compõem as quantidades não-observadas do algoritmo EM. Com isso, da expressão
(2.20) temos que as novas equações de estimação para os parâmetros dos itens são dadas
por

∂ log L(ζ, η)

∂ζi

=

∫

IRT

∑
t∈� i

{
s∑

j=1

rj

[
(Ujit − Pit)g

∗
j (θ)

] (
∂Pit

∂ζi

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
dθ

=

∫

IRT

∑
t∈� i

{[
s∑

j=1

rjUjitg
∗
j (θ)−

s∑
j=1

rjPitg
∗
j (θ)

](
∂Pit

∂ζi

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
dθ

=

∫

IRT

∑
t∈� i

{
[rit(θ)− f(θ)Pit]

(
∂Pit

∂ζi

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
dθ. (4.6)

As equações de estimação para os parâmetros populacionais são dadas por

∂ log L(ζ,η)

∂η
=

∫

IRT

(
∂

∂η
log g(θ|η)

)
f(θ)dθ = 0. (4.7)

Na prática, as integrais são aproximadas por meio de um dos muitos métodos dispońıveis
na literatura. Na TRI, tem sido freqüente a aplicação do método Hermite-Gauss (ver
Stroud & Secrest, 1966), usualmente denominado de método de quadratura gaussiana,
segundo o qual se considera a aproximação com base em um conjunto de Q pontos θl com
pesos Al, l = 1, · · · , Q. Com base nisso, os passos E e M podem ser reescritos como

Passo E

Usar os pontos de quadratura θl = (θl1, · · · , θlT ), os pesos Al, l = 1, · · · , Q, es-

timativas iniciais dos parâmetros dos itens, ζ̂i, i = 1, · · · , n, e dos parâmetros
populacionais, η̂, para gerar g∗j (θl) e, posteriormente, rlit = rit(θl) e fl = f(θl),
i = 1, · · · , n.

Passo M

Com r = (rlit), f = (flit) obtidos nos Passos E, resolver as equações de estimação
para η̂ e ζi, i = 1, · · · , n, usando o algoritmo Newton-Raphson ou “Scoring”de
Fisher (ver Apêndice A.3).

Estes passos compõem cada iteração do algoritmo EM, as quais serão repetidas até que
algum critério de parada seja alcançado. Na situação em que precisamos estimar apenas os
parâmetros dos itens, este algoritmo também pode ser aplicado, bastando desconsiderar
a estimação de η.

Com o processo de estimação dos parâmetros dos itens e populacionais conclúıdo, restam
alguns comentários. Para alguns conjuntos de dados pode haver uma certa instabilidade no

Tavares, H. R. IME/USP



4.1 Implementação 38

processo de estimação, levando alguns itens a terem seus parâmetros muito mal estimados.
Exemplos disso são ai < 0 ou ci /∈ [0, 1]. Uma forma de contornar essa situação é utilizar
uma abordagem bayesiana que atribua distribuições a priori aos parâmetros, outra é
utilizar restrições nos parâmetros.

Um outro ponto de interesse é a estimação das habilidades individuais. Em algumas
aplicações não há interesse na estimação dessas habilidades; apenas os parâmetros popu-
lacionais são de interesse. Em outras, os indiv́ıduos podem fazer parte de algum processo
seletivo, de forma que suas habilidades devem ser estimadas. A estimação bayesiana dos
parâmetros dos itens, bem como a estimação das habilidades, formam o conteúdo do
próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 5

Modelo Longitudinal para Uma Única
População: Estimação Bayesiana -

Parâmetros dos Itens e Populacionais e
Habilidades

Neste caṕıtulo tratamos, em uma primeira etapa, da estimação bayesiana dos parâme-
tros dos itens e parâmetros populacionais. Após esta etapa, pode haver interesse na esti-
mação das habilidades, e essa estimação pode ser feita por máxima verossimilhança (ver,
por exemplo, Andrade, Tavares & Valle, 2000) ou pela distribuição da habilidade, condi-
cional aos vetores de observações individuais. Este último método, por usar o teorema de
Bayes, normalmente é referido por método bayesiano para estimação das habilidades. Por
conta disso, esta etapa de estimação também comporá este caṕıtulo. A Seção 5.1 trata
da estimação dos parâmetros dos itens e populacionais, enquanto a Seção 5.2 trata da
estimação das habilidades.

5.1 Estimação dos Parâmetros dos Itens e Populacionais

O método de máxima verossimilhança apresenta problemas na estimação de itens que
são respondidos corretamente, ou incorretamente, por todos os indiv́ıduos, e também das
habilidades de indiv́ıduos que responderam corretamente, ou incorretamente, a todos os
itens (ver Andrade, Tavares & Valle, 2000). Além disso, há a possibilidade de que as
estimativas dos parâmetros dos itens caiam fora do intervalo esperado, tal como valores
de ai negativos, ou valores de ci fora do intervalo [0, 1]. A metodologia bayesiana apresenta
uma solução em que estes problemas são contornados.

Há várias propostas para a estimação bayesiana dos parâmetros de interesse na TRI. A
mais utilizada é a Estimação Bayesiana Marginal proposta por Mislevy (1986), que é uma
generalização da estimação por máxima verossimilhança marginal aplicada nos Caṕıtulos
2 e 3. Basicamente, a estimação bayesiana consiste em estabelecer distribuições a priori
para os parâmetros de interesse, construir uma nova função denominada distribuição a
posteriori e estimar os parâmetros com base em alguma caracteŕıstica dessa distribuição.
Consideremos que as componentes de (ζ ′,η′)′ são variáveis aleatórias independentes e
cont́ınuas, com distribuições especificadas. Por estarmos tratando de uma extensão da
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estimação por máxima verossimilhança marginal, a estimação bayesiana também consiste
de duas etapas.

Uma diferença que deve ser notada nesta seção, é que trataremos conjuntamente da
obtenção dos parâmetros dos itens e populacionais, ao invés de compor blocos separa-
dos, como vinha acontecendo nos caṕıtulos anteriores. Entretanto, no conhecimento dos
parâmetros dos itens as equações de estimação dos parâmetros populacionais devem ser
ignoradas, e vice-versa.

Consideremos que a distribuição de ζi, i = 1, · · · , n, é função de um vetor de parâmetros
τ , com densidade f(ζi|τ ), e que a distribuição de η é função de um vetor de parâmetros
ϕ, com densidade h(η|ϕ). Com isso, a densidade conjunta desses parâmetros é

f(θ, ζ, τ ,η,ϕ) = f(ζ|τ )g(θ|η)h(η|ϕ).

Para fazer inferências com relação a ζ e η, devemos nos basear na distribuição a poste-
riori de ζ e η, dada por

f ∗(ζ,η|U ...) = C

∫

IRT

P (U ...|θ, ζ)f(ζ|τ )g(θ|η)h(η|ϕ)dθ

= Cf(ζ|τ )h(η|ϕ)

{∫
P (U ...; θ, ζ)g(θ|η)dθ

}

∝ L(ζ,η)f(ζ|τ )h(η|ϕ), (5.1)

onde C representa uma constante e L(ζ, η) ≡ P (U ...|ζ,η).
Como estimador de ζ podemos escolher alguma caracteŕıstica de f ∗(ζ,η|U ...), sendo

que as mais adotadas são a média e a moda. No que segue vamos considerar a moda
da posteriori como o estimador de ζ, ou seja, o valor de ζ que maximiza a posteriori
marginal. Veremos que esta escolha tem a vantagem de incorporar expressões já obtidas
anteriormente. Temos que

log f ∗(ζ,η|U ..) = Const + log L(ζ,η) + log f(ζ|τ ) + log h(η|ϕ),

onde o primeiro termo representa uma constante. Notando que a última parcela não é
função de ζi, temos que as equações de estimação para os parâmetros dos itens ζi, i =
1, · · · , n, são dadas por

∂f ∗(ζ,η|U ..)

∂ζi

=
∂ log L(ζ,η)

∂ζi

+
∂ log f(ζ|τ )

∂ζi

= 0. (5.2)

De forma similar, as equações de estimação para os parâmetros populacionais são dadas
por
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∂f ∗(ζ,η|U ..)

∂η
=

∂ log L(ζ,η)

∂η
+

∂ log h(η|ϕ)

∂η
= 0. (5.3)

A primeira parcela de (5.2) é exatamente a mesma obtida em (2.20). A abordagem
bayesiana adiciona uma nova parcela a (2.20) relativa à distribuição a priori associada
aos parâmetros dos itens. A primeira parcela de (5.2) relativa às componentes de ζi para
o ML3 é dada por (2.24) a (2.26). A segunda parcela de (5.2) depende da priori adotada
para cada parâmetro. Como espera-se que o parâmetro ai seja positivo, bi pode assumir
qualquer valor real e ci deve estar no intervalo [0, 1], deveremos assumir distribuições que
levam em conta essas limitações e isso exige um tratamento diferenciado para cada um
destes parâmetros. Em seguida trataremos destes casos, considerando as suposições mais
freqüentes na prática.

Distribuição a priori para os parâmetros dos itens

Priori para ai

Geralmente, adotam-se as distribuições Log-normal ou Qui-Quadrado para ai. Neste
texto, vamos supor que cada parâmetro ai tem distribuição Log-normal com parâmetro
τ a = (µa, σ

2
a). Uma justificativa teórica para a adoção desta distribuição é que na prática

os ai são, em geral, positivos, sugerindo que a distribuição de ai pode ser modelada por
uma distribuição unimodal e com assimetria positiva (ver Mislevy (1986)), tal como a log-
normal. A transformação αi = log ai implica que cada αi tem uma distribuição Normal
(µα, σ2

α), onde µa = exp[µα+σ2
α/2] e σ2

a = (exp(σ2
α)−1) exp[2µα+σ2

α]. Alguns autores (ver
Baker (1992), por exemplo) preferem desenvolver expressões para a estimação de αi ao
invés de ai e sugerem a utilização da propriedade de invariância do estimador de máxima
verossimilhança para a obtenção de âi pela trasformação âi = exp(α̂i). Entretanto, para
uniformidade desse texto, vamos continuar apresentando a equação para o parâmetro ai.

Como a distribuição de ai é log-normal, sua densidade é

f(ai|µa, σ
2
a) =

1√
2πaiσa

exp

[
− 1

2σ2
a

(log ai − µa)
2

]
.

Segue que a segunda parcela de (5.2), relativa ao parâmetro ai, pode ser escrita como

∂ log f(ai|µa, σ
2
a)

∂ai

= − 1

ai

[
1 +

log ai − µa

σ2
a

]
. (5.4)
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Priori para bi

Como os parâmetros de dificuldade estão na mesma escala da habilidade, em geral
supõem-se que cada bi tem distribuição Normal com vetor de parâmetros τ b = (µb, σ

2
b )
′.

Desta forma, a segunda parcela de (5.2) pode ser escrita como

∂ log f(bi|µb, σ
2
b )

∂bi

= −(bi − µb)

σ2
b

. (5.5)

Priori para ci

Como ci só pode pertencer ao intervalo [0; 1], uma priori Beta foi proposta por
Swaminathan & Gifford (1983). A função densidade da distribuição Beta com parâmetros
s + 1 e t + 1 é dada por

f(ci|s, t) =
Γ(s + t + 2)

Γ(s + 1)Γ(t + 1)
cs
i (1− ci)

t, (5.6)

onde Γ(d) é a função Gama. A média desta distribuição é dada por

p =
s + 1

s + t + 2
.

Swaminathan & Gifford propõem, ainda, a seguinte reparametrização:

α = mp + 1 e β = m(1− p) + 1,

onde m = s + t + 2. Desta forma, p = (s + 1)/m e, consequentemente, s = mp − 1 e
t = m− s− 2 = m(1− p)− 1. Segue disso que

s = α− 2 e t = β − 2.

Retornando a (5.6), obtemos

f(ci|α, β) =
Γ(α + β − 2)

Γ(α− 1)Γ(β − 1)
cα−2
i (1− ci)

β−2. (5.7)

Neste caso, a média p passa a ser interpretada como a probabilidade de acerto por
indiv́ıduos com baixa habilidade. Desta forma, os parâmetros α e β são definidos para que
p tenha o valor desejado. Entretanto, Swaminathan & Gifford sugerem que a escolha de
m deva se situar no intervalo {15, · · · , 20}, o que leva a uma certa restrição na escolha de
α e β.

Para chegarmos à expressão para a segunda parcela de (5.2), notemos que
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5.1 Estimação dos Parâmetros dos Itens e Populacionais 43

log f(ci|α, β) = Const + (α− 2) log ci + (β − 2) log(1− ci). (5.8)

Conseqüentemente,

∂ log f(ci|α, β)

∂ci

=
α− 2

ci

− β − 2

1− ci

. (5.9)

Com as componentes (5.4), (5.5) e (5.9), temos que as equações de estimação para as
componentes de ζi são

ai : D(1− ci)
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)(θt − bi)Wit

}
g∗j (θ)dθ

− 1

ai

[
1 +

log ai − µa

σ2
a

]
= 0, (5.10)

bi : −Dai(1− ci)
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)Wit

}
g∗j (θ)dθ − (bi − µb)

σ2
b

= 0, (5.11)

ci :
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)
Wit

P ∗
it

}
g∗j (θ)dθ +

α− 2

ci

− β − 2

1− ci

= 0. (5.12)

Para efeito de aplicação dos procedimentos iterativos Newton-Raphson ou “Scoring”de
Fisher, precisaremos das derivadas segundas das expressões (5.10) a (5.12). Como as
derivadas segundas das primeiras parcelas dessas expressões já foram obtidas no Caṕıtulo 2,
resta apenas a obtenção para as segundas parcelas, que são as seguintes:

∂2 log f(ai|µa, σ
2
a)

∂a2
i

=
1

aiσ2
a

[
σ2

a + log ai − µa − 1
]
,

∂2 log f(bi|µb, σ
2
b )

∂b2
i

= − 1

σ2
b

, (5.13)

∂2 log f(ci|α, β)

∂c2
i

= −α− 2

c2
i

− β − 2

(1− ci)2
.

Distribuição a priori para os parâmetros populacionais

Embora a estimação dos parâmetros populacionais não padeça da instabilidade encon-
trada na estimação dos parâmetros dos itens por máxima verossimilhança, algum conhec-
imento a priori pode vir a ser dispońıvel para estimação dos parâmetros populacionais e
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isso será considerado nesta sessão. Além disso, em situações em que precisamos estimar
algum parâmetro cujo espaço paramétrico é um subconjunto de IR, tal como ρ ∈ [−1, 1],
pode vir a ser muito útil encontrar meios de manter as estimativas no intervalo desejado.

Pela expressão (5.3), precisamos apenas ∂ log h(η|ϕ)/∂η, onde ϕ é conhecido. Porém, a
suposição de prioris depende de qual conjunto de parâmetros η estejamos adotando. Para
exemplificar, consideremos que θ ∼ N(µ,Σ). Para o vetor de médias podemos propor

µ ∼ NT (µµ,Σµ).

As prioris para a matriz de covariância Σ dependem de qual estrutura estejamos adotan-
do para ela. Para as matrizes Uniforme, Bandas e AR(1), com σ2 = 1, só temos o
parâmetro ρ, que em muitos casos está no intervalo [0,1]. Nesta situação pode-se pro-
por uma priori Beta(α, β) para ρ. A fdp da Beta(α, β) escrita como f((y+1)/2 ≡ x|α, β)
tem suporte no intervalo y ∈ [−1, 1], de forma que ela pode ser usada quando ρ puder ser
negativo, mas alternativas mais adequadas podem ser encontradas em Bernardo & Smith
(1994). As matrizes Diagonal e Hankel têm parâmetros, σ2

t , t = 1, · · · , T , que devem
ser positivos e por isso podem ter associadas prioris Inversa-Gama ou Qui-Quadrado. A
priori para o parâmetro σ12 da matriz de Hankel deve levar em conta o fato de que ele é
limitado, pois σ12 ∈ [−m,m], onde m = mint,s

√
σttσss.

5.2 Estimação das Habilidades

Nesta seção tratamos da estimação dos vetores de habilidades individuais θj = (θj1, · · · ,
θjT )′. Como comentado na Seção 1.2, a estimação por máxima verossimilhança marginal
consiste de duas etapas: primeiro a estimação dos parâmetros dos itens e populacionais,
e posteriormente, das habilidades. Na estimação por máxima verossimilhança marginal
supomos que as habilidades da população nas T condições de avaliação seguem uma dis-
tribuição cuja fdp é g(θ|η), a partir da qual podemos estimar η, o que não poderia ser
feito na estimação em uma etapa porque η é o conjunto de parâmetros da função g.

Como nos Caṕıtulos 2 a 4 já tratamos da estimação dos parâmetros dos itens e parâmetros
populacionais, estes serão considerados conhecidos.

A estimação da habilidade de um indiv́ıduo pode ser tratada de várias formas; as prin-
cipais são por máxima verossimilhança e bayesiana, esta última através da distribuição da
habilidade, dado o conjunto de observações do referido indiv́ıduo. A estimação por máxima
verossimilhança consiste em trabalhar com a expressão (2.4), referida por verossimilhança
individual. Entretanto, a habilidade de um indiv́ıduo no teste t pode ser melhor estimada
se houver alguma informação oriunda das habilidades nos outros testes. Essa informação
será dada pela estrutura de correlação entre as habilidades nos T testes. Por conta disso,
trataremos da estimação conjunta, ou seja, do vetor das habilidades nos T testes.

Para incorporar a informação contida na estrutura de covariâncias entre as habilidades
nos T testes, a estimação de θj será feita com base na distribuição condicional de θj,
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dados o conjunto de respostas deste indiv́ıduo, os parâmetros dos itens e populacionais,
ou seja,

g∗j (θj) = P(θj|U j.., ζ,η) =
P (U j..|θj, ζ)g(θj|η)

P (U j..|ζ, η)
, (5.14)

que será tratada simplesmente como a Condicional de θj e que na abordagem bayesiana
é a distribuição a posteriori de θj. As caracteŕısticas de (5.14) mais utilizadas como
estimadores de θj são a moda e a média da condicional de θj. A seguir, trataremos da
obtenção de cada uma destas caracteŕısticas.

5.2.1 Moda da Distribuição Condicional de θj

O processo de estimação de θj pela moda de sua condicional consiste em obter o
máximo da função g∗j (θj). Temos que

log g∗j (θj) ∝ log P (U j..|θj, ζ) + log g(θj|η).

Com isso, a equação de estimação será

∂ log g∗j (θj)

∂θj

=
∂ log P (U j..|θj, ζ)

∂θj

+
∂ log g(θj|η)

∂θj

= 0. (5.15)

Notemos que de (2.4),

log P (U j..|θj, ζ) =
T∑

t=1

∑
i∈It

log P (Ujit|θjt, ζi)

e

∂ log P (U j..|θj, ζ)

∂θj

=

(
∂ log P (U j..|θj, ζ)

∂θj1

, · · · ,
∂ log P (U j..|θj, ζ)

∂θjT

)′
.

Mas
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∂ log P (U j..|θj, ζ)

∂θjt

=
∂

∂θjt

∑
i∈It

log P (Ujit|θjt, ζi)

=
∑
i∈It

∂P (Ujit|θjt, ζi)/∂θjt

P (Ujit|θjt, ζi)

=
∑
i∈It

(−1)Ujit+1

P
Ujit

jit Q
1−Ujit

jit

(
∂Pjit

∂θjt

)

=
∑
i∈It

Vjit

(
∂Pjit

∂θjt

)
,

onde Pjit é dada por (2.1). Notemos que

∂Pjit

∂θjt

= −∂Pjit

∂bi

= Dai(1− ci)P
∗
jitQ

∗
jit = αiP

∗
jitQ

∗
jit,

onde αi = Dai(1− ci) e P ∗
jit é dada por (2.16) com θt substitúıdo por θjt. Segue que

∂ log P (U j..|θj, ζ)

∂θjt

=
∑
i∈It

αiVjitP
∗
jitQ

∗
jit. (5.16)

Também,

∂ log g(θj|η)

∂θj

= −1

2

∂

∂θjt

(θj − µ)′Σ−1(θj − µ)

= −1

2
× 2Σ−1(θj − µ)

= −Σ−1(θj − µ). (5.17)

Com as expressões (5.16) e (5.17) chegamos à equação de estimação para θj, j =
1, · · · , N . Infelizmente, a Equação (5.15) não possui solução expĺıcita, logo precisaremos
aplicar algum processo iterativo. A seguir, apresentaremos as expressões necessárias para
aplicação do Procedimento Newton-Raphson.

Aplicação do Procedimento Newton-Raphson

Para aplicação do procedimento de Newton-Raphson será necessária a derivada se-
gunda de g∗j (θj). Apresentaremos apenas as expressões principais; os detalhes podem ser
encontrados no Apêndice A.4.
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Temos que

∂2 log g∗j (θj)

∂θj∂θ′j
=

∂2 log P (U j..|θj, ζ)

∂θj∂θ′j
+

∂2 log g(θj|η)

∂θj∂θ′j
, (5.18)

onde

∂2 log P (U j..|θj, ζ)

∂θ2
jt

=
∑
i∈It

α2
i Vjit

[−VjitP
∗
jitQ

∗
jit + (1− 2P ∗

jit)
]
P ∗

jitQ
∗
jit,

(5.19)

∂2 log P (U j..|θj, ζ)

∂θjt∂θjs

= 0, ∀ s 6= t.

e, de (5.17),

∂2 log g(θj|η)

∂θj∂θ′j
= −Σ−1. (5.20)

Deste modo, considerando

f θ(θj) =
∂ log g∗j (θj)

∂θj

, Hθ(θj) =
∂2 log g∗j (θj)

∂θj∂θ′j
(5.21)

e θ̂
(k)

j uma estimativa de θj na iteração k, então na iteração k + 1 teremos que

θ̂
(k+1)

j = θ̂
(k)

j − [Hθ(θ̂
(k)

j )]−1f θ(θ̂
(k)

j ).

5.2.2 Média da Distribuição Condicional de θj

Para um indiv́ıduo selecionado aleatoriamente de uma população com distribuição das
habilidades g(θ|η) e com vetor de respostas U j.., temos que o denominador de (5.14) é
dado por

P (U j..|ζ,η) =

∫

IRT

P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ.

Assim, o estimador de θj, dado pela média da posteriori (freqüentemente referido por
MAP - maximum a posteriori), será obtido por
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θ̂j = E(θ|U j.., ζ,η)

=

∫

IRT

θg∗j (θ)dθ

=

∫
IRT θP (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ∫
IRT P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ

. (5.22)

Esta forma de estimação tem a vantagem de ser calculada diretamente, não necessi-
tando da aplicação de métodos iterativos. Por conta disso alguns autores (por exemplo,
Mislevy & Stocking (1989)) recomendam esta escolha para a estimação das habilidades.
Além disso, esta quantidade já apareceu no processo de estimação dos parâmetros pop-
ulacionais, através da expressão (3.7), de forma que as habilidades indiv́ıduais já podem
estar dispońıveis ao final da primeira etapa do processo de estimação .

Em tudo o que foi feito até agora, consideramos que a estrutura de dados é completa, ou
seja, todos os indiv́ıduos responderam a todos os itens. Entretanto, na prática não é esse
o caso mais freqüente. No caṕıtulo seguinte trataremos do caso em que temos observações
incompletas.
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Caṕıtulo 6

Modelo Longitudinal para Uma Única
População: Dados Incompletos

Neste caṕıtulo faremos a extensão dos caṕıtulos anteriores para o caso em que temos
dados incompletos. Na prática, a presença de vetores de observações individuais incom-
pletas é bastante freqüente. Isto pode ocorrer devido a vários fatores, como por exemplo:

• o item não foi alcançado;

• o item não foi apresentado ao indiv́ıduo;

• o item foi apresentado ao indiv́ıduo e ele não respondeu.

O primeiro caso ocorre quando o tempo destinado ao teste não é suficiente para que
indiv́ıduos com desempenho lento possam alcançar todos os itens. Alguns softwares, tal co-
mo o LOGIST (Wingersky, Barton & Lord, 1982), procuram detectar estes casos e passam
a ignorar todos os itens após a última resposta encontrada. No que segue vamos considerar
que o tempo de teste foi suficiente para que todos os indiv́ıduos possam responder a todos
os itens.

O segundo caso é conhecido como Ausência de Resposta por Planejamento e também
ocorre com bastante freqüência na prática. Por exemplo, se quisermos utilizar n = 200
itens em cada um dos T testes, será impraticável apresentar esta quantidade de itens
a cada indiv́ıduo. Como alternativa, podemos utilizar um planejamento, como Blocos
Incompletos Balanceados - BIB (ver Cochran & Cox, 1950), formando vários sub-testes,
e apresentar uma quantidade praticável de itens a cada indiv́ıduo. Desta forma, todos os
itens serão apresentados, embora não conjuntamente.

Pelo que foi desenvolvido até agora, os itens comuns entre dois testes, que permitem
que a equalização seja feita, devem ser respondidos pelos mesmos indiv́ıduos, o que é bem
aceito pela maioria dos profissionais das áreas de avaliação educacional, mas pasśıvel de
cŕıticas por outros. A abordagem que propomos, e que leva em conta a existência de dados
incompletos, permite que seja utilizado um planejamento de forma que um mesmo item
não seja respondido duas vezes pelo mesmo indiv́ıduo, eliminando posśıveis cŕıticas ao
procedimento. Por exemplo, um sub-grupo A1 de indiv́ıduos responde aos itens comuns
no teste 1, enquanto os mesmos itens seriam respondidos no teste 2 por um sub-grupo A2

formado por indiv́ıduos não contidos em A1. Em particular, este é exatamente o caso da
aplicação que faremos no Caṕıtulo 9.
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Para diferenciar quais itens foram apresentados ao indiv́ıduo j no teste t usaremos a
variável indicadora

Xjit =

{
1, se o item i foi apresentado ao indiv́ıduo j no teste t;

0, se o item i não foi apresentado ao indiv́ıduo j no teste t.
(6.1)

Com esta notação o desenvolvimento das equações de estimação torna-se relativamente
simples. Algumas expressões definidas no Caṕıtulo 2 serão adaptadas e as expressões
finais para as equações de estimação para os parâmetros dos itens e populacionais serão
ligeiramente alteradas.

Uma alteração que deve ser ressaltada na abordagem de dados incompletos se refere
aos padrões de resposta. Agora temos três posśıveis respostas para cada item: ‘correto’,
‘incorreto’ e ‘não apresentado’. Considerando um total de nt itens no teste t e nc =∑T

t=1 nt, teremos S = 3nc posśıveis padrões de resposta. Neste caso, a abordagem de
padrões de resposta provavelmente não será vantajosa, de forma que devem ser utilizados
os vetores de respostas individuais.

6.1 Estimação dos Parâmetros dos Itens

Usando a independência local, podemos escrever a probabilidade associada ao vetor de
respostas U j.t como

P (U j.t|θt, ζ) =
∏
i∈It

P (Ujit|θt, ζi)
Xjit . (6.2)

Adicionalmente, com a independência temporal podemos escrever

P (U j..|θ, ζ) =
T∏

t=1

∏
i∈It

P (Ujit|θt, ζi)
Xjit . (6.3)

A probabilidade marginal do vetor de respostas U j.. é dada por

P (U j..|ζ,η) =

∫

IRT

P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ. (6.4)

Embora esta expressão esteja mantendo a mesma notação de (2.5), precisamos ter em
mente que (6.4) tem uma informação adicional, a presença ou ausência de respostas, que
não se fez necessária em (2.5) e agora é fundamental.
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Para a determinação das equações de estimação para os parâmetros dos itens, notemos
de (2.10) que

∂P (U j..|ζ,η)

∂ζi

=
∂

∂ζi

{∫

IRT

P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ

}

=

∫

IRT

{
∂

∂ζi

T∑
t=1

∑

l∈It

log P (Ujlt|θt, ζl)
Xjlt

}
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ

=

∫

IRT

{
T∑

t=1

∑

l∈It

Xjlt
∂

∂ζi

log P (Ujlt|θt, ζl)

}
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ

=

∫

IRT

{∑
t∈� i

Xjit

(
∂P (Ujit|θt, ζi)/∂ζi

P (Ujit|θt, ζi)

)}
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ.

Usando as expressões (2.13) a (2.16) chegamos a

∂P (U j..|ζ, η)

∂ζi

=

∫

IRT

{∑
t∈� i

Xjit(Ujit − Pit)

(
∂Pit

∂ζi

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ. (6.5)

E, finalmente,

∂ log L(ζ,η)

∂ζi

=
N∑

j=1

∫

IRT

{∑
t∈� i

Xjit(Ujit − Pit)

(
∂Pit

∂ζi

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
g∗j (θ)dθ, (6.6)

onde g∗j (θ) é a função definida em (2.19) com P (U j..|θ, ζ) e P (U j..|ζ,η) substitúıdos por
(6.3) e (6.4), respectivamente.

Em resumo, as equações de estimação para os parâmetros ai, bi e ci são, respectiva-
mente,

ai : D(1− ci)
N∑

j=1

∫

IRT

{∑
t∈� i

Xjit(Ujit − Pit)(θt − bi)Wit

}
g∗j (θ)dθ = 0,

bi : −Dai(1− ci)
N∑

j=1

∫

IRT

{∑
t∈� i

Xjit(Ujit − Pit)Wit

}
g∗j (θ)dθ = 0,

ci :
N∑

j=1

∫

IRT

{∑
t∈� i

Xjit(Ujit − Pit)
Wit

P ∗
it

}
g∗j (θ)dθ = 0.
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Novamente, precisamos aplicar algum método iterativo para obtenção das estimati-
vas de máxima verossimilhança. Entretanto, as expressões para a derivadas segunda da
log-verossimilhança com relação a ζi e ζl são praticamente as mesmas apresentadas no
Caṕıtulo 2, com as expressões (6.2) a (6.4) no lugar das expressões (2.2) a (2.5). Por conta
disso, elas não serão apresentadas aqui.

Um detalhe que merece ser ressaltado se refere à mudanças nas expressões necessárias
para aplicação do algoritmo EM. As expressões em (4.5) passam a ser escritas como

fit(θ) =
N∑

j=1

Xjitg
∗
j (θ) e rit(θ) =

N∑
j=1

XjitUjitg
∗
j (θ), (6.7)

que representam, respectivamente, o número de indiv́ıduos em uma população de tamanho
N que têm vetor de habilidades θ respondendo ao item i do teste t, e o número de tais
indiv́ıduos que respondem corretamente ao item i no teste t. Os conjuntos f = (fit(θ)) e
r = (rit(θ)) compõem as quantidades não-observadas do algoritmo EM.

6.2 Estimação dos Parâmetros Populacionais

A informação sobre quais itens foram apresentados a cada indiv́ıduo foi inclúıda ape-
nas na distribuição do vetor de respostas, U j.t, não tendo influência sobre a distribuição
de θj. Por conta disso as expressões para a estimação dos parâmetros populacionais per-
manecem quase inalteradas. Como conclusão, temos que as equações de estimação para os
parâmetros populacionais são dadas por (3.4), com as componentes originais substitúıdas
por (6.2) a (6.4). Estas últimas expressões também devem ser levadas em consideração
para a obtenção da derivada segunda da log-verossimilhança com relação a η, a ser apli-
cada no processo iterativo. Esta equação é praticamente a mesma referente ao Caṕıtulo
3, e por isso não será apresentada aqui.

Completamos aqui o processo de estimação para o caso em que temos uma única popu-
lação submetida a T condições de avaliação. Entretanto, é freqüente o caso em que temos
mais de uma população envolvida na análise, e por isso este caso merece ser explorado.
Este será o nosso objetivo no próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 7

Modelo Longitudinal para Várias Populações

Neste caṕıtulo tratamos do caso em que temos K > 1 populações bem definidas em
estudo e em uma ordem em possamos rotulá-las por população 1,· · · , população K. Exem-
plos mais comuns dessa situação ocorrem quando as populações são referentes a diferentes
graus de escolaridade, sexo, regiões, métodos de ensino etc. Nesta situação, cada grupo
selecionado será submetido a todas as T condições de avaliação, o que não quer dizer
que cada indiv́ıduo será submetido a todas elas, pois poderemos estar na situação de
dados incompletos por planejamento. O conjunto de itens aplicados a cada grupo pode
não ser o mesmo, como ocorre quando as populações são definidas por diferentes graus
de escolaridade. Entretanto, há necessidade de fazermos uma ligação entre todos os testes
em todos os tempos e, por isso, em algum teste deveremos ter itens comuns aplicados às
populações 1 e 2, por exemplo. Podemos, inclusive, ter um item aplicado a duas popu-
lações em testes diferentes. Novamente, vamos assumir uma certa ordenação no conjunto
integral de itens de forma que possamos representá-los por ζi, i = 1, · · · , n. Ainda, va-
mos considerar apenas o caso da estimação conjunta, de forma que o estabelecimento da
métrica será necessária. Serão tratados tanto o caso de dados completos quanto o de dados
incompletos.

Para incluir o caso de dados incompletos, utilizaremos a mesma abordagem do Caṕıtulo 6.
Seja Xkjit a variável indicadora definida por

Xkjit =

{
1, se o item i foi apresentado ao indiv́ıduo j do grupo k no teste t;

0, se o item i não foi apresentado ao indiv́ıduo j do grupo k no teste t.

7.1 Modelo Probabiĺıstico

Sejam Ukjit a resposta ao item i e θkjt a habilidade do indiv́ıduo j do grupo k no teste t.
Para efeito de aplicações usaremos o ML3 para a probabilidade de um indiv́ıduo responder
corretamente a um item, ou seja,

P (Ukjit = 1|θkjt, ζi) = ci + (1− ci){1 + e−Dai(θkjt−bi)}−1. (7.1)

Todas as suposições associadas ao modelo para uma única população descritas na
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Seção 2.1 continuam sendo requeridas no caso atual. Porém, a presença de várias popu-
lações nos leva à necessidade de mais uma suposição, felizmente com completa aceitação
na prática. Estamos trabalhando com populações distintas e por isso suporemos que as
respostas oriundas de indiv́ıduos de grupos diferentes serão independentes.

7.2 Distribuição das Habilidades

A presença de populações independentes nos possibilita tratar cada população sepa-
radamente. Estaremos, assim, assumindo que as habilidades de populações distintas são
não-correlacionadas.

Assumiremos que o vetor de habilidades da população k nos T testes, θk = (θk1, θk2, · · · ,
θkT )′, tem distribuição cont́ınua multivariada com vetor de parâmetros ηk de componentes
finitas, e denotaremos sua fdp por g(θ|ηk).

No caso Normal T -variado temos que ηk = (µk,Σk), onde µk = (µk1, µk2, · · · , µkT )′ é
o vetor de médias e Σk = (σkts)t,s≤T , é a matriz de covariâncias associada à população k.
O conjunto integral de parâmetros populacionais pode ser representado por η = (µ,Σ),
onde

µ =




µ11 µ12 · · · µ1T

µ21 µ22 · · · µ2T
...

...
. . .

...
µK1 µK2 · · · µKT


 , Σ =




Σ1 0 · · · 0
0 Σ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ΣK


 . (7.2)

Temos agora um maior número de opções para o arb́ıtrio da população referência,
podendo ser qualquer uma das populações em qualquer um dos tempos. Por conveniência,
vamos adotar o teste 1 da população 1 como referência, ou seja,

µ11 = 0, σ2
11 = 1. (7.3)

7.3 Construção da Verossimilhança

A presença de mais de uma população na análise nos leva a algumas alterações nas
notações já definidas. Sejam Nk o número de indiv́ıduos no grupo k e nkt o número de
itens aplicados ao grupo k no teste t, k = 1, · · · , K e t = 1, · · · , T . Os vetores de respostas
serão representados por

U kj.t = (Ukj1t, · · · , Ukjnktt) o vetor (nkt × 1) de respostas do indiv́ıduo j do grupo k no
teste t,

U kj.. = (U kj.1, · · · , U kj.T ) o vetor (nck × 1) de respostas do indiv́ıduo j do grupo k em

todos os testes, onde nck =
∑T

t=1 nkt.
U k... = (U k1.., · · · ,U kNk..) o vetor (Nknck×1) de respostas do grupo k em todos os testes,
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U .... = (U 1.., · · · , UK..) o vetor (
∑K

k=1 Nknck × 1) total de respostas.

Usando a independência local, podemos escrever a probabilidade associada ao vetor de
respostas U kj.t como

P (U kj.t|θt, ζ) =
∏

i∈Ikt

P (Ukjit|θt, ζi)
Xkjit , (7.4)

em que Ikt, t = 1, · · · , T , k = 1, · · · , K é o conjunto dos ı́ndices dos itens presentes no
teste t para o grupo k. Adicionalmente, com a independência temporal podemos escrever

P (U kj..|θ, ζ) =
T∏

t=1

∏
i∈Ikt

P (Ukjit|θt, ζi)
Xkjit . (7.5)

A probabilidade marginal do vetor de respostas U kj.. é dada por

P (U kj..|ζ,ηk) =

∫

IRT

P (U kj..|θ, ζ)g(θ|ηk)dθ. (7.6)

e a verossimilhança por

L(ζ,η) =
K∏

k=1

Nk∏
j=1

P (U kj..|ζ,ηk).

Com essa expressão, estamos aptos para construir as equações de estimação para os
parâmetros dos itens ζi, i = 1, · · · , n, e para os parâmetros populacionais η. Este será o
nosso objetivo nas próximas seções. Boa parte dos desenvolvimentos são muito similares
aos dos caṕıtulos anteriores, por isso apenas os resultados principais serão apresentados.

7.4 Estimação dos Parâmetros dos Itens

As equações de estimação para os parâmetros dos itens são dadas por (2.8), com

∂ log L(ζ,η)

∂ζi

=
∂

∂ζi

{
K∑

k=1

Nk∑
j=1

log P (U kj..|ζ,ηk)

}

=
K∑

k=1

Nk∑
j=1

1

P (U kj..|ζ,ηk)

∂P (U kj..|ζ,ηk)

∂ζi

. (7.7)
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De forma similar ao desenvolvimento em (2.10), temos que

∂P (U kj..|ζ, ηk)

∂ζi

=

∫

IRT

{∑
t∈� i

Xkjit

(
∂P (Ukjit|θt, ζi)/∂ζi

P (Ukjit|θt, ζi)

)}
P (U kj..|θ, ζ)g(θ|ηk)dθ,

Utilizando as notações em (2.16) e (2.17) e os desenvolvimentos em (2.13) e (2.14),
chegamos a

∂P (U kj..|ζ, ηk)

∂ζi

=

∫

IRT

{∑
t∈� i

Xkjit(Ukjit − Pit)

(
∂Pit

∂ζi

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
P (U kj..|θ, ζ)g(θ|ηk)dθ.

(7.8)

Considerando

g∗kj(θ) = P(θ|U kj.., ζ, ηk) =
P (U kj..|θ, ζ)g(θ|ηk)

P (U kj..|ζ, ηk)
, (7.9)

teremos que a equação de estimação (7.7) pode ser escrita como

∂ log L(ζ,η)

∂ζi

=
K∑

k=1

Nk∑
j=1

∫

IRT

{∑
t∈� i

Xkjit(Ukjit − Pit)

(
∂Pit

∂ζi

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

}
g∗kj(θ)dθ = 0.

(7.10)

7.4.1 Aplicação ao Modelo Loǵıstico de 3 Parâmetros

Em resumo, temos que as equações de estimação para os parâmetros ai, bi e ci são,
respectivamente,

ai : D(1− ci)
K∑

k=1

Nk∑
j=1

∫

IRT

{∑
t∈� i

Xkjit(Ukjit − Pit)(θt − bi)Wit

}
g∗kj(θ)dθ = 0,

bi : −Dai(1− ci)
K∑

k=1

Nk∑
j=1

∫

IRT

{∑
t∈� i

Xkjit(Ukjit − Pit)Wit

}
g∗kj(θ)dθ = 0,

ci :
K∑

k=1

Nk∑
j=1

∫

IRT

{∑
t∈� i

Xkjit(Ukjit − Pit)
Wit

P ∗
it

}
g∗kj(θ)dθ = 0.
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Estas equações não possuem solução expĺıcita e por isso precisaremos de algum método
iterativo para a obtenção das estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros dos
itens. As expressões das derivadas segundas da log-verossimilhança na atual situação são
bastante similares às apresentadas no Caṕıtulo 4, e por isso não serão apresentadas aqui.
Para detalhes, veja a Seção A.5.

7.5 Estimação dos Parâmetros Populacionais

A modelagem da distribuição das habilidades no caso de vários grupos tem alguns pon-
tos que precisam ser bem explorados, pois podem levar a uma estimação dos parâmetros
populacionais com ńıvel bem maior de complexidade do que o caso de um único grupo. O
conjunto total de parâmetros é dado por (7.2). Não há, inicialmente, o que explorar com
relação à matriz de médias, mas há bastante no que se refere às matrizes de covariâncias.
Através das restrições em (7.3) fixamos o teste 1 do grupo 1 como referência, ou seja,
a restrição se deu parcialmente sobre a matriz Σ1. Entretanto, nenhuma restrição será
necessária para qualquer outra matriz Σk, k > 1. Como conseqüência, as matrizes Σk,
k = 1, · · · , K, poderão ser diferentes. Podemos até supor que as estruturas de covariâncias
nos K grupos são de tipos diferentes, como os tipos definidos nas Seções 3.3 a 3.7, e nesse
caso o número de parâmetros de Σ em (7.2) pode ser relativamente grande, causando uma
maior exigência computacional. Um dos casos mais simples seria a escolha (suposição) de
Σk = σ2

kR, onde R é, por exemplo, a matriz de correlação uniforme. Neste caso, cada
população adicional teria apenas um novo parâmetro em Σ para ser estimado. Entretanto,
essa suposição impõe uma mesma estrutura de correlação para todas as populações, o que
pode não ser verdadeiro.

Devido às restrições em (7.3), as equações de estimação para os parâmetros da população
referência são ligeiramente diferentes das demais. De forma geral, as equações de estimação
para os parâmetros populacionais são

∂ log L(ζ,η)

∂ηk

= 0, k = 1, · · · , K. (7.11)

Para chegarmos à expressão da função de estimação em (7.11), notemos que

∂ log L(ζ,η)

∂ηk

=

Nk∑
j=1

1

P (U kj..|ζ,ηk)

∂P (U kj..|ζ, ηk)

∂ηk

(7.12)

e

Tavares, H. R. IME/USP



7.5 Estimação dos Parâmetros Populacionais 58

∂P (U kj..|ζ,ηk)

∂ηk

=

∫

IRT

P (U kj..|θ, ζ)

(
∂g(θ|ηk)

∂η

)
dθ

=

∫

IRT

P (U kj..|θ, ζ)g(θ|ηk)

(
∂ log g(θ|ηk)

∂η

)
dθ. (7.13)

Então, segue que a equação de estimação para ηk é

∂ log L(ζ,η)

∂ηk

=

Nk∑
j=1

1

P (U kj..|ζ,ηk)

∫

IRT

P (U kj..|θ, ζ)g(θ|ηk)

(
∂ log g(θ|ηk)

∂ηk

)
dθ

=

Nk∑
j=1

∫

IRT

(
∂ log g(θ|ηk)

∂ηk

)
g∗kj(θ)dθ = 0. (7.14)

No caso em que θk tem distribuição Normal T -variada com vetor de médias µk e matriz
de covariâncias Σk, temos que

∂ log g(θ|ηk)

∂ηk

= −1

2

∂ (log |Σk|)
∂ηk

− 1

2

∂

∂ηk

[
(θ − µk)

′Σ−1
k (θ − µk)

]
.

Considerando V k = Σ−1
k = (vkij), temos que

∂ log g(θ|ηk)

∂µk(1)

= V k(1)(θ − µk), k = 1, (7.15)

e

∂ log g(θ|ηk)

∂µk

= V k(θ − µk), k > 1, (7.16)

onde µk(1) = (µk2, µk3, · · · , µkT )′ e V k(1) é a matriz V k sem a primeira linha. Para fins de
estimação de ηk ainda serão necessárias as equações relativas aos parâmetros da estrutura
de covariância adotada. De forma geral, temos que

∂

∂σkij

log g(θ|ηk) = −1

2

∂ (log |Σk|)
∂σkij

− 1

2
(θ − µk)

′
[

∂V k

∂σkij

]
(θ − µk). (7.17)

Podemos, agora, usar as expressões desenvolvidas nas Seções 3.3 a 3.7 para obter as
equações de estimação para cada uma das estruturas de covariâncias adotadas. Na Seção
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A.2 temos as expressões para as derivadas segundas, relativas a cada estrutura de co-
variância, e na Seção A.5 temos as derivadas segundas da log-verossimilhança, necessárias
ao processo de estimação.

A estimação bayesiana é feita como no Caṕıtulo 5, com todas as prioris sugeridas lá.
Apenas o número de parâmetros a estimar será maior.

Até aqui não houve nenhuma exploração relativa aos vetores de médias. No próximo
caṕıtulo voltaremos nossa atenção para posśıveis estruturas de crescimento nos vetores de
médias ao longo das T condições de avaliação.
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Caṕıtulo 8

Curvas de Crescimento

O objetivo deste caṕıtulo se concentra na exploração de algumas estruturas para os
parâmetros populacionais de locação. Estaremos assumindo que a distribuição das habil-
idades dos indiv́ıduos do grupo k é Normal Multivariada com parâmetros ηk = (µk,Σk).
O interesse agora se concentra no vetor de médias, e não na matriz de covariâncias. Como
para cada grupo o vetor µk = (µk1, µk1, · · · , µkT )′ representa as habilidades médias ao lon-
go das T condições de avaliação, na prática esperamos que estas médias sejam crescentes
no tempo. Em algumas aplicações podemos até ter o caso em que tais habilidades médias
sejam decrescentes ao longo do tempo, ou ainda crescente em um peŕıodo e decrescente
em outro. De acordo com isso podemos pensar em modelar a habilidade média ao longo do
tempo através de algumas funções de interesse, tais como a função linear ou quadrática.
Essa modelagem pode trazer uma redução substancial no número de parâmetros a esti-
mar. Se tivermos T > 2 condições de avaliação e K grupos, teremos T × K − 1 médias
em (7.2) a serem estimadas devido à restrição em (7.3); se supormos que a variação das
habilidades médias ao longo do tempo é linear teremos 2×K−1 parâmetros, que é menor
do que o número de parâmetros inicial.

Vamos considerar que os testes 1 a T são realizados nos tempos t1, t2, · · · , tT . Se estes
testes forem realizados em intervalos de tempos regulares, podemos adotar t1 = 1, t2 =
2, · · · , tT = T . De qualquer forma, podemos assumir que o teste 1 foi realizado no tempo
1, i.e., t1 = 1, e os outros tempos dependerão dos intervalos em que tais testes foram
realizados a partir de t1.

De forma geral, seja

µkt = fk(t|η1k), (8.1)

onde fk representa uma função cont́ınua duplamente diferenciável e η1k representando o
vetor de pk parâmetros da função. O vetor de médias nas T condições de avaliação pode,
agora, ser escrito como

µk = (fk(t1), fk(t2), · · · , fk(tT ))′.

Muitas funções têm sido propostas na teoria de curvas de crescimento em dados longi-
tudinais (ver Lindsey, 1993, por exemplo). Na maioria das vezes algumas funções simples,
tais como as funções linear ou quadrática são suficientes para modelar uma estrutura
longitudinal, mas polinômios de ordem maior que dois e algumas funções não-lineares
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têm sido aplicadas em várias situações. A Tabela 8.1 apresenta uma relação de funções
amplamente utilizadas em várias situações.

Tabela 8.1 Modelos de curvas de crescimento para o vetor de médias da população k

Loǵıstico Triplo γ1k

1+e−α1k(t−β1k) + γ2k

1+e−α2k(t−β2k) + γ3k

1+e−α3k(t−β3k)

Gompertz γ1k + γ2ke
−e−αk(t−βk)

Jenns αk + βkt− eγk+δkt

Count αk + βkt + γk log t
Mitscherlish αk − βke

−γkt

A partir do modelo Loǵıstico Triplo obtêm-se outros dois modelos bastante utilizados:
o modelo Loǵıstico Duplo (γ3k = 0) e o Loǵıstico (γ2k = 0, γ3k = 0).

Uma formulação a partir do qual um número bastante grande de modelos de curva de
crescimento podem ser obtidos foi proposta por Nelder (1961,1962), com base na equação
diferencial

dµkt

dt
= τ3kµkt[h(eτ2k , τ4k)− h(µkt, τ4k)], (8.2)

onde

h(λ, τ4k) =

{
λτ4k−1

τ4k
τ4k 6= 0

log(λ) τ4k = 0,

com condição inicial µ11 = exp(τ11) no ponto inicial t = t1 = 1, cuja solução é dada por

µkt =

{
eτ2k [1 + (e(τ2k−τ1k)τ4k − 1)e−τ3k(t−t1)eτ2kτ4k ]

− 1
τ4k , τ4k 6= 0

eτ2k+(τ1k−τ2k)e−τ3k(t−t1)
, τ4k = 0.

(8.3)

Temos, então, que τ11 = log(µ11) e quando τ3k > 0, o parâmetro τ2k = limt→∞ log(µkt)
representa a asśıntota. Os parâmetros τ3k e τ4k controlam a taxa de crescimento de µkt. Se
τ3k > 0 e τ2k > τ1k, teremos crescimento positivo de µkt, que é tipicamente o caso de maior
interesse na maioria das situações práticas. Neste caso, a função assume o valor eτ1k em
t = t1 e cresce para o valor eτ2k quando t →∞. Se tivermos τ3k < 0 e τ2k > τ1k ou τ3k > 0
e τ2k < τ1k, teremos crescimento negativo (decaimento). O parâmetro τ4k determina o tipo
da curva, tendo como casos particulares as curvas de Mitscherlish (τ4k = −1), Gompertz
(τ4k = 0), Loǵıstica (τ4k = 1) e a exponencial (τ4k →∞ e h(eτ2k , τ4k) → constante).

Para aplicarmos esta função ao presente trabalho será necessária uma pequena alteração.
Podemos notar que a restrição µ11 = 0 nos levaria a τ11 = −∞ e a expressão (8.3) seria
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inútil. Para contornar esse problema podemos notar que µ1t = eτ11 no ponto inicial t1 = 1,
logo basta que esse valor seja subtráıdo em (8.3) para chegarmos a µ11 = 0, isto é,

µkt =

{
eτ2k [1 + (e(τ2k−τ1k)τ4k − 1)e−τ3k(t−t1)eτ2kτ4k ]

− 1
τ4k − eτ11 , τ4k 6= 0

eτ2k+(τ1k−τ2k)eτ3k(t−t1) − eτ11 , τ4k = 0.
(8.4)

Heitjan (1991a,1991b) argumenta que se alguma covariável, zkt, for dispońıvel, essa
informação pode ser incorporada ao parâmetro de asśıntota, τ2k, em (8.3) supondo-se que
este parâmetro é uma função do tempo, da seguinte forma:

τ2kt = τ1k + log

(
2

1 + eβkzkt

)
. (8.5)

Se zkt = 0, a asśıntota é uma constante na condição inicial; se zkt = zk é constante no
tempo, a média cresce ou decresce da sua condição inicial, eτ1k , para 2eτ1k/(1 + eβkzk). Se
βk = 0, nenhum crescimento ou decrescimento ocorre para o grupo k.

A seguir, tratamos genericamente da obtenção das equações de estimação para os
parâmetros das curvas de crescimento. Após isso, consideramos os casos particulares das
curvas de Heitjan e polinomial.

8.1 Equações de Estimação

Nosso objetivo agora será obter as equações de estimação para os pk parâmetros asso-
ciados a fk, que serão representados por η1k = (η1k1, η1k2, · · · , η1kpk

)′. De forma geral, as
equações de estimação para esse conjunto de parâmetros são dadas por (7.14), ou seja,

∂ log L(ζ,η)

∂η1k

=

Nk∑
j=1

∫

IRT

(
∂ log g(θ|ηk)

∂η1k

)
g∗kj(θ)dθ = 0, (8.6)

onde η = (η′1,η
′
2, · · · , η′K)′ com ηk = (η′1k,η

′
2k)

′, no qual η2k é o vetor de parâmetros
associados à estrutura de covariância adotada. Definindo

µ
(1)
ks =

∂µk

∂η1ks

, ∆
(1)
k =

(
µ

(1)
k1 , µ

(1)
k2 , · · · , µ

(1)
kpk

)
,

m
(1)
ks = µ

(1)′
ks Σ−1

k µk e m
(1)
k =

(
m

(1)
k1 ,m

(1)
k2 , · · · ,m

(1)
kpk

)′
,

teremos que
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∂ log g(θ|ηk)

∂η1ks

= −1

2

∂

∂η1ks

[
(θ − µk)

′Σ−1
k (θ − µk)

]

= −1

2

[
−2

(
∂µk

∂η1ks

)′
Σ−1

k θ +
∂(µ′

kΣ
−1
k µk)

∂η1ks

]

= −1

2

[
−2µ

(1)′
ks Σ−1

k θ + 2m
(1)
ks

]

= µ
(1)′
ks Σ−1

k θ −m
(1)
ks .

Com isso,

∂ log g(θ|ηk)

∂η1k

= ∆
(1)′
k Σ−1

k θ −m
(1)
k . (8.7)

Com (8.7) aplicado à (8.6) chegamos à equação de estimação para η1k. Para efeito de
implementação do método Newton-Raphson serão necessárias as derivadas segundas de
log g(θ|ηk). Em seguida apresentamos as principais expressões, deixando os detalhes para
a Seção A.6. Sejam

∆
(2)
ks =

∂∆
(1)
k

∂η1ks

, ∆
(2)
k =




∆
(2)
k1
...

∆
(2)
kpk


 ,

m
(2)
ks =

∂m
(1)
k

∂η1ks

e M
(2)
k =

∂m
(1)
k

∂η1k

=
(
m

(2)
k1 , m

(2)
k2 , · · · ,m

(2)
kpk

)
.

Então,

∂2 log g(θ|ηk)

∂η1k∂η′1k

=
(
θ′Σ−1

k

) ⊗ ∆
(2)
k −M

(2)
k ,

onde ⊗ representa o Produto de Kronecker definido por

(
θ′Σ−1

k

) ⊗ ∆
(2)
k =




θ′Σ−1
k ∆

(2)
k1

...

θ′Σ−1
k ∆

(2)
kpk


 .

Para a obtenção das derivadas segundas com relação a η1k e η2k, onde η2k = (η2k1, η2k2,
· · · , η2kqk

)′, sejam V k = Σ−1
k ,
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V
(1)
kr =

∂V k

∂η2kr

, V
(1)
k =




V
(1)
k1
...

V
(1)
kqk


 ,

e

m
(2)
2kr =

∂m
(1)
k

∂η2kr

e M
(2)
2k =

(
m

(2)
2k1, m

(2)
2k2, · · · ,m

(2)
2kqk

)
.

Então, segue de (8.7) que

∂ log g(θ|ηk)

∂η2kr∂η′1k

= θ′V (1)
kr ∆

(1)
k −m

(2)′
2kr .

Com isso, temos que

∂2 log g(θ|ηk)

∂η2k∂η′1k

= θ′ ⊗ V
(1)
k ⊗ ∆

(1)
k −M

(2)′
2k ,

onde

θ′ ⊗ V
(1)
k ⊗ =




θ′V (1)
k1 ∆

(1)
k

...

θ′V (1)
kqk

∆
(1)
k


 .

As expressões das derivadas segundas de log g(θ|ηk) com relação a η2k para as estruturas
de covariâncias estudadas neste trabalho são dadas nas Seções 3.3 a 3.7.

Como comentado antes, algumas funções são de particular interesse nesse tipo de abor-
dagem. Na próxima seção exploramos o caso em que fk é a curva de Heitjan.

8.2 Curva de Crescimento de Heitjan

Neste seção consideramos que a função de crescimento das habilidades médias de ca-
da grupo é dada pela curva de Heitjan, expressa por (8.4). Basicamente, por (8.7), o
que precisamos são as derivadas de µkt com relação ao conjunto de parâmetros τ k =
(τ1k, τ2k, τ3k, τ4k)

′. Estas derivadas resultam em expressões um tanto longas, por isso adotare-
mos algumas notações para simplificá-las. Considerando
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h1kt = h1t(τ k) = e(τ2k−τ1k)τ4k − 1

h2kt = h2t(τ k) = e−τ3k(t−t1)eτ2kτ4k

h3kt = h3t(τ k) = e(τ2k−τ1k)e−τ3k(t−t1)

hkt = h1kth2kt,

podemos escrever (8.4) como

µkt =

{
eτ2k [1 + hkt]

− 1
τ4k − eτ11 , τ4k 6= 0

eτ2kh3kt − eτ11 , τ4k = 0
(8.8)

Sejam, ainda, para i = 1, 2, 3, 4,

µ
(i)
kt =

∂µkt

∂τik

, h(i)
∗ =

∂h∗
∂τik

e 1{k=1} =

{
1, se k = 1,

0, se k 6= 1.

Com esta notação, as derivadas primeiras de µkt com relação a τ k são dadas por

µ
(1)
kt =

{
−τ−1

4k eτ2k [1 + hkt]
−τ−1

4k −1h
(1)
kt − eτ111{k=1}, τ4k 6= 0

eτ2kh
(1)
3kt − eτ111{k=1}, τ4k = 0

(8.9)

µ
(2)
kt =

{
eτ2k [1 + hkt]

−τ−1
4k − τ−1

4k eτ2k [1 + hkt]
−τ−1

4k −1h
(2)
kt , τ4k 6= 0

eτ2k [h3kt + h
(2)
3kt], τ4k = 0

µ
(3)
kt =

{
−τ−1

4k eτ2k [1 + hkt]
−τ−1

4k −1h
(3)
kt , τ4k 6= 0

eτ2kh
(3)
3kt, τ4k = 0

µ
(4)
kt = τ−2

4k eτ2k(1 + hkt)
−τ−1

4k [log(1 + hkt)− τ4k(1 + hkt)
−1h

(4)
3kt]. (8.10)

As expressões para as quantidades h
(i)
∗ podem ser encontradas na Seção A.7. Com (8.9)

a (8.10) podemos compor as equações de estimação para os parâmetros das curvas de
crescimento. Para o processo de estimação, são necessárias as derivadas segundas de µtk

com relação a τ k. Essas derivadas também podem ser encontradas na Seção A.7.
Na seção seguinte exploramos o caso em que fk é um polinômio de grau dk (ou seja,

pk = dk + 1) e obteremos as expressões da Seção 8.1 para este caso. Geralmente dk = 1
e 2 são os casos de maior interesse.
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8.3 Curva de Crescimento Polinomial

Nesta seção vamos considerar que a função de crescimento das habilidades médias
de cada grupo ao longo do tempo pode ser modelada (ou aproximada) por uma função
polinomial. Esse tipo de função muitas vezes pode ser usada quando o interesse se restringe
ao intervalo de tempo envolvido no experimento, mas previsões para peŕıodos fora desse
intervalo podem não ser confiáveis. Sandland & McGilchrist (1979) discutem bastante esse
tipo de modelo indicando pontos que podem torná-lo não atrativo.

Para o modelo polinomial, temos

µkt ≡ fk(t) = α0k + α1k(t− 1) + · · ·+ αdkk(t− 1)dk =

dk∑
s=0

αsk(t− 1)s,

onde por (7.3) temos que α01 = 0. O conjunto de parâmetros associados a fk é η1k =
(α0k, α1k, · · · , αdkk)

′, i.e., η1ks = α(s−1)k, e o vetor de médias nas T condições de avaliação
pode ser escrito como

µk =




α0k + α1k(t1 − 1) + · · ·+ αdkk(t1 − 1)dk

...
α0k + α1k(tT − 1) + · · ·+ αdkk(tT − 1)dk




= α0kl0 + α1kl1 + · · ·+ αdkkldk
=

dk∑
s=0

αskls,

onde ls = ((t1 − 1)s, (t2 − 1)s, · · · , (tT − 1)s)′, com s = 0, 1, · · · , dk e assumindo que 00 = 1.
Usando a notação

γijk = l′iΣ
−1
k lj, γsk = (γs0k, γs1k, · · · , γsdkk)

′ e Γk = (γijk), ∀i, j,
temos que

µ
(1)
ks =

∂µk

∂αsk

= ls, ∆
(1)
k = (l0, l1, · · · , ldk

) ≡ Lk

m
(1)
ks = l′sΣ

−1
k µk =

dk∑
r=0

αrkl
′
sΣ

−1
k lr =

dk∑
r=0

αrkγsrk = γ ′skη1k,

e portanto,

m
(1)
k = Γkη1k.

Podemos, então, escrever (8.7) como
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∂ log g(θ|ηk)

∂η1k

= L′
kΣ

−1
k θ − Γkη1k. (8.11)

A derivada segunda de log g(θ|ηk) é

∂2 log g(θ|ηk)

∂η1k∂η′1k

= − ∂

∂η1k

(η′1kΓk) = −Γk. (8.12)

Temos ainda que

m
(2)
2kr =

∂m
(1)
k

∂η2kr

=

(
∂Γk

∂η2kr

)
η1k,

onde

∂γijk

∂η2kr

= l′i

(
∂V

(1)
k

∂η2kr

)
lj. (8.13)

Com estas expressões aplicadas à Equação (A.16) obtemos as estimativas de máxima
verossimilhança dos novos parâmetros em η1k, bem como de η2k, para k = 1, · · · , K.

Conclúımos aqui boa parte do trabalho. Tratamos, na presença de uma única população
em estudo e com estrutura de dados completa, da estimação dos parâmetros dos itens e
dos parâmetros populacionais, de forma separada e, posteriormente, conjunta. Abordamos
ainda a estimação bayesiana e estimação das habilidades. Após essa etapa, relaxamos
a exigência de dados completos. O passo seguinte foi considerar a presença de várias
populações em estudo, e finalmente, a exploração de estruturas de crescimento para os
vetores de médias. Resta, então, fazer uma “exploração numérica”dos resultados teóricos.
No próximo caṕıtulo nos dedicamos às aplicações, tanto a dados simulados como a dados
reais.
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Aplicações

Neste caṕıtulo fazemos a aplicação dos modelos propostos em dados simulados e em
dados reais. Esta etapa será dividida em vários passos; na Seção 9.1 consideramos apenas
a estimação dos parâmetros populacionais, fixando os parâmetros dos itens; na Seção 9.2
tratamos da estimação dos parâmetros dos itens, fixando os parâmetros populacionais,
e a estimação conjunta é abordada na Seção 9.3. Na Seção 9.4 fazemos uma aplicação a
dados reais, obtidos com o projeto Avaliação do processo de inovações no ciclo básico e seu
impacto sobre a situação de ensino-aprendizagem na região metropolitana de São Paulo
(AVJU), da Secretaria de Estado da Educação de São Paulo, considerando a estimação
conjunta e explorando as várias estruturas de covariâncias adotadas neste trabalho.

Para o estudo de simulação, consideramos a situação em que N = 1000 indiv́ıduos são
submetidos a testes em T = 5 condições de avaliação. Para a probabilidade de acerto a
qualquer dos itens, foi utilizado o ML3. A distribuição NT (µ,Σ) será utilizada para o vetor
de habilidades. O vetor de médias µ = (0, 1, 2, 3, 4)′ será adotado em todas as situações e
os valores para os parâmetros da matriz de covariância dependerão da particular estrutura
de covariância considerada. Na Tabela 9.1 temos a relação de todos os valores usados para
os parâmetros populacionais. Vale notar que a estrutura de covariância de Bandas só é
positiva definida quando |ρ| ≤ 0, 5, e por isso o valor máximo adotado para esse parâmetro
será ρ = 0, 45. Para a estrutura de Hankel deve-se ter |σ12| ≤ mint,s

√
σ2

t σ
2
s e por isso o

valor máximo adotado para esse parâmetro será σ12 = 0, 75.

Tabela 9.1 Valores dos parâmetros populacionais usados nas simulações

µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 ρ ou σ12 σ2 ou σ2
1 σ2

2 σ2
3 σ2

4 σ2
5

Diagonal 0 1 2 3 4 1 0,8 0,9 1,1 1,2
Uniforme 0 1 2 3 4 0,25 e 0,75 1
Bandas 0 1 2 3 4 0,25 e 0,45 1
AR(1) 0 1 2 3 4 0,25 e 0,75 1
Hankel 0 1 2 3 4 0,25 e 0,75 1 0,8 0,9 1,1 1,2

Para manter um controle mais ŕıgido sobre o processo de estimação, optamos por trans-
formar os valores gerados para as habilidades de forma que os vetores θ = (θ1, · · · , θT )′

tenham vetores de médias e matrizes de covariâncias o mais próximo posśıvel dos val-
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ores desejados. Para isso, após gerada a matriz N × T de habilidades, foram obtidos
o vetor de médias, m, e a matriz de covariâncias amostral, S. A transformação θ∗ =
Σ1/2S−1/2(θ−m) + µ gera valores para as habilidades com os parâmetros desejados. Os
resultados numéricos desse procedimento foram bastante satisfatórios.

Cada um dos 5 testes será constitúıdo por 24 itens, com 6 itens comuns entre cada par
de testes adjacentes, ou seja, o teste 1 será formado pelos itens 1 a 24, o teste 2 pelos
itens 19 a 42, o teste 3 pelos itens 37 a 60, o teste 4 pelos itens 55 a 78 e, finalmente,
o teste 5 pelos itens 73 a 96. Na Tabela 9.2 temos os valores dos parâmetros dos itens
(na escala Normal, isto é D = 1, 7) utilizados na simulação. Foram considerados itens
com o parâmetro ai variando de 0,6 (baixa discriminação) a 1,4 (alta discriminação), o
parâmetro bi variando de -0,7 a 4,7 e o parâmetro ci assumindo apenas o valor 0,20. A
alocação dos itens procurou evitar a aplicação de itens muito fáceis ou muito dif́ıceis em
cada um dos testes. Por exemplo, a aplicação de um item com parâmetro bi igual a 4,7
no teste 1 poderia trazer problemas de estimação, pois espera-se que poucos indiv́ıduos
tenham habilidade em torno deste valor na condição de avaliação 1. O mesmo racioćınio
se estende aos outros testes.

O software utilizado para a simulação foi o Ox (Doornik, 2000), no qual construiu-se
um programa espećıfico para a estimação dos parâmetros envolvidos nos modelos aqui
propostos. Este programa está disponibilizado para posśıveis interessados, juntamente
com um sucinto manual, na home-page http://www.ime.usp.br/~hert/tri.

Como a estimação dos parâmetros populacionais compõe apenas um bloco para a es-
timação conjunta, optou-se por fixar os parâmetros relativos à condição de avaliação 1.
Desta forma, em todas as situações estaremos adotando µ1 = 0 e σ2

1 = 1.

9.1 Estimação dos Parâmetros Populacionais

Nesta seção apresentamos alguns resultados obtidos via simulação, considerando cada
uma das estruturas de covariâncias adotadas. As Tabelas 9.3 e 9.4 apresentam os resultados
(estimativas médias e desvios-padrão) obtidos em M = 500 iterações. Para cada estrutura
de correlação, a linha superior da tabela equivale às estimativas médias, enquanto as linhas
inferiores representam os desvios-padrão estimados.

Observando as Tabelas 9.3 e 9.4, vemos que as estimativas médias estão muito próximas
dos verdadeiros valores, comprovando a eficácia do processo de estimação dos parâmetros
populacionais. Tais estimativas médias se mostraram um pouco melhores nos componentes
do vetor de médias µ do que nos componentes das matrizes de covariâncias.

As estimativas médias para σ2
t no modelo Diagonal foram muito boas. Os resulta-

dos obtidos para ρ nos modelos Uniforme, Bandas e AR(1), apresentaram valores muito
próximos dos verdadeiros quando ρ = 0, 25. Para ρ = 0, 75, tais valores foram ligeiramente
inferiores. Com relação ao parâmetro σ12 da estrutura de Hankel, os resultados obtidos
foram ligeiramente inferiores aos verdadeiros nos dois casos considerados. Ainda sob essa
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Tabela 9.2 Valores adotados para os parâmetros dos itens

Item Teste ai bi ci Item Teste ai bi ci

1 1 0,6 -0,7 0,2 51 3 1,4 2,1 0,2
2 1 1,0 -0,7 0,2 52 3 0,6 2,3 0,2
3 1 1,4 -0,7 0,2 53 3 0,6 2,5 0,2
4 1 0,6 -0,5 0,2 54 3 0,6 2,7 0,2
5 1 1,0 -0,5 0,2 55 3;4 1,0 2,3 0,2
6 1 1,4 -0,5 0,2 56 3;4 1,0 2,5 0,2
7 1 0,6 -0,3 0,2 57 3;4 1,0 2,7 0,2
8 1 1,0 -0,3 0,2 58 3;4 1,4 2,3 0,2
9 1 1,4 -0,3 0,2 59 3;4 1,4 2,5 0,2

10 1 0,6 -0,1 0,2 60 3;4 1,4 2,7 0,2
11 1 1,0 -0,1 0,2 61 4 0,6 2,9 0,2
12 1 1,4 -0,1 0,2 62 4 1,0 2,9 0,2
13 1 0,6 0,1 0,2 63 4 1,4 2,9 0,2
14 1 1,0 0,1 0,2 64 4 0,6 3,0 0,2
15 1 1,4 0,1 0,2 65 4 1,0 3,0 0,2
16 1 0,6 0,3 0,2 66 4 1,4 3,0 0,2
17 1 0,6 0,5 0,2 67 4 0,6 3,1 0,2
18 1 0,6 0,7 0,2 68 4 1,0 3,1 0,2
19 1;2 1,0 0,3 0,2 69 4 1,4 3,1 0,2
20 1;2 1,0 0,5 0,2 70 4 0,6 3,3 0,2
21 1;2 1,0 0,7 0,2 71 4 0,6 3,5 0,2
22 1;2 1,4 0,3 0,2 72 4 0,6 3,7 0,2
23 1;2 1,4 0,5 0,2 73 4;5 1,0 3,3 0,2
24 1;2 1,4 0,7 0,2 74 4;5 1,0 3,5 0,2
25 2 0,6 0,9 0,2 75 4;5 1,0 3,7 0,2
26 2 1,0 0,9 0,2 76 4;5 1,4 3,3 0,2
27 2 1,4 0,9 0,2 77 4;5 1,4 3,5 0,2
28 2 0,6 1,0 0,2 78 4;5 1,4 3,7 0,2
29 2 1,0 1,0 0,2 79 5 0,6 3,9 0,2
30 2 1,4 1,0 0,2 80 5 1,0 3,9 0,2
31 2 0,6 1,1 0,2 81 5 1,4 3,9 0,2
32 2 1,0 1,1 0,2 82 5 0,6 4,0 0,2
33 2 1,4 1,1 0,2 83 5 1,0 4,0 0,2
34 2 0,6 1,3 0,2 84 5 1,4 4,0 0,2
35 2 0,6 1,5 0,2 85 5 0,6 4,1 0,2
36 2 0,6 1,7 0,2 86 5 1,0 4,1 0,2
37 2;3 1,0 1,3 0,2 87 5 1,4 4,1 0,2
38 2;3 1,0 1,5 0,2 88 5 0,6 4,3 0,2
39 2;3 1,0 1,7 0,2 89 5 0,6 4,5 0,2
40 2;3 1,4 1,3 0,2 90 5 0,6 4,7 0,2
41 2;3 1,4 1,5 0,2 91 5 1,0 4,3 0,2
42 2;3 1,4 1,7 0,2 92 5 1,0 4,5 0,2
43 3 0,6 1,9 0,2 93 5 1,0 4,7 0,2
44 3 1,0 1,9 0,2 94 5 1,4 4,3 0,2
45 3 1,4 1,9 0,2 95 5 1,4 4,5 0,2
46 3 0,6 2,0 0,2 96 5 1,4 4,7 0,2
47 3 1,0 2,0 0,2
48 3 1,4 2,0 0,2
49 3 0,6 2,1 0,2
50 3 1,0 2,1 0,2
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Tabela 9.3 Estimativas médias (desvios-padrão): ρ = σ12 = 0, 25

µ2 µ3 µ4 µ5 ρ ou σ12 σ2
2 σ2

3 σ2
4 σ2

5

Diagonal 1,0012 2,0026 3,0038 4,0014 0,8001 0,9041 1,0977 1,1959
(0,0125) (0,0136) (0,0151) (0,0151) (0,0338) (0,0373) (0,0508) (0,0540)

Uniform 0,9986 1,9984 2,9983 3,9986 0,2583
(0,0140) (0,0153) (0,0147) (0,0144) (0,0094)

Bands 0,9984 1,9973 2,9978 3,9982 0,2525
(0,0140) (0,0144) (0,0145) (0,0141) (0,0095)

AR(1) 0,9984 1,9977 2,9979 3,9983 0,2544
(0,0140) (0,0144) (0,0146) (0,0140) (0,0103)

Hankel 1,0034 2,0025 3,0020 4,0012 0,2287 0,7218 0,8173 1,0046 1,1011
(0,0126) (0,0145) (0,0154) (0,0158) (0,0093) (0,0306) (0,0347) (0,045)9 (0,0512)

Tabela 9.4 Estimativas médias (desvios-padrão): ρ = σ12 = 0, 75

µ2 µ3 µ4 µ5 ρ ou σ12 σ2
2 σ2

3 σ2
4 σ2

5

Diagonal 1,0012 2,0026 3,0038 4,0014 0,8001 0,9041 1,0977 1,1959
(0,0125) (0,0136) (0,0151) (0,0151) (0,0338) (0,0373) (0,0508) (0,0540)

Uniforme 0,9986 1,9981 2,9982 3,9991 0,7291
(0,0159) (0,0171) (0,0179) (0,0169) (0,0076)

Bandas∗ 0,9992 1,9975 2,9976 3,9985 0,4430
(0,0141) (0,0147) (0,0138) (0,0139) (0,0072)

AR(1) 0,9985 1,9976 2,9981 3,9987 0,7343
(0,0158) (0,0159) (0,0165) (0,0138) (0,0066)

Hankel 0,9989 1,9989 2,9983 3,9983 0,7248 0,8020 0,8832 1,0967 1,1926
(0,0165) (0,0175) (0,0184) (0,0172) (0,0189) (0,0271) (0,0342) (0,0351) (0,0385)

∗ Neste caso foi usado ρ = 0, 45.

estrutura, as componentes σ2
t apresentaram resultados muito bons quando σ12 = 0, 75,

com resultados um pouco inferiores no caso σ12 = 0, 25.
No geral, a estimação apresentou resultados satisfatórios, mas ainda há o que melhorar,

o que provavelmente será alcançado com melhorias na implementação computacional do
processo de estimação.

9.2 Estimação dos Parâmetros dos Itens

Nesta seção tratamos da estimação dos parâmetros dos itens. Para a probabilidade
de acerto a qualquer dos itens, foi utilizado o ML3. A estimação foi realizada através do
algoritmo EM, como descrito no Caṕıtulo 4.

A Tabela 9.5 apresenta as somas dos quadrados dos desvios (SQD) das estimativas
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médias, obtidas em M = 500 iterações, com relação aos verdadeiros valores, associa-
da a cada tipo de parâmetro: discriminação, dificuldade e acerto ao acaso. Para cada
item e cada parâmetro deste, as M estimativas produzem uma estimativa da variância,
que são somadas para obtenção da variabilidade total (VT) associada a cada tipo de
parâmetro; esses resultados são apresentados na Tabela 9.6. Tabelas contendo tais esti-
mativas médias, bem como os desvios-padrão estimados podem ser encontradas na home-
page http://www.ime.usp.br/~hert/tri. Tais arquivos são apresentados em formato
xls e dvi. Os valores adotados para os parâmetros populacionais são aqueles apresentados
na Tabela 9.1. Para o modelo de Hankel, o valor adotado para σ12 será o mesmo adotado
para ρ nos outros modelos.

Tabela 9.5 Soma dos quadrados dos desvios com relação aos verdadeiros valores.

ρ = 0, 25 ρ = 0, 75 (ou ρ = 0, 45)
a b c a b c

Diagonal 0,1444 0,0761 0,0078
Uniforme 0,3290 0,0561 0,0092 0,4483 0,0470 0,0121
Bandas∗ 0,3294 0,0561 0,0095 0,3429 0,0478 0,0089
AR(1) 0,3305 0,0583 0,0097 0,4216 0,0466 0,0106
Hankel 0,3542 0,0564 0,0096 0,5441 0,0520 0,0123

∗ A estrutura independe de ρ
∗∗ Neste caso foi usado ρ = 0, 45 ao invés de ρ = 0, 75

Tabela 9.6 Soma das variâncias associadas a cada parâmetro

ρ = 0, 25 ρ = 0, 75 (ou ρ = 0, 45)
a b c a b c

Diagonal∗ 2,8221 4,0138 0,5348
Uniforme 1,9250 3,2079 0,4012 1,8898 3,4182 0,4246
Bandas∗∗ 1,9095 3,1904 0,3977 1,9050 3,2658 0,4074
AR(1) 1,8995 3,1709 0,3934 1,9288 3,3900 0,4205
Hankel 1,9238 3,2366 0,4062 1,8633 3,4773 0,4285

∗ A estrutura independe de ρ
∗∗ Neste caso foi usado ρ = 0, 45 ao invés de ρ = 0, 75

Podemos notar pela Tabela 9.5 que mudanças nas estruturas de covariância adotadas
agem de forma diferente nos parâmetros dos itens. O parâmetro de discriminação foi
melhor estimado quando ρ = 0, 25. Entretanto, o oposto aconteceu com o parâmetro de
dificuldade, que foi pior estimado quando ρ = 0, 25. O parâmetro de acerto ao acaso
foi melhor estimado quando ρ = 0, 25, com exceção para a estrutura de Bandas. Pela
Tabela 9.6, vemos que estas relações não se mantêm quando consideramos a variabilidade
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total. A variabilidade associada ao parâmetro de discriminação foi maior quando ρ = 0, 25,
com exceção para o modelo AR(1). Para os parâmetros de dificuldade e acerto ao acaso,
a variabilidade foi menor quando ρ = 0, 25.

Enfim, quando o objetivo é acurácia na estimação, podemos dizer que correlações al-
tas ajudam na estimação do parâmetro de dificuldade, mas prejudicam a estimação do
parâmetro de discriminação. Essa conclusão inverte-se quando o objetivo é uma menor
variabilidade. A estimação do parâmetro de acerto ao acaso é sempre favorecida por cor-
relações baixas.

Vale a pena ressaltar que apesar das considerações feitas, tanto SQD quanto VT apre-
sentam valores bem pequenos, mostrando a eficácia dos modelos propostos.

9.3 Estimação Conjunta

Nesta seção temos o caso mais freqüente que ocorre na prática, quando tem-se que
estimar tanto os parâmetros dos itens quanto os populacionais. As Tabelas 9.7 e 9.8
apresentam as mesmas quantidades descritas nas seções anteriores, ou seja, as estimativas
médias dos parâmetros populacionais e as somas dos quadrados dos desvios e variabilidade
total, no caso dos parâmetros dos itens.

As estimativas das médias estão muito próximas dos verdadeiros valores, tanto para
ρ = 0, 25 quanto para ρ = 0, 75. As estimativas médias para ρ e σ12 se mostraram
melhores quando ρ = 0, 25, com uma aparente subestimação no caso ρ = 0, 75.

As quantidades σ2
t não foram muito bem estimadas para o modelo Diagonal. Para o

modelo de Hankel, tais estimativas apresentaram-se muito próximas dos valores desejados
quando σ12 = 0, 75, mas não com σ12 = 0, 25. Curiosamente, a estimação de σ12 teve
resultados melhores do que os apresentados anteriormente.

Se compararmos os resultados obtidos nesta seção com aqueles da Seção 9.1, veremos
que os vetores de médias foram bem estimados em ambos os casos, e as quantidades ρ e
σ12 apresentam conclusões parecidas nas duas seções. Entretanto, foram detectados v́ıcios
associados a σ2

t no modelo Diagonal que antes não haviam aparecido. No modelo de Hankel
também apareceu um v́ıcio quando ρ = 0, 25, equivalente ao dobro (fator 2: relação entre
duas quantidades) do apresentado anteriormente. Ainda, os desvios-padrão associados aos
parâmetros populacionais mostraram-se bem maiores no caso da estimação conjunta, com
fatores superiores a 5, relativos às habilidades médias no modelo Diagonal, mas ficando em
torno de 3 nos outros casos. Novamente, ainda há bastante a melhorar, o que provavelmente
será alcançado com mais investimento na implementação computacional do processo de
estimação.
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Tabela 9.7 Estimativas médias (desvios-padrão): ρ = σ12 = 0, 25

µ2 µ3 µ4 µ5 ρ ou σ12 σ2
2 σ2

3 σ2
4 σ2

5

Diagonal 0,99345 1,9957 3,0123 4,0350 0,7961 0,9113 1,1446 1,2580
(0,0385) (0,0579) (0,0725) (0,0862) (0,0697) (0,0822) (0,0854) (0,1380)

Uniforme 1,0168 2,0145 3,0086 4,0037 0,2569
(0,0344) (0,0471) (0,0576) (0,0664) (0,0093)

Bandas 1,0154 2,0145 3,0099 4,0060 0,2526
(0,0352) (0,0485) (0,0576) (0,0682) (0,0101)

AR(1) 1,0154 2,0142 3,0093 4,0050 0,2542
(0,0349) (0,0482) (0,0581) (0,0693) (0,0103)

Hankel 1,0394 2,0863 3,0939 4,0544 0,2417 0,7947 0,8612 0,9653 1,0125
(0,0345) (0,0481) (0,0585) (0,0662) (0,0127) (0,0488) (0,0488) (0,0501) (0,0586)

Tabela 9.8 Estimativas médias (desvios-padrão): ρ = σ12 = 0, 75

µ2 µ3 µ4 µ5 ρ ou σ12 σ2
2 σ2

3 σ2
4 σ2

5

Diagonal 0,99345 1,9957 3,0123 4,0350 0,7961 0,9113 1,1446 1,2580
(0,0385) (0,0579) (0,0725) (0,0862) (0,0697) (0,0822) (0,0854) (0,1380)

Uniforme 1,0113 2,0066 3,0020 3,9967 0,7348
(0,0345) (0,0491) (0,0621) (0,0734) (0,0127)

Bandas∗ 1,0158 2,0149 3,0074 4,0065 0,4429
(0,0345) (0,0484) (0,0587) (0,0703) (0,0082)

AR(1) 1,0120 2,0110 3,0070 4,0047 0,7372
(0,0345) (0,0490) (0,0600) (0,0709) (0,0080)

Hankel 1,0372 2,0751 3,0786 4,0416 0,7682 0,8293 0,9555 1,1011 1,1725
(0,0422) (0,0516) (0,0647) (0,0758) (0,0326) (0,0797) (0,0367) (0,0454) (0,0507)

∗ Neste caso foi usado ρ = 0, 45.

Com relação aos parâmetros dos itens da Tabela 9.9, temos que o parâmetro de dis-
criminação foi melhor estimado quando ρ = 0, 25. O oposto aconteceu com o parâmetro
de dificuldade, que foi pior estimado quando ρ = 0, 25, com exceção do modelo de Bandas.
O parâmetro de acerto ao acaso foi melhor estimado quando ρ = 0, 25. Pela Tabela 9.10,
vemos que estas relações não se mantêm quando consideramos a variabilidade total. A
variabilidade associada ao parâmetro de discriminação foi maior quando ρ = 0, 25, com
exceção do modelo de Bandas. Para os parâmetros de dificuldade e acerto ao acaso a
variabilidade foi menor quando ρ = 0, 25.

Se compararmos os resultados obtidos nesta seção com aqueles da Seção 9.2, veremos
que os resultados referentes às Tabelas 9.9 e 9.10 estão muito próximos na maioria dos
casos dos resultados das Seções 9.5 e 9.6. No modelo de Hankel apenas o parâmetro de difi-
culdade foi afetado, com SQD equivalente a 5 vezes o apresentado anteriormente, mas sem
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comprometimento na VT. O modelo de Bandas também foi bastante afetado, mas ape-
nas quando ρ = 0, 45, apresentando quantidades equivalentes ao triplo das apresentadas
anteriormente. Com relação à VT, esse aumento ficou em torno de 30%.

Como esperado, os resultados obtidos com a estimação conjunta foram inferiores aos
obtidos nas situações onde um grupo de parâmetros era conhecido. Entretanto, em ambos
os casos as precisões foram boas.

Tabela 9.9 Soma dos quadrados dos desvios com relação aos verdadeiros valores.

ρ = 0, 25 ρ = 0, 75
a b c a b c

Diagonal∗ 0,1930 0,1296 0,0162
Uniforme 0,3288 0,0483 0,0093 0,4326 0,0447 0,0117
Bandas∗∗ 0,3322 0,0493 0,0098 0,9775 0,1761 0,0153
AR(1) 0,3289 0,0504 0,0099 0,4155 0,0414 0,0102
Hankel 0,3170 0,3320 0,0099 0,5982 0,2750 0,0113

∗ A estrutura independe de ρ
∗∗ Neste caso foi usado ρ = 0, 45 ao invés de ρ = 0, 75

Tabela 9.10 Soma das variâncias associadas a cada parâmetro

ρ = 0, 25 ρ = 0, 75
a b c a b c

Diagonal 3,0975 4,2745 0,5333
Uniforme 1,8798 3,2800 0,3862 1,8710 3,4937 0,4100
Bandas∗ 1,8724 3,2711 0,3835 2,6327 4,2738 0,4123
AR(1) 1,8796 3,2990 0,3858 1,8830 3,4605 0,4039
Hankel 1,9528 3,1561 0,3905 1,7978 3,4900 0,3957

∗ Neste caso foi usado ρ = 0, 45 ao invés de ρ = 0, 75
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9.4 Aplicação a Dados Reais: Projeto AVJU

Nesta seção utilizaremos um conjunto de dados provenientes de um estudo longitudinal
da Secretaria de Estado de Educação de São Paulo, denominado Avaliação do processo
de inovações no ciclo básico e seu impacto sobre a situação de ensino-aprendizagem na
região metropolitana de São Paulo (AVJU), cujo objetivo foi acompanhar o desempenho
de uma determinada população referente à habilidade em matemática. Um grupo de
aproximadamente 3000 crianças foi submetido a T = 3 testes, realizados nos meses de
novembro de 1992, 1993 e 1994. Na ocasião do teste 1, todos os indiv́ıduos cursavam a
primeria série do ensino fundamental.

O conjunto de dados é incompleto, no sentido de que nem todas as crianças inicialmente
selecionadas compareceram a todas as avaliações planejadas. O número de indiv́ıduos sub-
metidos a cada teste foi, respectivamente, 3388, 2840 e 2420. Estes testes não foram plane-
jados de forma a tornar comparáveis as escalas dos parâmetros dos itens e populacionais,
ou seja, não havia itens comuns entre eles. Para permitir a equalização, dois outros testes
secundários foram aplicados em grupos de 594 e 627 indiv́ıduos, onde o primeiro continha
itens aplicados nos testes de 1992 e 1993, enquanto o segundo continha itens dos testes de
1993 e 1994. Estes dois testes foram aplicados posteriormente aos três testes principais.

Para efeitos de estimação, serão considerados 5 testes, onde os testes principais serão
denominados de testes 1, 2 e 3, enquanto os secundários serão os testes 4 e 5. O número de
itens em cada teste são, respectivamente, 66, 48, 63, 66 e 70. O número de itens comuns é
38 entre os testes 1 e 4, 28 entre os testes 2 e 4, 28 entre os testes 2 e 5 e 42 entre os testes
3 e 5, perfazendo um total de n = 177 itens envolvidos no estudo. Devemos, entretanto,
salientar que apenas os testes 1, 2 e 3 são de interesse, de forma que não apresentaremos
os resultados referentes aos testes 4 e 5.

Como tanto os parâmetros populacionais como os dos itens são desconhecidos, será feita
a estimação conjunta desses parâmetros. Tais estimações serão realizadas considerando
algumas das estruturas de covariância exploradas neste trabalho. Serão apresentadas as
estimativas de todos os parâmetros envolvidos no estudo, e para quantificar qual estrutura
de covariância será a mais adequada, adotaremos o critério AIC (Akaike’s Infromation
Criterion), obtido por

AIC = −2 log L(ζ̂, η̂) + 2np,

onde a L(ζ̂, η̂) representa o valor da verossimilhança, e np o número de parâmetros en-
volvidos no modelo (ver Jones, 1993, por exemplo). A estrutura de covariância que gerar
o menor valor para AIC será a escolhida. O erro-padrão associado a cada parâmetro será
estimado com base na inversa da matriz de informação de Fisher.

Na Tabela 9.11 temos as estimativas dos parâmetros populacionais associados aos três
testes principais, quando adotados os modelos Uniforme, AR(1) e Hankel. O teste 1, relati-
vo à primeira série, foi adotado como referência, de modo que a habilidade desta população
no momento do teste 1 foi fixada como tendo média zero e desvio-padrão 1. As médias
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Tabela 9.11 Estimativas dos Parâmetros Populacionais (erro-padrão)

µ1 µ2 µ3 ρ ou σ12 σ2
1 σ2

2 σ2
3

Uniforme 0,0000 0,8655 1,5902 0,8138 1,0000 1,0000 1,0000
(0,0114) (0,0111) (0,0031)

AR(1) 0,0000 0,8468 1,6206 0,9395 1,0000 1,0000 1,0000
(0,0087) (0,0126) (0,0005)

Hankel 0,0000 0,8770 1,5927 0,7219 1,0000 0.8692 1,0281
(0,0189) (0,0196) (0,0117) (0,0201) (0,0226)

populacionais se apresentaram bastante próximas para as três estruturas, indicando que
na segunda série houve um aumento em torno de 0,85 pontos na habilidade média, quando
comparada à primeira série. Para a terceira série, este aumento ficou em torno de 1,60.
Entretanto, um dos principais resultados se refere à dependência entre as habilidades nas
três séries. Quando considerada que a correlação entre as habilidades em qualquer par de
testes é sempre a mesma [modelo Uniforme], a correlação estimada se apresentou bastante
alta, ficando em 0,8138. Se considerarmos que a dependência diminue quando o tempo
entre os testes aumenta [modelo AR(1)], a estimativa do parâmetro de interesse ficou em
ρ̂ = 0, 9395. Com esta estrutura temos que a correlação entre os testes 1 e 2 (e 2 e 3) é
0,9395, e entre os testes 1 e 3 é 0,8827. Se impormos as covariâncias todas iguais com as
variâncias diferentes [modelo de Hankel], esta covariância será estimada em σ̂12 ' 0, 7219 e
os desvios-padrão relativos às Séries 2 e 3 por 0,9323 (=

√
0, 8692) e 1,0140 (=

√
1, 0281),

respectivamente, produzindo as correlações 0,7743, 0,7120 e 0,7637, correspondentes aos
testes 1 e 2, 1 e 3, e 2 e 3 .

Em todos os três casos vimos que as correlações estimadas foram altas, particularmente
maior que 0,5, indicando um primeiro problema quando considerada a estrutura de Ban-
das. Entretanto, o maior problema foi sua não adaptação aos dados. Ela impõe que as
correlações sejam nulas entre pares de testes não adjacentes. Ocorre que a correlação entre
as habilidades nas Séries 1 e 3 são altas, digamos ρ̂13 ' 0, 8138 quando considerada a es-
trutura Uniforme, enquanto a estrutura de bandas impõe ρ13 = 0 e essa falta de ajuste aos
dados foi refletida pela não convergência do processo iterativo. Ainda, foram analisados
apenas os modelos que considerem algum tipo de dependência entre as habilidades, o que
levou ao descarte do Modelo Diagonal.

Na Tabela 9.12 apresentamos as log-verossimilhanças, número de parâmetros e o valor
para AIC quando adotados os modelos citados acima, que será usado para a decisão sobre
qual dessas três estruturas de covariância melhor se adapta aos dados. A prinćıpio, o
fato de o modelo de Hankel ser uma generalização do caso Uniforme, deveŕıamos esperar
que aquela estrutura fosse a eleita. Entretanto, aparentemente o fato de termos mais
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Tabela 9.12 Log-verossimilhança associada a cada estrutura de covariância

Modelo -2 × Log-verossimilhança Num. Parâmetros AIC

Uniforme 513.920,00 536 514.992,00
AR(1) 517.940,00 536 519.012,00
Hankel 515.400,00 540 516.480,00

parâmetros a estimar (embora não tenha diferido muito da Uniforme) teve seu preço.
Tivemos um menor valor de AIC quando adotado o modelo Uniforme, seguidos por Hankel
e AR(1), respectivamente. Com base nisso, optamos por eleger o modelo Uniforme como
o que melhor se ajustou aos dados, e que a correlação estimada entre as habilidades entre
qualquer par de testes é ρ̂ ' 0, 8138. Entretanto, apesar da estrutura Uniforme ter sido a
escolhida, isso não significa que ela tenha se ajustado muito bem aos dados. Estudos no
sentido de Ajuste do Modelo ainda devem ser feitos para chegar em resultados conclusivos.

Tabela 9.13 Soma das variâncias associadas a cada parâmetro

Modelo a b c

Uniforme 0,920 9,898 0,619
AR(1) 0,970 10,833 0,691
Hankel 0,935 10,270 0,635

Como complemento, podemos usar a VT para inspecionar qual modelo produziu esti-
mativas mais precisas dos parâmetros dos itens. Na Tabela 9.13 apresentamos as VTs as-
sociadas aos parâmetros de discriminação, dificuldade e acerto ao acaso, respectivamente.
Novamente, a estrutura de correlação que produziu melhores resultados foi a Uniforme,
levando-nos a reforçar a escolha do modelo Uniforme como o que melhor se adaptou aos
dados. Nos resultados apresentados na Tabela 9.13 foram exclúıdos os resultados refer-
entes a 5 dos 177 dos itens em estudo, por apresentarem estimação ruim nos 3 modelos
em estudo. Entretanto, a conclusão foi inalterada pela retirada destes itens.

Tavares, H. R. IME/USP



Caṕıtulo 10

Comentários e Propostas para Pesquisas
Futuras

Para finalizar, faremos alguns comentários sobre a proposta apresentada e teceremos
outros sobre trabalhos que podem ser realizados como extensões deste, ou outros pontos
não abordados aqui. Nesse conjunto de pontos são sugeridas linhas de trabalho bem gerais
para serem desenvolvidas por futuros TRI-adeptos. Embora enumerados, não pretendemos
atribuir prioridades ou ńıveis de importância a eles, mas apenas apresentá-los.

1. Modelos Multivariados

Em algumas situações, temos o mesmo indiv́ıduo submetido a testes em diferentes
conteúdos. Como Exemplos podemos indicar o Projeto da Avaliaçao da Jornada Única,
discutido no Caṕıtulo 9, e o Projeto PDE/Fundescola do INEP/MEC, nos quais os alunos
são submtidos a testes de Português e Matemática em anos consecutivos. Neste caso,
temos duas habilidades distintas envolvidas no estudo, com cada uma delas representadas
por um único traço latente (unidimensional). Assim, a probabilidade de acerto por um
determinado indiv́ıduo j a um particular item i de Matemática pode ser modelada co-
mo função apenas da habilidade em Matemática do indiv́ıduos j. Da mesma forma, a
probabilidade de acerto pelo indiv́ıduo j ao item i de Português depende apenas de sua
habilidade em Português. A presença dessas duas habilidades distintas constitue o caso
Multivariado destes modelos e tem muito a ser explorado. O fato de estarmos observan-
do respostas do mesmo indiv́ıduo, referente a duas habilidades, possibilita o estudo de
posśıveis correlações entre as mesmas de forma que posśıveis estruturas de covariância
podem ser propostas para modelar a dependência entre estas habilidades. Detalhes so-
bre Modelos Multivariados quando temos apenas uma condição de avaliação podem ser
encontrados em Van der Linden & Hambleton (1997).

2. Distribuições assimétricas

Há situações em que não deve-se assumir uma distribuição simétrica para a distribuição
da habilidade. Por exemplo, quando os indiv́ıduos envolvidos no estudo foram pré-selecionados
em uma primeira etapa, tal como ocorre em exames vestibulares. Nesta situação, devem
ser propostas distribuições alternativas que não a Normal Multivariada e novas equações
de estimação deverão ser desenvolvidas.
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3. Estruturas de covariâncias

Embora tenhamos explorado cinco das principais estruturas de covariâncias, várias
outras podem ser propostas com essa finalidade. Neste trabalho, usamos estruturas de
covariâncias cujos determinantes e inversa tivessem uma forma anaĺıtica, de forma que
os processos de estimação fossem constrúıdos com base nas expressões exatas para as
equações de estimação. Entretanto, grande parte dos programas estat́ısticos oferece a
opção de usarmos derivadas numéricas, de forma que podemos estender este estudo para
estruturas de covariâncias que não tenham expressões anaĺıticas para as derivadas do
determinante e da inversa. Um exemplo seria a matriz de covariância não estruturada,
usualmente utilizada em análise multivariada. Estudos serão necessários para quantificar
posśıveis perdas da utilização de derivadas numéricas.

4. Modelos DRIFT para Genética

A Teoria da Resposta ao Item pode ser adaptada para aplicações em estudos genéticos.
Consideremos a situação em que temos N indiv́ıduos com uma determinada anomalia
(como um particular tipo de câncer) envolvidos no estudo, dos quais são analisados n genes
(itens) em T condições de avaliação com respostas ativado/desativado. A probabilidade
do indiv́ıduo j ter o gene i ativo no tempo t, fixada sua predisposição θjt (habilidade) é
dada por

P (Ujit = 1|θjt, ζi) = ci + (γi − ci){1 + e−Dai(θjt−bi)}−1,

onde ζi = (ai, bi, ci, γi)
′ é o vetor de parâmetros associado ao gene i,

bi é o parâmetro de inatividade (ou de posição) do gene i, medido na mesma escala da
predisposição,

ai é o parâmetro de discriminação (ou de inclinação) do gene i

ci é o parâmetro freqüência positiva do gene i,

γi é o parâmetro freqüência negativa do gene i.

Esta função representa o Modelo Loǵıstico de 4 parâmetros. No caso da aplicação DRIFT,
o interesse se concentra no parâmetro de inatividade dos itens, de forma que os outros
parâmetros podem ser considerados iguais, isto é, ai = a, ci = c e γi = γ para i =
1, · · · , n. Para cada gene, a tendência de alteração de sua inatividade pode ser modelada
por uma função do tempo, tal como uma função linear ou quadrática, dando informação
sobre o acréscimo ou decréscimo da influência de cada gene na anomalia estudada.
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5. Parâmetro de Acerto Parcial

Se um particular indiv́ıduo não responde a um ou mais itens e simplesmente ignorarmos
estes itens na elaboração da verossimilhança, estaremos desprezando uma informação im-
portante, a de que tal indiv́ıduo não soube responder corretamente ao item. Se por outro
lado estes itens forem tratados como respondidos incorretamente, estaremos desprezando
outra informação importante, a de que este indiv́ıduo poderia responder a esse item ao
acaso, e com isso ele teria uma probabilidade positiva de respondê-lo corretamente. Uma
proposta intermediária seria a Imputação de Dados, ou seja, a substituição de cada respos-
ta incompleta por resposta correta, com probabilidade δi = 1/mi, ou resposta incorreta,
com probabilidade 1 − δi, onde mi é o número de alternativas do item i, e finalmente
aplicar a teoria desenvolvida para dados completos; se os itens com respostas incompletas
já tiverem sido calibrados (e portanto com os ci conhecidos para o LM3) então pode-se
usar ci no lugar de δi. Lord (1974) argumenta que este procedimento é bastante criticável,
mesmo produzindo estimadores consistentes (n →∞) das habilidades individuais. Como
em situações práticas não é posśıvel trabalhar com n muito grande, alguns indiv́ıduos que
tenham tido respostas imputadas podem ter suas habilidades mal estimadas devido ao
conjunto de respostas geradas. Por outro lado, as estimativas dos parâmetros dos itens
não devem ser fortemente alteradas porque geralmente o número de indiv́ıduos, N , é rel-
ativamente alto. Para complementar, se dois indiv́ıduos com habilidades θA e θB, com
θA 6= θB, omitem a resposta ao item i, pela imputação de dados podemos ser levados a
concluir que P (UAit = 1|θA, ζi) = δi e P (UBit = 1|θB, ζi) = δi, e portanto que θA = θB,
o que não é verdade. Lord também afirma que tal procedimento degrada os dados pela
introdução de uma componente aleatória.

Como alternativa, Lord propõe uma modificação na função de verossimilhança que
considere um item parcialmente correto, através da introdução de um novo parâmetro δ.
A função de verossimilhança individual a tratar será exatamente a mesma em (6.3), com
a alteração que as respostas serão codificadas como

Ujit =





1 : resposta correta;

0 : resposta incorreta;

δ : resposta incompleta (parcialmente correta).

(10.1)

No caso de não haverem observações incompletas, esta proposta coincide com o trata-
mento usual para dados completos. Lord enfatiza que seu método não produz estimativas
de máxima verossimilhança na presença de observações incompletas, mas os valores se
mostraram tão próximos que Wood, Wingersky & Lord (1976) tratam as estimativas
obtidas em ambos os casos como estimativas de máxima verossimilhança. Lord utilizou
dados simulados e verificou que as correlações entre as estimativas âi, b̂i e ĉi, obtidas
pelos dois métodos foram 0.995, 0.996 e 0.990, respectivamente. Entretanto, o principal
resultado de Lord foi a demonstração de que seu método produz uma menor variância
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assintótica de θ̂j, quando comparado ao estimador de máxima verossimilhança usual com
os dados imputados.

6. Estimação Bayesiana dos Parâmetros Populacionais

A estimação por máxima verossimilhança irrestrita pode apresentar problemas na es-
timação de alguns parâmetros populacionais, devido a algumas restrições em seus espaços
paramétricos. No modelo Diagonal devemos ter σt > 0, no modelo Uniforme, σ2 > 0 e
ρ ∈ [−1, 1], no modelo de Bandas, σ2 > 0 e ρ ∈ [−1

2
, 1

2
], no modelo AR(1), σ2 > 0 e

ρ ∈ [−1, 1] e, finalmente, no de Hankel, σt > 0 e |σ12| < mint,s{
√

σ2
t σ

2
s}. Para garantir que

as estimativas permaneçam no intervalo desejado, distribuições a priori com suporte nestes
intervalos devem ser adotadas para esses parâmetros. A importância dessas propostas é
muito grande, pois é comum que os processos iterativos fiquem instáveis quando temos os
parâmetros perto das bordas de seus intervalos, e esse é um caso bastante freqüente em
estudos longitudinais.

7. Modelos Multidimensionais

Em algumas situações, um item não pode ser modelado como função apenas de um
único traço latente. Alguns itens exigem, por exemplo, além do conhecimento em matemática,
a habilidade em compreensão de texto; uma questão de qúımica pode precisar, além do con-
hecimento em qúımica, da habilidade em matemática para ser respondida corretamente.
Itens dessa natureza precisam ser modelados considerando um vetor r-dimensional de
habilidades θ = (θ1, θ2, · · · , θr)

′. Um dos modelos mais simples para modelar a probabili-
dade ao item i é dado por uma extensão do modelo loǵıstico de 3 parâmetros (ver Reckase,
1997):

P (Ujit = 1|θjt, ζi) = ci + (1− ci){1 + e−D(a′i�jt−di)}−1,

onde ai é o vetor de parâmetros de discriminação do item i e, geometricamente, ail rep-
resenta o coeficiente angular da superf́ıcie de resposta na direção do eixo l da habilidade.
A quantidade di passa a ser interpretada como o novo parâmetro de dificuldade do item.

8. Respostas Politômicas

Em algumas aplicações, as respostas dos indiv́ıduos aos itens não podem e/ou não
devem ser interpretadas como do tipo certo/errado (ver Andrade, Tavares & Valle, 2000,
por exemplo). Nestes casos, os itens devem ser corrigidos como tendo mais de duas catego-
rias de resposta e são denominados itens politômicos. No presente trabalho, apresentamos
apenas as expressões para itens dicotômicos e, portanto, muito precisa ser feito no caso
de termos itens com respostas politômicas, contavelmente finitas ou cont́ınuas.
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9. Estimação de Densidades

A estimação da densidade é um ponto de muito interesse nessa teoria. Na maioria das
situações pode-se assumir que a distribuição da habilidade é Normal, e portanto simétrica,
mas em outras a suposição de simetria é bastante irreal, conforme mencionado na Seção 2.
Como a estimação dos vetores de habilidades individuais é feita em uma segunda etapa e
é obtida com base na distribuição condicional da habilidade, dado o conjunto de respostas
do indiv́ıduo, os parâmetros dos itens e os populacionais, fugas da verdadeira distribuição
da habilidade podem levar a erros grosseiros na estimação das habilidades individuais.

10. Estudos de Ajuste do Modelo, Convergência do EMV e Posśıveis Correções

A validade do modelo precisa ser checada. Além disso, o número de indiv́ıduos e o
número de condições de avaliação, bem como o número de itens comuns, devem influenciar
bastante na taxa de convergência para distribuição assintótica do EMV. Esses fatores
precisam ser melhor estudados e posśıveis correções decorrentes desses resultados podem
ser propostas.

11. O Programa Computacional

Até o presente momento o programa computacional desenvolvido abrange somente
parte da metodologia proposta nesse trabalho. Mais especificamente, o programa não
abrange o caso de duas ou mais populações e nem o ajuste de curvas de crescimento para
modelar o vetor de médias ao longo do tempo. O programa também não possue uma forma
amigável de interação com o usuário. Devido a importância da metodologia proposta, faz-
se necessária a implementação desses modelos no programa, bem como torná-lo dispońıvel
em uma versão beta para que ele possa ser testado por vários usuários. O objetivo final
seria o desenvolvimento de uma versão comercial.

Tavares, H. R. IME/USP



Apêndice A

Desenvolvimentos Complementares:
Matriz Hessiana

As equações de estimação para ζi = (ai, bi, ci)
′, i = 1, · · · , n, e η não apresentam

soluções expĺıcitas para os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros de in-
teresse. Por conta disso, será necessário utilizarmos algum processo iterativo para encon-
trar as estimativas desejadas. O procedimento padrão é expandir as equações de estimação
em série de Taylor até segunda ordem, usar uma estimativa inicial dos parâmetros e en-
contrar uma nova estimativa. Este processo é repetido até que algum critério de parada
seja alcançado, e é conhecido como Algoritmo Newton-Raphson (Issac & Keller, 1966).

Uma modificação do algoritmo Newton-Raphson consiste em substituir as derivadas
segundas da log-verossimilhança pelos seus valores esperados. Este processo é conhecido
como Método “Scoring”de Fisher (Rao, 1973). Neste trabalho será usado o processo it-
erativo Newton-Raphson, pois este tem apresentado resultados satisfatórios, além de sua
simplicidade.

Como a expansão será feita até segunda ordem, serão necessárias as derivadas segundas
da log-verossimilhança com relação aos parâmetros dos itens, ζi, i = 1, · · · , n, parâmetros
populacionais, η, e com relação a ambos. Como comentado nos Caṕıtulos 2 e 3, as equações
de estimação lá obtidas formam os dois blocos básicos para a estimação conjunta, mas
também servem para a situação em que desejamos estimar os parâmetros dos itens com
os parâmetros populacionais conhecidos (Caṕıtulo 2), bem como estimar os parâmetros
populacionais com os parâmetros dos itens conhecidos (Caṕıtulo 4). Por conta disso, vamos
apresentar em separado as derivadas segundas com relação aos parâmetros dos itens (Seção
A.1) e parâmetros populacionais (Seção A.2). O caso conjunto é deixado para a Seção A.3.
A Seção A.4 é destinada às habilidades, a Seção A.5 considera várias populações, a Seção
A.6 trata de Curvas de Crescimento, com expressões para o caso geral, e a Seção A.7
destina-se à curva de Heitjan.

A.1 Parâmetros dos itens

Precisamos obter a derivada segunda de log L(ζ, η) com relação a ζi e a ζl. De (2.9)
temos que
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∂2 log L(ζ,η)

∂ζi∂ζ ′l
=

=
∂

∂ζi

[
s∑

j=1

rj
1

P (U j..|ζ,η)

∂P (U j..|ζ,η)

∂ζl

]′

=
s∑

j=1

rj

{
1

P (U j..|ζ,η)

∂2P (U j..|ζ, η)

∂ζi∂ζ ′l
−

(
∂P (U j..|ζ,η)/∂ζi

P (U j..|ζ, η)

)(
∂P (U j..|ζ,η)/∂ζl

P (U j..|ζ,η)

)′}
.

(A.1)

onde a segunda parcela de (A.1) é obtida de (2.18). Com relação a primeira, seja

Vjit =
(−1)Ujit+1

P (Ujit|θt, ζi)
com P (Ujit|θt, ζi) = P

Ujit

it Q
1−Ujit

it ,

e notemos que

∂Vjit

∂ζi

= (−1)Ujit+1 −1

P 2(Ujit|θt, ζi)

∂P (Ujit|θt, ζi)

∂ζi

= −Vjit
∂P (Ujit|θt, ζi)/∂ζi

P (Ujit|θt, ζi)

=
−Vjit

P (Ujit|θt, ζi)
(−1)Ujit+1

(
∂Pit

∂ζi

)

= −V 2
jit

(
∂Pit

∂ζi

)
, (A.2)

onde a penúltima igualdade segue por (2.13). Vamos, agora, considerar em separado os
casos i = l e i 6= l.

Caso i = l: De (2.15) e (A.2) temos que

∂2P (U j..|ζ, η)

∂ζi∂ζ ′i
=

∂

∂ζi

{∫

IRT

[∑
t∈� i

Vjit

(
∂Pit

∂ζi

)]
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ

}′

=

∫

IRT

{
∂

∂ζi

[∑
t∈� i

Vjit

(
∂Pit

∂ζi

)′]
P (U j..|θ, ζ) +

+

[∑
t∈� i

Vjit

(
∂Pit

∂ζi

)] [
∂P (U j..|θ, ζ)

∂ζi

]′}
g(θ|η)dθ. (A.3)
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Notemos agora que

∂

∂ζi

[∑
t∈� i

Vjit

(
∂

∂ζi

Pit

)′]
=

∑
t∈� i

Vjit

(
∂2Pit

∂ζi∂ζ ′i

)
−

∑
t∈� i

V 2
jit

(
∂Pit

∂ζi

)(
∂Pit

∂ζi

)′

e, por (2.11) e (2.18),

∂P (U j..|θ, η)

∂ζi

=

[∑
t∈� i

Vjit

(
∂Pit

∂ζi

)′]
P (U j..|θ, ζ).

Segue com isso que (A.3) pode ser escrita como

∂2P (U j..|ζ,η)

∂ζi∂ζ ′i
=

∫

IRT

{∑
t∈� i

Vjit

(
∂2Pit

∂ζi∂ζ ′i

)
−

∑
t∈� i

V 2
jit

(
∂Pit

∂ζi

)(
∂Pit

∂ζi

)′
+

+

[∑
t∈� i

Vjit

(
∂Pit

∂ζi

)][∑
t∈� i

Vjit

(
∂Pit

∂ζi

)]′}
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)dθ. (A.4)

Vale notar que de (2.14) obtemos

Vjit =
Ujit − Pit

PitQit

= (Ujit − Pit)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

.

Podemos agora obter as equações para as componentes de ζi. Antes, precisaremos das
derivadas segundas de Pit com relação a ai, bi e ci, que são as seguintes:

∂P ∗
itQ

∗
it

∂αi

= (1− 2P ∗
it)

∂Pit

∂αi

, αi ∈ {ai, bi, ci}
∂2Pit

∂a2
i

= D2(1− ci)(θt − bi)
2P ∗

itQ
∗
it(1− 2P ∗

it) (A.5)

∂2Pit

∂ai∂bi

= −D(1− ci)P
∗
itQ

∗
it{1 + Dai(θt − bi)(1− 2P ∗

it)} (A.6)

∂2Pit

∂ai∂ci

= −D(θt − bi)P
∗
itQ

∗
it (A.7)

∂2Pit

∂b2
i

= D2a2
i (1− ci)P

∗
itQ

∗
it(1− 2P ∗

it) (A.8)

∂2Pit

∂bi∂ci

= DaiP
∗
itQ

∗
it (A.9)

∂2Pit

∂c2
i

=
∂Q∗

it

∂ci

= 0 (A.10)
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Com estas expressões obtemos ∂2Pit/∂ζi∂ζ ′i. Sejam

hit = (P ∗
itQ

∗
it)
−1

(
∂Pit

∂ζi

)
=




D(1− ci)(θt − bi)
−Dai(1− ci)

1
P ∗it


 ,

H iit = (P ∗
itQ

∗
it)
−1

(
∂2Pit

∂ζi∂ζ ′i

)

=




D2(1− ci)(θt − bi)
2(1− 2P ∗

it) . .
−D(1− ci){1 + Dai(θt − bi)(1− 2P ∗

it)} D2a2
i (1− ci)(1− 2P ∗

it) .
−D(θt − bi) Dai 0


 .

Retornando a (A.4), teremos que

H ii(j) ≡ ∂2P (U j..|ζ,η)/∂ζi∂ζ ′i
P (U j..|ζ,η)

=

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)WitH iit −
∑
t∈� i

(Ujit − Pit)
2W 2

ithith
′
it+

+

[∑
t∈� i

(Ujit − Pit)Withit

][∑
t∈� i

(Ujit − Pit)With
′
it

]}
g∗j (θ)dθ.

Caso i 6= l: De forma similar ao caso anterior, temos

H il(j) ≡ ∂2P (U j..|ζ, η)/∂ζi∂ζ ′l
P (U j..|ζ,η)

=

∫

IRT

[∑
t∈� i

(Ujit − Pit)Withit

][∑
t∈� i

(Ujlt − Plt)Wlth
′
lt

]
g∗j (θ)dθ.

Com as notações acima, da expressão (2.18) podemos escrever

hi(j) ≡ ∂P (U j..|ζ,η)/∂ζi

P (U j..|ζ,η)
=

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)Withit

}
g∗j (θ)dθ.

Retornando a (A.1), obtemos
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H(ζi, ζl) =
∂2 log L(ζ, η)

∂ζi∂ζ ′l

=
s∑

j=1

rj

{
H il(j) − hi(j)h

′
l(j)

}
. (A.11)

Considerando

f(ζi) =
∂ log L(ζ,η)

∂ζi

=
s∑

j=1

rj

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)Withit

}
g∗j (θ)dθ,

bem como

f I(ζ) =




f(ζ1)
...

f(ζn)


 e HI(ζ) =




H(ζ1, ζ1) · · · H(ζ1, ζn)
...

. . .
...

H(ζn, ζ1) · · · H(ζn, ζn)


 .

temos que se ζ̂
(k)

é uma estimativa de ζ na iteração k, então na iteração k + 1 teremos
que

ζ̂
(k+1)

= ζ̂
(k) − [HI(ζ̂

(k)
)]−1f I(ζ̂

(k)
).

A.2 Parâmetros populacionais

Por (3.2) a derivada segunda da log-verossimilhança é

∂2 log L(ζ, η)

∂η∂η′
=

=
s∑

j=1

rj

{
∂2P (U j..|ζ,η)/∂η∂η′

P (U j..|ζ, η)
−

(
∂P (U j..|ζ,η)/∂η

P (U j..|ζ, η)

)(
∂P (U j..|ζ,η)/∂η

P (U j..|ζ, η)

)′}
,

(A.12)

onde a derivada no segundo termo é dada por (3.3). Para a primeira parcela, notemos que
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∂2P (U j..|ζ,η)

∂η∂η′
=

=
∂

∂η

{∫

IRT

P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)

(
∂ log g(θ|η)

∂η

)
dθ

}

=

∫

IRT

P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)

[
∂2 log g(θ|η)

∂η∂η′
+

(
∂ log g(θ|η)

∂η

) (
∂ log g(θ|η)

∂η

)′]
dθ.

Portanto, precisaremos das derivadas segundas de log g(θ|η). Para o caso Normal, temos

∂2 log g(θ|η)

∂µt∂µs

= −vt,s, para t, s = 1, · · · , T.

Em notação matricial, temos

∂2 log g(θ|η)

∂µ∂µ′ = −V . (A.13)

De forma geral,

∂2 log g(θ|η)

∂µ∂σij

=

[
∂V

∂σij

]
(θ − µ) (A.14)

e

∂2 log g(θ|η)

∂σij∂σi′j′
= −1

2

[
∂2 log |Σ|
∂σij∂σi′j′

]
− 1

2
(θ − µ)′

[
∂2V

∂σij∂σi′j′

]
(θ − µ). (A.15)

Sejam

fP (η) =
∂ log L(ζ,η)

∂η
, HP (η) =

∂2 log L(ζ,η)

∂η∂η′
.

Com isso, se η̂(k) é uma estimativa de η na iteração k, então na iteração k + 1 teremos

η̂(k+1) = η̂(k) − [HP (η̂(k))]−1fP (η̂(k)). (A.16)

As expressões exatas necessárias ao processo de estimação dependem da estrutura de
covariância adotada. A seguir, aplicaremos o procedimento Newton-Raphson para es-
timação de cada uma das estruturas de covariâncias consideradas. Basicamente, o que
faremos é obter as expressões das derivadas segundas da log-verossimilhança com relação
aos parâmetros populacionais. Com estas expressões substitúıdas em (A.12) e aplicadas
em (A.16) podemos chegar às estimativas procuradas.
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Matriz Diagonal

As expressões para as derivadas segundas são

∂2 log |Σ|
∂(σ2

t )
2

= − 1

σ4
t

,

V
(2)
t =

(
∂2vij

∂(σ2
t )

2

)
,

onde

∂vij

∂σ2
t

=

{
2/σ6

t se i = j = t ;

0 caso contrário.

As derivadas com relação a σ2
t e σ2

s são nulas se t 6= s. Ainda,

∂ log g(θ|η)

∂µs∂σ2
t

=

{
−(θt − µt)/σ

4
t se t = s

0 c.c.
(A.17)

Matriz Uniforme

As expressões para as derivadas segundas são:

∂2 log |Σ|
∂ρ2

= −(T − 1)

[
1

α2
+

T − 1

β2
,

]

V (2)
ρ ≡ ∂2V

∂ρ2
=

2

α3σ2
IT +

2

(αβ)3σ2

(
(δ − ρ(T − 1))αβ − ρδ2

)
JT .

∂ log g(θ|η)

∂µ∂ρ
=

[
∂V

∂ρ

]
(θ − µ) = V (1)

ρ (θ − µ). (A.18)

Para as matrizes Uniforme, Bandas e AR(1), as derivadas com relação a σ2 são

∂2 log |Σ|
∂(σ2)2

= −Tσ−4,
∂2 log |Σ|
∂σ2∂ρ

= 0, (A.19)

∂2V

∂(σ2)2
= 2σ−4V ,

∂2V

∂σ2∂ρ
= −σ−2

(
∂V

∂ρ

)
.

Temos ainda que
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∂ log g(θ|η)

∂µ∂σ2
=

[
∂V

∂σ2

]
(θ − µ) = −σ−2V (θ − µ). (A.20)

Matriz de Bandas

Neste caso, temos que

∂2 log |Σ|
∂ρ2

= −
T∑

t=1

{
ρ +

1

2
cos−1

(
tπ

T + 1

)}−2

,

V (2) = (σ−2v
(2)
ij ),

com

v
(2)
ij =

∂2vij

∂ρ
=

γ′4ijρ
2γ2

3 − 2ργ3γ4ij(γ3 + ργ′3)

(ργ3)4
,

onde

γ′4ij = ργ3(γ
′′
1ijγ2ij + 2γ′1ijγ

′
2ij + γ1ijγ

′′
2ij)− γ1ijγ2ij(2γ

′
3 + ργ′′3 ).

As derivadas segundas de log g(θ|η) com relação a µ e ρ são dadas por (A.18), e com
relação a σ2 por (A.19) a (A.20).

Matriz AR(1)

Neste caso teremos que

∂2

∂ρ2
log |Σ| = −2(T − 1)

[
1 + ρ2

(1− ρ2)2

]
.

V (2) = (σ−2v
(2)
ij ),

com

v
(2)
ij =





2(α+4ρ2)
α3 se i = j e i ∈ {1, T}

4(α+4ρ2)
α3 se j ∈ {2, 3, · · · , T − 1}

−2ρ(α2+β)
α4 se i = j e i ∈ {i− 1, i + 1}

0 c.c.

As derivadas segundas de log g(θ|η) com relação a µ e ρ são dadas por (A.18), e com
relação a σ2 por (A.19) a (A.20).
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Matriz Hankel

Neste caso temos que η = (µ1, µ2, · · · , µT , σ12, σ11, σ22, · · · , σTT )′. As derivadas segun-
das do log |Σ| são

∂2

∂σ2
12

log |Σ| =
2αα2 − α2

1

α2
− S2;

∂2

∂σ2
ii

log |Σ| = −γ(γ + 2di)

d4
i

− 1

d2
i

, i = 1, · · · , T ;

∂2

∂σ12∂σii

log |Σ| =
δdi − 2σ12α

α2d3
i

+
1

d2
i

, i = 1, · · · , T ;

∂2

∂σii∂σjj

log |Σ| =
−γ2

(didj)2
, para i 6= j.

As derivadas segundas de V com relação a σ12 e σii são, respectivamente,

V
(2)
12 =

∂2V

∂σ2
12

= F
(2)
12 + γ

(2)
12 E + 2γ

(1)
12 E

(1)
12 + γE

(2)
12 ;

V
(2)
ii =

∂2V

∂σ2
ii

= F
(2)
ii + γ

(2)
ii E + 2γ

(1)
ii E

(1)
ii + γE

(2)
ii , i = 1, · · · , T.

V
(2)
12,ii =

∂V

∂σ12∂σii

= F
(2)
12,ii + γ

(2)
12,iiE + γ

(1)
12 E

(1)
ii + γ

(1)
ii E

(1)
12 + γE

(2)
12,ii, i = 1, · · · , T.

V
(2)
ii,jj =

∂2V

∂σii∂σjj

= γ
(2)
ii,jjE + γ

(1)
ii E

(1)
jj + γ

(1)
jj E

(1)
ii + γE

(2)
ii,jj, i 6= j.

Resta agora obtermos as expressões para as derivadas de γ, E e F . As derivadas se-
gundas de γ são

γ
(2)
12 =

2(σ12α2α− α1δ)

α4
;

γ
(2)
ii =

2γ2(γ + di)

d4
i

, i = 1, · · · , T

γ
(2)
12,ii =

−2(γδdi + σ2
12)

α2d3
i

, i = 1, · · · , T

γ
(2)
ii,jj =

2γ3

(didj)2
, i 6= j.

As derivadas segundas de F são
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f
(2)
ts,12 =

{
2/d3

i se t = s = i

0 c.c.

f
(2)
ts,ii =

{
2/d3

i se t = s = i

0 c.c.

f
(2)
ts,12,ii =

{
−2/d3

i se t = s = i

0 c.c.

As derivadas segundas de E são

e
(2)
ij,12 =

2(di + dj)
2 − 2didj

(didj)3
;

e
(2)
ij,tt =





2/(d3
i dj) se t = i, i 6= j

6/d4
i se t = i = j

0 c.c.

e
(2)
ij,12,tt =





−(di + 2dj)/(d
3
i d

2
j) se t = i, i 6= j

−6/d4
i se t = i = j

0 c.c.

e
(2)
ij,tt,ss =





6/d4
i se t = i, s = j, i 6= j

1/(didj) se t = s = i = j

0 c.c.

Temos ainda que

∂2 log g(θ|η)

∂µ∂σ12

= V
(1)
12 (θ − µ),

onde V
(1)
12 é a matriz ∂V /∂σ12. Denotando η2 = (σ11, σ22, σ33, · · · , σTT )′, teremos que

∂2 log g(θ|η)

∂µ∂η′2
= diag(v11(θ1 − µ1), v22(θ2 − µ2), · · · , vTT (θT − µT )).

A.3 Parâmetros dos Itens e Parâmetros Populacionais

Em notação matricial, temos que

∂2 log g(θ|η)

∂µ(1)∂µ′
(1)

= −V (1,1), (A.21)
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onde V (1,1) é a matriz V sem a primeira linha e a primeira coluna. Teremos ainda que

∂2 log g(θ|η)

∂µ(1)∂σij

=

[
∂V (1)

∂σij

]
(θ − µ). (A.22)

Da equação (3.2) segue que para i = 1, · · · , n,

∂ log L(ζ,η)

∂ζi∂η′
=

=
s∑

j=1

rj

{
∂2P (U j..|ζ,η)/∂ζi∂η′

P (U j..|ζ,η)
−

(
∂P (U j..|ζ,η)/∂ζi

P (U j..|ζ,η)

)(
∂P (U j..|ζ,η)/∂η

P (U j..|ζ, η)

)′}
.

(A.23)

Os elementos da segunda parcela de (A.23) são obtidos por (2.18) e (3.3), respectivamente.
Com relação à primeira parcela, de (3.4) temos que

∂2P (U j..|ζ, η)

∂ζi∂η′
=

=
∂

∂ζi

{∫

IRT

P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)

(
∂

∂η
log g(θ|η)

)′
dθ

}

=

∫

IRT

(
∂

∂ζi

P (U j..|θ, ζ)

)
g(θ|η)

(
∂

∂η
log g(θ|η)

)′
dθ

=

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

(
∂Pit

∂ζi

)}
P (U j..|θ, ζ)g(θ|η)

(
∂

∂η
log g(θ|η)

)′
dθ.

Segue que a primeira parcela de (A.23) pode ser escrita como

∂2P (U j..|ζ,η)/∂ζi∂η′

P (U j..|ζ, η)
=

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ujit − Pit)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

(
∂Pit

∂ζi

)} (
∂

∂η
log g(θ|η)

)′
g∗j (θ)dθ.

Sejam

H iP (ζi, η) =
∂ log L(ζ,η)

∂ζi∂η′
, H∗P (ζ, η) =




H1P (ζ1, η)
...

HnP (ζn,η)


 .

Sejam ψ = (ζ ′,η′)′ e

Tavares, H. R. IME/USP



A.4 Habilidades 95

f IP (ψ) =

(
f I(ζ)
fP (η)

)
, HIP (ψ) =

(
HI(ζ) H∗P (ζ,η)

H∗P (ζ,η)′ HP (η)

)
.

Se ψ̂
(k)

é uma estimativa de ψ na iteração k, então na iteração k + 1 teremos que

ψ̂
(k+1)

= ψ̂
(k) − [HIP (ψ̂

(k)
)]−1f IP (ψ̂

(k)
).

A.3.1 Expressões para o Algoritmo EM

Nesta seção obtemos as expressões para aplicação do algoritmo EM. Consideramos
fixas as quantidades f = (f(θ)), r = (rit(θ)) e os parâmetros populacionais. Com a
utilização da independência entre os itens, precisaremos apenas das derivadas segundas
da log-verossimilhança com relação a ζi, i = 1, · · · , n. De (4.6) temos que

H(ζi, ζi) =

∫

IRT

{∑
t∈� i

∂

∂ζi

[
(rit − Pitfit)

(
∂Pit

∂ζi

)
Wit

P ∗
itQ

∗
it

]}
dθ

=

∫

IRT

∑
t∈� i

Wit

{[
rit − fit

(
∂Pit

∂ζi

)]
h′it + [rit − Pitfit][H iit −Wit(1− 2Pit)hith

′
it]

}
dθ.

A.4 Habilidades

A Equação (5.15) não possui solução expĺıcita, logo precisaremos aplicar algum processo
iterativo. Para aplicação do procedimento Newton-Raphson será necessária a derivada
segunda de g∗j (θj). Temos que

∂2 log g∗j (θj)

∂θj∂θ′j
=

∂2 log P (U j..|θj, ζ)

∂θj∂θ′j
+

∂2 log g(θj|η)

∂θj∂θ′j
. (A.24)

De (5.16), segue que

∂2 log P (U j..|θj, ζ)

∂θ2
jt

=
∂

∂θjt

(∑
i∈It

αiVjitP
∗
jitQ

∗
jit

)

=
∑
i∈It

αi

[(
∂Vjit

∂θjt

)
P ∗

jitQ
∗
jit +

(
∂P ∗

jitQ
∗
jit

∂θjt

)
Vjit

]
.

Mas,
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∂Vjit

∂θjt

= −V 2
jit

(
∂Pjit

∂θjt

)
;

∂P ∗
jitQ

∗
jit

∂θjt

= (1− 2P ∗
jit)

(
∂Pjit

∂θjt

)
.

Com isso,

∂2 log P (U j..|θj, ζ)

∂θ2
jt

=
∑
i∈It

αi

[
−V 2

jit

(
∂Pjit

∂θjt

)
P ∗

jitQ
∗
jit + (1− 2P ∗

jit)

(
∂Pjit

∂θjt

)
Vjit

]

=
∑
i∈It

αi

[−V 2
jitP

∗
jitQ

∗
jit + (1− 2P ∗

jit)Vjit

] (
∂Pjit

∂θjt

)

=
∑
i∈It

α2
i Vjit

[−VjitP
∗
jitQ

∗
jit + (1− 2P ∗

jit)
]
P ∗

jitQ
∗
jit. (A.25)

Temos ainda que

∂2 log P (U j..|θj, ζ)

∂θjt∂θjs

= 0, ∀ t 6= s.

Também, de (5.17),

∂2 log g(θj|η)

∂θj∂θ′j
= − ∂

∂θj

[
Σ−1(θj − µ)

]′
= −Σ−1. (A.26)

Com as expressões (A.25) e (A.26) chegamos a (A.24). Sejam

f θ(θj) =
∂ log g∗j (θj)

∂θj

, Hθ(θj) =
∂2 log g∗j (θj)

∂θj∂θ′j
(A.27)

Se θ̂
(k)

j é uma estimativa de θj na iteração k, então na iteração k + 1 teremos que

θ̂
(k+1)

j = θ̂
(k)

j − [Hθ(θ̂
(k)

j )]−1f θ(θ̂j

(k)
).

A.5 Parâmetros dos Itens e Parâmetros Populacionais:

Várias Populações

As expressões para o caso de várias populações são bastante similares às apresentadas
na Seção A.3. Por isso, apenas as expressões principais serão apresentadas.
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Em notação matricial, temos que

∂2 log g(θ|ηk)

∂µk(1)∂µ′
k(1)

= −V k(1,1), (A.28)

onde V k(1,1) é a matriz V k sem a primeira linha e a primeira coluna. Teremos ainda que

∂2 log g(θ|η)

∂µk(1)∂σkij

=

[
∂V k(1)

∂σkij

]
(θ − µk). (A.29)

Da equação (3.2) segue que para i = 1, · · · , n,

∂ log L(ζ,η)

∂ζi∂η′k
=

=
K∑

k=1

Nk∑
j=1

{
∂2P (U kj..|ζ, ηk)/∂ζi∂η′k

P (U kj..|ζ, ηk)
−

(
∂P (U kj..|ζ, ηk)/∂ζi

P (U kj..|ζ,ηk)

)(
∂P (U kj..|ζ,ηk)/∂η

P (U kj..|ζ,ηk)

)′}
.

(A.30)

Os elementos da segunda parcela de (A.30) são obtidos por (2.18) e (3.3), respectivamente.
Com relação à primeira parcela, de (3.4) temos que

∂2P (U kj..|ζ,ηk)

∂ζi∂η′k
=

=

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ukjit − Pkit)
Wkit

P ∗
kitQ

∗
kit

(
∂Pkit

∂ζi

)} (
∂ log g(θ|ηk)

∂ηk

)′
P (U kj..|θ, ζ)g(θ|ηk)dθ.

Segue que a primeira parcela de (A.30) pode ser escrita como

∂2P (U kj..|ζ,ηk)/∂ζi∂η′k
P (U kj..|ζ,ηk)

=

∫

IRT

{∑
t∈� i

(Ukjit − Pkit)
Wkit

P ∗
kitQ

∗
kit

(
∂Pkit

∂ζi

)} (
∂ log g(θ|ηk)

∂ηk

)′
g∗kj(θ)dθ.

Sejam

H ikP (ζi,η) =
∂ log L(ζ,η)

∂ζi∂η′k
, H∗P (ζ,η) =




H11P (ζ1,η1) · · · H1KP (ζ1,ηK)
...

. . .
...

Hn1P (ζn,η1) · · · HnKP (ζn, ηK)


 .
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Sejam ψ = (ζ ′,η′)′ e

f IP (ψ) =

(
f I(ζ)
fP (η)

)
, HIP (ψ) =

(
HI(ζ) H∗P (ζ,η)

H∗P (ζ,η)′ HP (η)

)
.

Se ψ̂
(k)

é uma estimativa de ψ na iteração k, então na iteração k + 1 teremos que

ψ̂
(k+1)

= ψ̂
(k) − [HIP (ψ̂

(k)
)]−1f IP (ψ̂

(k)
).

A.5.1 Expressões para o Algoritmo EM

Nesta seção obtemos as expressões para aplicação do algoritmo EM. Consideramos
fixas as quantidades fkit(θ), rkit(θ) e os parâmetros populacionais. Com a utilização
da independência entre os itens, precisaremos apenas das derivadas segundas da log-
verossimilhança com relação a ζi, i = 1, · · · , n. De (4.6) temos que

H(ζi, ζi) =
K∑

k=1

∫

IRT

∑
t∈� i

Wkit

{[
rkit(θ)− fkit(θ)

(
∂Pkit

∂ζi

)]
h′kit + [rkit − Pkitfkit]

× [Hkiit −Wkit(1− 2Pkit)hkith
′
kit]} dθ.

A.6 Curvas de Crescimento: Caso Geral

Sejam

∆
(2)
ks =

∂∆
(1)
k

∂η1ks

, ∆
(2)
k =




∆
(2)
k1
...

∆
(2)
kpk


 ,

m
(2)
ks =

∂m
(1)
k

∂η1ks

e M
(2)
k =

∂m
(1)
k

∂η1k

=
(
m

(2)
k1 , m

(2)
k2 , · · · ,m

(2)
kpk

)
.

Então,

∂ log g(θ|ηk)

∂η1ks∂η′1k

=
∂

∂η1ks

{
θ′Σ−1

k ∆
(1)
k −m

(1)′
k

}

= θ′Σ−1
k ∆

(2)
ks −m

(2)′
ks .

Segue que
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∂2 log g(θ|ηk)

∂η1k∂η′1k

=
(
θ′Σ−1

k

) ⊗ ∆
(2)
k −M

(2)
k ,

onde ⊗ representa o Produto de Kronecker definido por

(
θ′Σ−1

k

) ⊗ ∆
(2)
k =




θ′Σ−1
k ∆

(2)
k1

...

θ′Σ−1
k ∆

(2)
kpk


 .

Seja η2k = (η2k1, η2k2, · · · , η2kqk
)′ o vetor de elementos da matriz de covariância, Σk, e

V k = Σ−1
k . Também

V
(1)
kr =

∂V k

∂η2kr

, V
(1)
k =




V
(1)
k1
...

V
(1)
kqk


 ,

m
(2)
2kr =

∂m
(1)
k

∂η2kr

e M
(2)
2k =

(
m

(2)
2k1, m

(2)
2k2, · · · ,m

(2)
2kqk

)
.

Segue de (8.7) que

∂ log g(θ|ηk)

∂η2kr∂η′1k

=
∂

∂η2kr

{
θ′Σ−1

k ∆
(1)
k −m

(1)′
k

}

= θ′
(

∂Σ−1
k

∂η2kr

)
∆

(1)
k −

(
∂m

(1)
k

∂η2kr

)′

= θ′V (1)
kr ∆

(1)
k −m

(2)′
2kr .

Com isso, temos que

∂2 log g(θ|ηk)

∂η2k∂η′1k

= θ′ ⊗ V
(1)
k ⊗ ∆

(1)
k −M

(2)′
2k ,

onde

θ′ ⊗ V
(1)
k ⊗ =




θ′V (1)
k1 ∆

(1)
k

...

θ′V (1)
kqk

∆
(1)
k


 .

As expressões das derivadas segundas de log g(θ|ηk) com relação a η2k para as matrizes
de covariâncias estudadas neste trabalho são dadas nas Seções 3.3 a 3.7.
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A.7 Curvas de Crescimento: Heitjan

Nesta seção são apresentadas algumas expressões necessárias para o processo de esti-
mação em curvas de crescimento, usando o modelo de Heitjan. Por (8.7), serão necessárias
as derivadas de µkt com relação aos parâmetros das curvas de crescimento, τ k = (τ1k, τ2k, τ3k, τ5k)

′.
Considerando

h(i)
∗ =

∂h∗
∂τik

e h(i,l)
∗ =

∂2h∗
∂τik∂τlk

.

temos que, para as derivadas primeiras,

h
(1)
1kt =

∂hkt

∂τ1k

= −τ4k[1 + h1kt],

h
(2)
1kt =

∂hkt

∂τ2k

= τ4k[1 + h1kt],

h
(3)
1kt =

∂hkt

∂τ3k

= 0,

h
(4)
1kt =

∂hkt

∂τ4k

= (τ2k − τ1k)[1 + h1kt].

h
(1)
2kt =

∂hkt

∂τ1k

= 0,

h
(2)
2kt =

∂hkt

∂τ2k

= τ4kh2kt log h2kt,

h
(3)
2kt =

∂hkt

∂τ3k

= τ−1
3k h2kt log h2kt,

h
(4)
2kt =

∂hkt

∂τ4k

= τ2kh2kt log h2kt.

h
(1)
kt =

∂hkt

∂τ1k

= −τ4k[1 + h1kt]h2kt,

h
(2)
kt =

∂hkt

∂τ2k

= τ4khkt{log h2kt + h−1
1kt + 1},

h
(3)
kt =

∂hkt

∂τ3k

= −hkt(t− t1)e
τ2kτ4k ,

h
(4)
kt =

∂hkt

∂τ4k

= τ4khkt log h2kt + (hkt + h2kt)(τ2k − τ1k).
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h
(1)
3kt =

∂h3kt

∂τ1k

= h3kte
−τ3k(t−t1),

h
(2)
3kt =

∂h3kt

∂τ2k

= −h3kte
−τ3k(t−t1),

h
(3)
3kt =

∂h3kt

∂τ3k

= −(t− t1)h3kt log h3kt,

h
(4)
3kt =

∂h3kt

∂τ4k

= 0.

e, para as derivadas segundas,

h
(1,1)
kt =

∂2hkt

∂τ 2
1k

= −τ4kh
(1)
kt ,

h
(1,2)
kt =

∂2hkt

∂τ1k∂τ2k

= −τ4k{h(2)
kt + h

(2)
2kt},

h
(1,3)
kt =

∂2hkt

∂τ1k∂τ3k

= −τ4k{h(3)
kt + h

(3)
2kt},

h
(1,4)
kt =

∂2hkt

∂τ1k∂τ4k

= τ4khkt log h2kt + (hkt + h2kt)(τ2k − τ1k),

h
(2,2)
kt =

∂2hkt

∂τ 2
1k

= h−1
kt [h

(2)
kt ]2 + τ4k{h(2)

2kt − h2kth
−2
1kth

(2)
1kt},

h
(2,3)
kt =

∂2hkt

∂τ2k∂τ3k

= h−1
kt h

(2)
kt h

(3)
kt + τ4k{h(3)

2kth
−1
2kt − h−2

1kth
(3)
1kt},

h
(2,4)
kt =

∂2hkt

∂τ2k∂τ4k

= {hkt + τ4kh
(4)
kt }[τ4khkt]

−1h
(2)
kt + τ4khkt{h(4)

2kth
−1
2kt − h−2

1kth
(4)
1kt},

h
(3,3)
kt =

∂2hkt

∂τ 2
3k

= h−1
kt [h

(3)
kt ]2,

h
(3,4)
kt =

∂2hkt

∂τ3k∂τ4k

= h
(3)
kt {h(4)

kt h−1
kt + τ2k},

h
(4,4)
kt =

∂2hkt

∂τ 2
4k

= τ2k[h
(4)
kt log h2kt + h2kth

(4)
kt ] + (h

(4)
kt + h

(4)
2kt)(τ2k − τ1k).
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h
(1,1)
3kt =

∂2h3kt

∂τ 2
1k

= h
(1)
3kte

−τ3k(t−t1),

h
(1,2)
3kt =

∂2h3kt

∂τ1k∂τ2k

= −h
(2)
3kte

−τ3k(t−t1),

h
(1,3)
3kt =

∂2h3kt

∂τ1k∂τ3k

= h
(3)
3kt[e

−τ3k(t−t1) − (t− t1)],

h
(2,2)
3kt =

∂2h3kt

∂τ 2
1k

= −h
(2)
3kte

−τ3k(t−t1)

h
(2,3)
3kt =

∂2h3kt

∂τ2k∂τ3k

= −h
(3)
3kt[e

−τ3k(t−t1) − (t− t1)],

h
(3,3)
3kt =

∂2h3kt

∂τ 2
3k

= −(t− t1)h
(3)
3kt[log h

(3)
3kt + 1],

h
(i,4)
3kt =

∂2h3kt

∂τik∂τ4k

= 0, i = 1, · · · , 4.

Com essas expressões podemos obter as derivadas segundas de µkt com relação a τ k.
Considerando

µ
(i,l)
kt =

∂2µkt

∂τi∂τl

,

temos que

Tavares, H. R. IME/USP



A.7 Curvas de Crescimento: Heitjan 103

Caso τ4k 6= 0:

µ
(1,1)
kt = τ−1

4k eτ2k [1 + hkt]
−τ−1

4k −2{(τ−1
4k + 1)[h

(1)
kt ]2 − [1 + hkt]h

(1,1)
kt } − eτ111{k=1},

µ
(1,2)
kt = −τ−1

4k eτ2k [1 + hkt]
−τ−1

4k −1{h(1)
kt + h

(1,2)
kt − (τ−1

4k + 1)[1 + hkt]
−1h

(1)
kt h

(2)
kt ,

µ
(1,3)
kt = −τ−1

4k eτ2k [1 + hkt]
−τ−1

4k −1{h(1,3)
kt − (τ−1

4k + 1)[1 + hkt]
−1h

(1)
kt h

(3)
kt },

µ
(1,4)
kt = [1 + hkt]

−τ−1
4k −1

{
τ−2
4k eτ2kh

(1)
kt − τ−1

4k eτ2k

[
h

(1)
kt

(
−(τ−1

4k + 1)[1 + hkt]
−1h

(4)
kt +

+τ−2
4k log(1 + hkt)

)
+ h

(1,4)
kt

]}
,

µ
(2,2)
kt = µ

(2)
kt − τ−1

4k eτ2k [1 + hkt]
−τ−1

4k −1{h(2)
kt + h

(2,2)
kt − (τ−1

4k + 1)[1 + hkt]
−1[h

(2)
kt ]2},

µ
(2,3)
kt = −τ−1

4k eτ2k [1 + hkt]
−τ−1

4k −1{h(2,3)
kt − (τ−1

4k + 1)[1 + hkt]
−1h

(2)
kt h

(3)
kt },

µ
(2,4)
kt = µ

(4)
kt + τ−2

4k e−τ2k [1 + hkt]
−τ−1

4k −1{τ−1
4k h

(2)
kt log(1 + hkt) + h

(2,2)
kt −

−2[1 + hkt]
−1h

(2)
kt h

(4)
kt + h

(2)
kt − h

(2,4)
kt }},

µ
(3,3)
kt = −τ−1

4k eτ2k [1 + hkt]
−τ−1

4k −1{h(3,3)
kt − (τ−1

4k + 1)[1 + hkt]
−1[h

(3)
kt ]2},

µ
(3,4)
kt = −[τ−1

4k h
(3)
kt [1 + hkt]

−1]µ
(4)
kt + τ−2

4k e−τ2kh
(3)
kt [1 + hkt]

−2{1 + τ−1
4k [1 + hkt]

−1h
(4)
kt },

µ
(4,4)
kt = −τ−1

4k µ
(4)
kt [1 + [1 + hkt]

−1h
(4)
kt ]− τ−1

4k e−τ2k [1 + hkt]
−2{[h(4,4)

kt +

+(1 + hkt)
−1]−1[h

(4)
kt ]2}.

Caso τ4k = 0:

µ
(1,1)
kt = eτ2kh

(1,1)
3kt − eτ111{k=1},

µ
(1,2)
kt = eτ2k [h

(1)
3kt + h

(1,2)
3kt ],

µ
(1,3)
kt = eτ2kh

(1,3)
3kt ,

µ
(2,2)
kt = µ

(2)
kt + eτ2k [h

(1)
3kt + h

(2,2)
3kt ],

µ
(2,3)
kt = µ

(3)
kt + eτ2kh

(2,3)
3kt ,

µ
(3,3)
kt = eτ2kh

(3,3)
3kt .
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