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Resumo

Neste trabalho consideramos a situagao em que um grupo de individuos é acompan-
hado ao longo de vérias condigoes de avaliacdo pré-fixadas. Seu desempenho (habili-
dade/proficiéncia) é obtido a partir de respostas dadas em testes formados por itens
(questoes) com caracteristicas préprias. Para modelar a dependéncia entre suas habili-
dades nos varios periodos estudados sao propostas diversas estruturas de covariancia. Sao
apresentadas equacoes de estimacao para o conjunto de caracteristicas dos itens e para
os parametros da distribuicao latente. E abordado o caso de dados incompletos, o caso
em que ha varias populacgoes em estudo, e sao apresentadas propostas para modelar as
curvas de crescimento relativas aos parametros da distribuicao latente. Sao feitas simu-
lagoes e uma aplicagao aos dados do projeto de Avaliagao da Jornada Unica, realizado
pela Secretaria de Estado da Educacao de Sao Paulo no periodo 1992-94.

ABSTRACT

In this work we consider the situation where a group of individuals is followed along
two or more pre-stated conditions of evaluation. Their abilities/proficiencies are estimated
from their answers to a set of tests presented to them at the different occasions. Several
covariance structures are proposed to model the possible dependency between one’s abil-
ities along time. The estimation equations are presented for the items parameters and
also for the abilities parameters. The incomplete data and the multiple group cases are
also considered, as well as growth curve models to explain the behaviour of the abilities’
location parameters along time. Simulation studies and an application to real data are
presented.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Conceitos Iniciais

Em muitos estudos, como potencial de compra de um certo produto em marketing,
proficiéncia em determinado conteido em avaliacdo educacional e predisposicao a uma
determinada anomalia em genética, algumas quantidades de interesse nao podem ser me-
didas diretamente. Variaveis desse tipo sao, de forma geral, denominadas de varidveis
latentes. Em avaliacao educacional elas sao referidas por habilidade ou proficiéncia em
uma particular area de interesse, tal como ciéncias, matematica, trigonometria, capacidade
de leitura etc. Tais quantidades sao obtidas com base nos resultados de uma seqiiéncia
de ensaios, como testes formados por varios itens (questoes). As estimagoes destas habil-
idades tém sido um dos principais objetivos dos avaliadores, e muitos trabalhos tém sido
apresentados com esta finalidade.

Os primeiros esfor¢os no sentido de introduzir uma modelagem estatistica para esti-
macao das habilidades tiveram por base os escores individuais (total de pontos em testes)
e foram feitos por Spearman (1904), com forma axiomadtica final devida a Novick (1966).
Considerando a situacao em que temos N individuos submetidos a G testes, a proposta é
decompor o escore observado do individuo j no teste g, Tj,, em duas parcelas

j—‘jg:aj+ejga ]:177N7 gzla"'7G7

onde ¢; ¢ a habilidade e e;, ¢ um erro de medida associado ao individuo j. Este ¢, basi-
camente, o modelo linear de Anélise de Variancia com um fator fixo com N niveis e G
observagoes para cada tratamento. Portanto, a estimacao das habilidades pode ser feita
via ANOVA convencional. Estas propostas iniciais foram denominadas de Andlise Cldssica
de Testes. Infelizmente, todas as propostas iniciais para estimagao das habilidades eram
baseadas apenas nos escores individuais e nao em suas particulas, ou seja, nos itens. Em
1968, Lord & Novick fundamentaram a Andlise Cldssica de Itens com o objetivo de analis-
ar testes a partir de seus itens. Contudo, esta anélise nao usava muito além do que algumas
estatisticas descritivas e quase nenhuma modelagem ou estatistica inferencial. Além disso,
a maioria das medidas usadas na andlise de itens eram baseadas nos escores dos respon-
dentes; por exemplo, medidas de correlacao entre as respostas a um particular item e os
escores individuais. Portanto, as conclusoes para um particular item dependiam do teste
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como um todo, e nao somente do item considerado, logo nao podiam ser estendidas para
qualquer outro teste.

Uma das criticas mais fortes com relagao a Teoria Classica baseia-se no fato que se dois
individuos A e B fazem um mesmo teste com n itens, onde o individuo A acerta os k
itens mais faceis e o individuo B acerta os k itens mais dificeis, entao os individuos A e
B tém a mesma medida de habilidade na area de conhecimento coberta pelo teste, o que
nao parece ser muito realista. Mesmo que seja proposta uma ponderacao com relagao aos
itens para o cédlculo desta habilidade, tal ponderacao seria atribuida pelo elaborador do
item ou do teste, e portanto bastante subjetiva. Para detalhes sobre a teoria cléssica, veja
Lord & Novick (1968).

A Teoria da Resposta ao Item (TRI) surgiu como uma forma de considerar cada item
particularmente, sem relevar os escores individuais. Desta forma, as conclusoes nao depen-
dem propriamente do teste, mas de cada item que o compoe. Com a TRI é possivel, por
exemplo, fazer varias comparagoes que a teoria classica nao permite, tal como comparar
as habilidades de individuos da mesma populacao submetidos a testes completamente
diferentes, ou ainda a comparacao de individuos de populacoes diferentes submetidos a
testes parcialmente distintos.

A proposta da TRI é modelar a probabilidade associada a cada categoria de resposta
(também tratadas como op¢des ou alternativas), tal como certo/errado ou A/B/C/D/E
. De acordo com isso, podemos dizer que os itens podem ter

e respostas dicotomicas ou dicotomizadas,

e respostas com mais de duas categorias.

A seguir, faremos uma breve descricao dos principais modelos adotados na TRI.

1.1.1 Modelos para itens dicotomicos ou dicotomizados

Os modelos apresentados nesta secao podem ser utilizados tanto para a analise de
itens dicotomicos ou de miltipla escolha dicotomizados (corrigidos como certo ou errado)
quanto para a andlise de itens abertos (de resposta livre), quando avaliados de forma
dicotomizada.

Consideremos N individuos submetidos a um teste com n itens de multipla escolha,
dicotomicos ou dicotomizados. A resposta do individuo 7, j = 1,---, N, ao item i, 1 =
1,---,n, serd representada pela varidvel aleatéria Uj;, com Uj; = 1 (correta) e Uj; = 0
(incorreta). A proposta da TRI é modelar a distribuicao de Uj;, ou equivalentemente, a
probabilidade de acerto ao item i, para cada item. A habilidade do individuo j passa a
constar no modelo como um parametro e é, geralmente, representada por 6;.

Claramente, a probabilidade de acerto ao item ¢ devera ser representada por uma fungao
monétona crescente de #; com imagem no intervalo [0,1], o que sugere a escolha dessa
fungao na classe de fungoes de distribui¢oes (acumuladas) de varidveis aleatérias continuas

Tavares, H. R. IME/USP
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(F'DC). Essas fungdes sdo, freqiientemente, denotadas por ¥; e denominadas Func¢do de
Resposta do Item (FRI) (Van der Linder & Hambleton, 1997) ou Curva Caracteristica
do Item (CCI) (Tucker, 1946). Muitas outras fungoes fora dessa classe foram propostas,
tal como a funcao linear, mas com pouco impacto pratico e sérias limitacoes nos valores
possiveis para as habilidades. Por outro lado, situagoes praticas freqiientemente indicavam
um ajuste insatisfatério dos modelos causado por uma assintota (§ — —oo) nao nula,
sugerindo que individuos com baixa habilidade respondiam corretamente ao item 7 com
probabilidade ¢; positiva. Isso foi interpretado pelos especialistas como acertos ao acaso
(chutes). Por conta disso, uma outra classe de fungoes bem aceita pode ser escrita como
Em 1952, Lord propoés o Modelo Normal

a; (97()2') 1

o \ 2T

onde a; e b; sao parametros relativos ao item 7. Em 1957, Birnbaum propos o modelo

U, (0) = e~/2dt,

1

\Ilz(e) = 1 4 e—Dai(e—bi)’

onde D é um fator de escala. O modelo acima é denominado de Modelo Logistico quando
D = 1. O valor 1.702 para D ¢ utilizado quando se deseja que os valores para as fungoes
Normais e Logisticas sejam aproximadamente iguais (ver Haley, 1952). Na prética, o mod-
elo mais utilizado é o logistico com 3 parametros, descrito a seguir.

Modelo logistico de 3 parametros (ML3)

O modelo logistico (unidimensional) de 3 parametros é dado por:

P(Utw = 1|0j7 Cz) = ¢ + (1 - cl){l + eiDai(gjibi)}il'

onde {; = (a;,b;,¢;)" é o vetor de parametros associado ao item ¢ (ou simplesmente,
parametros do item i), com a; > 0, b; € (—00,00), ¢; € [0,1], D é uma constante de
escala e 0; € (—00,00) é a habilidade do individuo j. Sua representacao grafica esta na
Figura 1.1.

De um modo geral, podemos dizer que o parametro b; esta relacionado a dificuldade do
item, quanto maior este parametro mais dificil serd o item, e por isso ele é conhecido como
parametro de dificuldade. Aumentando o valor de b; estaremos deslocando a FRI para a
direita e, portanto, um individuo com habilidade fixada tera menor probabilidade de acer-
tar o item, ou seja, o item torna-se mais dificil. O parametro ¢; nos da a probabilidade de
um individuo com baixa habilidade responder corretamente ao item, e é também chamado
de parametro de acerto ao acaso. Para itens com m alternativas (4 ou 5, em geral), nor-
malmente espera-se que ¢; esteja préximo de 1/m, ja que se supoe que os individuos com
baixa habilidade respondem ao acaso esse item. Se obtivermos ¢; >> 1/m, ha indicagao

Tavares, H. R. IME/USP
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Figura 1.1 Representacao grdfica do ML3

que algumas das m alternativas foram facilmente eliminadas, mesmo por individuos de
baixa habilidade. Lord (1974) argumenta que o caso ¢; << 1/m é mais comum devido
a presenga de algum distrator (alternativa incorreta) que esteja atraindo individuos com
baixa habilidade.

Podemos notar ainda, fazendo 6; = b;, que b; ¢ a habilidade necessaria para que a
probabilidade de acerto ao item seja (1+¢;)/2. Ainda, o coeficiente angular da tangente da
FRI em 6; = b; é D(1—c¢;)a;/4, ou seja, é proporcional a a;. Logo, quanto maior o valor de
a;, mais ingreme sera a FRI e se considerarmos dois individuos com habilidades 6; = b; — ¢
ey =b;+9,9 > 0, entao a diferenga entre P;(6;) e P;(6,) (onde P;(6,) = P(U;; = 116,¢;))
serd crescente com a;, ou seja, o aumento de a; leva a uma maior discriminacao entre os
dois individuos, e por isso ele é denominado de parametro de discriminacao do item.

Em algumas situagoes, pode-se supor que nao hé possibilidade de respostas ao acaso (ie.,
¢; = 0), resultando no Modelo Logistico de 2 parametros (ML2). Se, além disso, pudermos
supor que o poder de discriminacao é o mesmo para todos os itens envolvidos em um teste,
isto é, a; = a, Vi, chegamos ao Modelo Logistico de 1 parametro (ML1), onde a constante
a ¢ incorporada na unidade de medida da habilidade (ver Secao 1.3).

1.1.2 Modelos para itens nao-dicotémicos

Varios autores defendem a idéia de que a dicotomizacao elimina informagcoes associadas
a itens respondidos de forma incorreta, ou seja, sabe-se apenas que um particular individuo
respondeu incorretamente ao item, mas nao é relevada a informacao sobre a alternativa
escolhida. Por outro lado, alguns itens tém a caracteristica que suas alternativas sao
ordenadas, e isso exige a introducao de novos modelos que incorporem essa informacao.
Para maiores detalhes sobre esses modelos, veja Hambleton & Swaminathan (1985) e
Andrade, Tavares & Valle (2000).

Vérios outros modelos de resposta tém sido propostos recentemente. Dentre eles, pode-

Tavares, H. R. IME/USP
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mos destacar os modelos multidimensionais (ver Ackerman, 1996), modelos nao-para-
métricos e modelos ndo-monotonicos (ver Van der Linden & Hambleton, 1997).

Embora exista uma vasta classe de estruturas de itens, podemos dizer que os itens
dicotomicos ou dicotomizados sao, sem divida, os de maior interesse pratico. Por conta
disso, o restante deste texto é dedicado somente a esse tipo de item. Além disso, trataremos
apenas da classe de modelos escrita como P; = ¢; + (1 — ¢;)¥;, onde ¥; é uma FDC.

1.2 Estimacao

Consideremos a situagao em que temos N individuos submetidos a um teste com n
itens. Nesta situacao, o objetivo de uma analise pode ser estimar as habilidades individ-
uais, estimar parametros relativos aos itens, ou ambos. Em algumas situagoes podemos
pensar que os itens ja foram calibrados (isto é, seus parametros ja foram estimados) e
desejamos simplesmente estimar as habilidades individuais. Por outro lado, individuos
com as habilidades estimadas em um teste poderao ser utilizados na calibracao de um
novo conjunto de itens. Em geral, os objetivos sao tanto a calibracao dos itens como a
estimacao das habilidades.

Quando temos apenas uma populacao em estudo, o objetivo principal se concentra
em estimar os parametros dos itens, {;, 7 = 1,--- ,n, e as habilidades individuais, 6;,
7 = 1,---, N. Geralmente, essa estimacao é feita pelo Método da Maxima Verossimil-
hanga através da aplicagao de algum processo iterativo, como Newton-Raphson [ver Issac
& Keller (1966), por exemplo] ou “Scoring”de Fisher [ver Rao (1973), por exemplo]|, com
duas abordagens usuais: estimag¢ao conjunta (parametros dos itens e habilidades) ou em
duas etapas (primeiro a estimagao dos parametros dos itens e, posteriormente, das habil-
idades). No caso da estimagao conjunta, o nimero de parametros pode ser muito grande
(3n + N para o ML3), levando a uma enorme exigéncia computacional que envolve a in-
versao de matrizes dessa ordem. Para contornar esse problema, Birnbaum (1968) propos
um processo vai e vem (“back-and-forth”), que é iniciado com estimativas grosseiras das
habilidades (escores padronizados, por exemplo) e envolve a estimagdo dos parametros
dos itens considerando as habilidades conhecidas; apds a obtencao das estimativas dos
parametros dos itens, as habilidades sao estimadas considerando os parametros dos itens
conhecidos. Esses passos sao repetidos até que algum critério de parada do processo seja
alcancado. A grande vantagem desse método é que os itens (i.e., seus parametros) sao
estimados individualmente, o que exige o tratamento de matrizes 3 x 3 para o MLS3;
esse procedimento é baseado em uma suposi¢ao bastante freqiiente na TRI, de que um
individuo com habilidade fixada 6 responde aos itens de forma independente (denomi-
nada Independéncia Local ou Independéncia Condicional). As habilidades também sao
estimadas individualmente e, com isso, a exigéncia computacional diminui drasticamente.
Entretanto, esse procedimento tém um problema sério: sabe-se que, para os parametros
dos itens conhecidos, os estimadores de maxima verossimilhanca (EMV) das habilidades,
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0,7 =1,---,N, convergem (ver Sen & Singer (1993), por exemplo) para os seus ver-
dadeiros valores quando o niimero de itens cresce; com as habilidades conhecidas, os EMV
dos parametros dos itens, ¢;, convergem para os seus verdadeiros valores quando o niimero
de individuos cresce. Na estimacao conjunta, as habilidades sao denominadas parametros
incidentais, pois o nimero destes parametros (6;,7 = 1,---, N) cresce com o nimero de
individuos; os parametros dos itens sao denominados parametros estruturais e o nimero
desses parametros nao se altera quando a amostra cresce. Essas denominagoes sao devidas
a Neyman & Scott (1948), que notaram, em um contexto diferente do da TRI, que na
presenca de parametros incidentais, o EMV dos parametros estruturais pode ser assintot-
icamente viesado. Esse problema de falta de consisténcia dos estimadores dos parametros
dos itens (ou habilidades) na presenga de um ntimero muito grande de individuos (ou
itens) foi notado por Anderson (1973) e demonstrado para o ML1. Porém, quando tanto o
numero de itens quanto o nimero de individuos crescem, os EMV dos parametros dos itens
e das habilidades podem ser nao-viciados, como sugerido por Lord (1968) e demonstrado
apenas para o ML1 por Haberman (1975). Resultados numéricos obtidos por Lord (1975)
e Swaminathan & Gifford (1983), para modelos diferentes do ML1, refor¢am a conjectura
de que os EMV dos parametros dos itens e das habilidades sao nao-viciados, quando o
numero de itens e o nimero de individuos crescem.

O problema de possivel inconsisténcia dos estimadores obtidos em uma etapa levou ao
desenvolvimento da estimagao em duas etapas por Bock & Lieberman (1970). A primeira
etapa consiste na estimacgao dos parametros dos itens e a segunda na estimacao das habili-
dades. [Notemos que apesar de as habilidades individuais serem parametros, um conjunto
destes valores pode ser representado por uma distribuicao, e esta ser usada para fins con-
venientes]. A estimagao dos parametros dos itens é feita por Mdzima Verossimilhanga
Marginal, considerando que a habilidade da populagao (#) segue uma distribuigdo cuja
fungao densidade de probabilidade (fdp) é g(6|m), onde n é o conjunto de parametros
associados a populacao, e integrando a funcao de verossimilhanca com relacao a 0. Apds
a estimacao dos parametros dos itens, as habilidades sao estimadas individualmente por
maxima verossimilhanca, ou ainda pela moda ou média da distribui¢ao condicional de ¢
dado U; = (Uj1,---,Uj,) com {;,i = 1,--- ,n, conhecidos. Embora este método tenha a
vantagem de envolver, na primeira etapa, apenas a estimacao dos parametros dos itens, a
estimacao é feita através de aplicacao de métodos numéricos que dependem das derivadas
segundas da log-verossimilhanca com relagao a ¢, e ¢, i,k = 1,--- ,n, que podem ser nao
nulas para ¢ # k. Com isso, ha a necessidade da inversao de matrizes de ordem 3n x 3n
para o ML3, o que ainda pode ser bastante exigente do ponto de vista computacional.
Para contornar esse problema, Bock & Aitkin (1981) reformularam as equagoes obtidas
por Bock & Lieberman e propuseram que as estimativas de maxima verossimilhanga fos-
sem obtidas via algoritmo FM (ver Dempster, Laird & Rubin, 1977); essa nova proposta
possibilita que as derivadas segundas citadas acima para ¢ # k sejam nulas. Com isso, a
matriz 3n X 3n (ML3) de derivadas segundas torna-se bloco-diagonal, o que possibilita
que os itens (i.e., seus parametros) sejam estimados individualmente.
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1.3 Definicao da Escala de Medida

A métrica em que os parametros dos itens e/ou habilidades sao estimados é um dos
pontos de primordial importancia na fase de interpretagao. Quando as habilidades sao
conhecidas e desejamos estimar apenas os parametros dos itens, estes sao estimados na
mesma escala das habilidades. Na situagao oposta, o conhecimento dos parametros dos
itens implica o conhecimento da escala em que eles foram estimados, de forma que as
habilidades serao estimadas na mesma escala dos parametros dos itens.

No caso da estimacao conjunta, nao ha nenhuma escala definida. Teoricamente, as
habilidades podem assumir qualquer valor real, sem referéncia ao que é grande ou pequeno.
Para contornar esse problema podemos escolher um ponto de referéncia p e uma medida
de dispersao . Em cada etapa do processo iterativo as estimativas das habilidades sao
padronizadas de forma que tenham média u e desvio-padrao o. Freqiientemente adota-se
i =0eo =1, e denota-se por (0;1) ou (0,1). No caso da estimacdo em duas etapas,
geralmente supoe-se que 6 ~ N(0,1). Em ambos os casos, estaremos fixando a escala das
habilidades e, conseqiientemente, a dos parametros dos itens, no par (0,1), onde o primeiro
nimero representa a média e o segundo o desvio-padrao da distribuicao da habilidade da
populagao considerada no estudo.

Rigorosamente, a escala dos parametros é fixada para eliminar a ndao-identificabilidade
do modelo. Essa nao-identificabilidade ocorre porque mais de um conjunto de parametros
produz o mesmo valor da FRI, e conseqiientemente, da verossimilhanca. Por exemplo,
para o0 ML2 e o ML3, se 07 = af; + 3, b = ab; + 3, af = a;/a e ¢; = ¢;, onde a
e 3 sdo constantes reais com a > 0, entao P(U;; = 1|0;,¢;) = P(Uj; = 1|07,¢;). Esta
nao-identificabilidade pode ser eliminada de varias formas, sendo que as restricoes mais
comuns sao as citadas anteriormente. Para maiores detalhes, veja Baker (1992).

Quando consideramos mais de uma populacao (relativas a diferentes graus de escolari-
dade, sexo, grupos étnicos, regionais etc.) a estimagao é realizada em separado para cada
uma das populagoes. Embora cada uma destas populagoes (e os respectivos itens) ten-
ham seus parametros estimados em uma escala (0,1), estas escalas ndo sao comparaveis
porque cada uma estd vinculada a uma populagao. Dai, surge a necessidade de colo-
car tais parametros na mesma escala, ou seja, fazer o que é denominado de Equaliza¢ao
(“Equating”). Esse processo exige que os testes aplicados as vérias populagoes tenham
itens comuns fazendo uma ligagdo entre eles. Por exemplo, se tivermos 3 populagoes (i.e.,
testes) devemos ter pelo menos itens comuns entre os testes 1 e 2 e também entre os
testes 2 e 3 (ou 1 e 3). As equalizagoes sdo feitas para cada par de testes com itens co-
muns, mas como ha uma ligacao entre todos os testes, o produto final é a equalizacao
de todos eles. Entretanto, antes de proceder com a equalizagao entre duas populacoes é
necessario estabelecer qual populacao serd adotada como Popula¢ao Referéncia, para que
os parametros relativos a outra populagao possam ser transformados, através de alguma
funcao f, para a escala da populagao referéncia. Os modelos Normal e Logistico tém uma
certa propriedade de linearidade (de f) entre escalas: se ¢ = (a?, b, ) representa

AR A It}
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um item na andalise envolvendo a populagao referéncia (digamos, A), 934 a habilidade do
individuo j dessa populacdo e ¢Z = (aP,bP,cP), com c? = ¢, 0 mesmo item em outra

(R

populagao (digamos, B), entao, a habilidade do mesmo individuo na escala da populagao
B, Hf , serd obtida como funcao de GJA por

P(UjizleBaCf) = P<sz‘:1‘9;"clA)
& adPP-P) = a0 -0
- 0F = (aMaP)OR + b~ (a? faP )b

= ozGJA—i-ﬁ, com a>0efe€lR.

Esta mesma relagao é vélida para o parametro de dificuldade, que também é uma ha-
bilidade: b2 = ab?t + 3, bem como a? = al!/a. De acordo com isso e com base nas
estimativas dos parametros de dificuldade dos itens comuns aos dois testes, obtemos uma
reta de regressao entre os dois conjuntos de estimativas e, assim, chegamos a relacao
entre os parametros nas duas populagoes. Isso possibilita que todas as habilidades e os
parametros dos itens associados a uma populacao sejam transformados para a escala da
populagao referéncia. Isso pode ser feito para todas as populagoes consideradas com base
nos itens que fizeram as ligagoes entre os testes.

O método de equalizagao descrito acima é conhecido como método da Regressdo, mas
existem vérios outros métodos, dentre os quais podemos destacar: Média-Desvio (Mean-
Sigma), Média-Desvio Robusto e Curva Caracteristica. Para detalhes, veja Kolen & Bren-
nan (1995) e Andrade (1999).

1.4 Modelo para Varias Populacgoes

O modelo para vérias populagoes foi proposto por Bock & Zimowski (1997) e represen-
tou um grande avango na TRI (ver Hedges & Vevea, 1997). Nesse modelo, consideram-se
K populacoes independentes em estudo e é feita uma andlise conjunta das respostas
amostrais dessas populacoes. Considera-se que a habilidade da populacao k segue uma

determinada distribuigao cuja média é y, e variancia o2, k = 1,--- , K. Freqiientemente,
adota-se a distribui¢do Normal, isto é, 0 ~ N(u,07), k =1,--- , K. Novamente, existe
a necessidade do arbitrio de uma populacao referéncia cujas habilidades serao dadas por
uma N(0,1).

A grande vantagem da abordagem de Bock & Zimowski esta no fato de a equalizagao
ser feita automaticamente no proprio processo de estimacgao. Desta forma, nao estaremos
mais sujeitos a diferencas nas estimativas dos parametros devidas ao método de equal-
izagao escolhido. Além disso, na presenca de vdrias populagoes (digamos, K > 5), com
as equalizagoes sendo feitas entre os testes k e k + 1, temos erros (relativos a regressao,
por exemplo) associados a cada equalizacdo entre duas populagoes, que serao acumulados
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para a estimacao de (us,03), (u3,03), -+ e, principalmente, de (ux,0%). Portanto, estes
parametros poderao ser muito mal estimados.

1.5 Objetivos

Uma suposicao adotada na modelagem de Bock & Zimowski é que as populacoes sao
independentes, induzindo que cada individuo sé deve compor uma populagao e, portanto,
tornando o uso desta teoria inapropriada em conjuntos de dados oriundos de estudos
longitudinais.

Neste trabalho sao propostos modelos da Teoria da Resposta ao [tem para Dados Lon-
gitudinais que permitem a incorporacao de estruturas de correlacao em suas formulagoes.
Consideramos que os dados possuem uma estrutura longitudinal, ou seja, os individuos
envolvidos nas avaliagoes podem ser submetidos a varios testes, em uma mesma area do
conhecimento, ao longo de T' condigoes de avaliacao (tempo), tais como diferentes séries
escolares. Neste contexto, o modelo sugerido por Bock & Zimowski passa a ser um caso
particular dos modelos aqui propostos.

O Capitulo 2 é dedicado a estimacao dos parametros dos itens, considerando que os
parametros populacionais (matriz de covariancias e vetor de médias) sdo conhecidos. O
Capitulo 3 é dedicado a estimacao dos parametros populacionais, com os parametros dos
itens conhecidos. O Capitulo 4 completa os Capitulos 2 e 3 na situacao em que temos
a estimacao conjunta dos parametros dos itens e parametros populacionais. O Capitulo
5 trata da estimacao bayesiana, tantos dos parametros dos itens e populacionais, como
das habilidades. Nestes capitulos, 2 a 5, consideramos a existéncia de uma tnica popu-
lagao com a estrutura dos dados completa. No Capitulo 6 abordamos o caso em que ha
dados incompletos, ainda com uma tnica populacao. Em seguida, no Capitulo 7, consid-
eramos o caso em que temos varias populagoes, com varias condicoes de avaliacao, para
dados completos e incompletos. No Capitulo 8, com um perfil um pouco diferente dos
anteriores, tratamos de curvas de crescimentos associadas aos vetores de médias. Final-
mente, no Capitulo 9 sao feitas aplicagoes a dados simulados e a dados reais. Concluimos
com algumas consideragoes gerais, deixando desenvolvimentos tedricos adicionais para os
apéndices.
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Capitulo 2

Modelo Longitudinal para Uma Unica
Populacao: Estimacao dos Parametros dos
Itens

Neste capitulo construimos um modelo considerando a existéncia de uma tnica pop-
ulagao de respondentes e T periodos de avaliacao para dados completos e parametros
populacionais conhecidos. Por facilidade de exposicao, consideramos que as avaliagoes
sao realizadas nos tempos 1,2,--- T, e nos referimos a estas avaliagoes como Teste 1,
Teste 2,---, Teste T. Desta forma, usaremos indistintamente os termos teste, tempo e
ainda periodo (condi¢do) de avaliagdo. O conjunto de individuos que compoem a amostra,
obtida por amostragem aleatéria simples, serd referido por grupo. Consideramos que o
teste t é formado por n; itens, e que temos n itens no total dos T testes, com n < Zthl ng.
Assumimos uma determinada ordenacgao no conjunto dos n itens, de forma que possamos
denoté-los (i.e., seus parametros) por ¢ = (¢}, ¢5, -+, ¢,

A situagao mais comum na pratica é aquela que temos que estimar tanto os parametros
dos itens como os populacionais. Esta estimacao geralmente é dividida em dois blocos, onde
o primeiro se refere a estimacao dos parametros dos itens, considerando fixos os parametros
populacionais, e o segundo bloco se destina a estimacao dos parametros populacionais,
considerando fixos os parametros dos itens. Neste capitulo tratamos somente do primeiro
bloco, o préximo capitulo trata do segundo bloco e no Capitulo 4 fazemos a juncao dos
dois blocos. Vale notar que se estivermos na situacao em que os parametros populacionais
realmente ja forem conhecidos, apenas os parametros dos itens precisam ser estimados e,
portanto, apenas o primeiro bloco sera aplicado.

2.1 Modelo Probabilistico

A principio, qualquer um dos modelos propostos na literatura [ver Andrade, Tavares &
Valle (2000), por exemplo| pode ser usado para fins de aplicagao. Neste trabalho, adotare-
mos o Modelo de Birnbaum ou Modelo Logistico de 3 parametros (MLS3) para a probabil-
idade de um individuo responder corretamente a um item. Este modelo tem sido o mais
utilizado por profissionais das areas de avaliacao. Além disso, como descrito no Capitulo
1, com ele é possivel obter alguns sub-modelos (ML2 e ML1) e ainda, estimativas dos
parametros dos itens muito proximas daquelas obtidas com o Modelo Normal.
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Se Uj; ¢ a resposta (bindria) ao item ¢ oriunda do j-ésimo individuo no t-ésimo teste,
entao

P(Ujit = 1|9jt7 Cz) =¢; + (1 - Cl){l + e_Dai(ejt_bi)}_l, (21)

onde #;; é a habilidade do individuo j no teste t e ¢; = (ai, b;, ¢;)' é o vetor de parametros
associado ao item 1.

Vamos assumir que a probabilidade de acerto a qualquer item, em qualquer dos testes,
pode ser modelada pela mesma fungao de resposta (ML3). Esta suposicao é freqiientemente
aceitavel na pratica e facilita bastante o desenvolvimento da teoria.

Uma suposigao que tem sido freqiiente na literatura, e que serd usada neste trabalho, é
a de Independéncia Local (ou Independéncia Condicional), na qual os itens que compoem
cada teste sao respondidos de forma independente por cada individuo com habilidade 6,
ou seja,

P(Ujlt = Uj1¢, " " * 7antt - ujntt|9t7 C) = HP(U]Zt = ujit|0t7 Cz)7 = 17 e 7T'
i=1

Em outras palavras, a habilidade de um individuo é informagao suficiente para deter-
minar a probabilidade de acerto de um determinado item (conhecidos seus parametros),
nao importando se ele respondeu corretamente ou nao a outros itens. Cabe ressaltar que
nao estamos supondo que as respostas aos itens sao independentes, mas sua dependéncia
se da apenas através da habilidade. Por conta disso, fixada a habilidade de um individuo,
suas respostas aos diferentes itens serao condicionalmente independentes.

Estenderemos a propriedade de independéncia local ao que chamaremos de Independén-
cia Local-Temporal (Local — Longitudinal), que declara que os itens de um teste serdo
respondidos independentemente dos itens dos outros testes, fixadas as habilidades nos T
testes. Mais ainda, assumiremos que as respostas de cada individuo aos itens do teste ¢
dependem apenas da habilidade neste teste, 8j;, e nao das habilidades nos outros 7" — 1
testes, ou seja,

T

P(U;.10.¢) = [[PWU.6.¢),

t=1

onde U ;. representa o vetor de respostas do individuo j em todos os tempos, enquanto
U ;. representa apenas as respostas do tempo t.

Também estaremos assumindo que individuos diferentes responderao aos itens de forma
independente.

Varias outras suposigdes costumam ser feitas. As principais sdo: (i) a de que o tempo
destinado ao teste é suficiente para que todos os individuos possam responder a todos
os itens; (ii) a ordem em que os itens sio apresentados aos individuos nao interfere no
desempenho dos mesmos e, principalmente, (i7i) que a probabilidade de acerto a cada
item é funcao de um tunico trago latente, referido por unidimensionalidade.

Tavares, H. R. IME/USP



2.2 Distribuicao das Habilidades 12

2.2 Distribuicao das Habilidades

Assumiremos que o vetor de habilidades da populagao nas T condi¢oes de avaliacao,
0 = (01,05,--- ,0r), tem distribui¢do continua multivariada com vetor de parametros n
de componentes finitas, e denotaremos sua fdp por g(8|n), onde n é conhecido.

No caso Normal T-variado temos que n = (p,X), onde p = (1, fto, -+ , ur) € 0 vetor
de médias e ¥ = (0ys)rs<r ¢ @ matriz de covariancias. Para os elementos da diagonal de
3, usaremos a notacao oy = oz.

Basicamente, o processo de estimacao dos parametros dos itens é o de maxima verossim-
ilhanca. Portanto, o nosso primeiro passo seréd a construcao da fun¢ao de verossimilhanca,
ou simplesmente verossimilhanca.

2.3 Construcao da Verossimilhanca

Consideremos a situacao em que temos n; itens no teste ¢ e n itens no conjunto de
todos os testes. Tal como no modelo de Bock & Zimowski, ha necessidade de termos itens
. . ~ . T .
comuns criando uma ligagao entre os testes, e por isso n <n. =) ,_, n;. Sejam

U= Ujit,Ujar, - -+ ,Ujn,e) 0 vetor (ny x 1) de respostas do individuo j no teste ¢;

U, = (Uj,,Ujy, -+, Uj7) o vetor (n. x 1) de respostas do individuo j em todos os
testes.

U.=U, U, - Uy ) ovetor (Nn, x 1) total de respostas.

I, o conjunto dos indices dos itens presentes no teste t.
T,; 0 conjunto dos indices dos testes que contém o item i.

Usando a independéncia local, podemos escrever a probabilidade associada ao vetor de
respostas U ;; como

jt|9t7 H P ]ztwt? 7 (22>

€1y

Adicionalmente, com a independéncia temporal podemos escrever

PU;.10,¢) = [[PWl6.¢) =[] PU;lb..C) (2.3)
T
= 111 P@Wul6: o). (2.4)
t=1 eI,
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A probabilidade marginal do vetor de respostas U ;. é dada por

PWICn) = [ PW,10.¢.g(6m)ao
= [ Pw.e.cistemae. (25)

Nesta expressao usamos que a distribuicao de U;. é funcao apenas de € e ¢, nao de-
pendendo de 1. Com (2.5) podemos escrever a verossimilhanca L(¢,n) = P(U_;¢,n)
como

L(¢,m) = HP(Uj..|C,n)~ (2.6)

Esta é a fungao que pode ser adotada para obtencao das estimativas de maxima verossim-
ilhanca. Entretanto, na literatura tem sido freqiiente a construcao da verossimilhanga
usando a abordagem de padrao de resposta. Como temos n; itens no teste ¢, totalizando
n. respostas para cada individuo, com 2 possiveis respostas para cada item (0 ou 1), hé
um total de S = 2" possiveis respostas (padroes de resposta). Quando o nimero de in-
dividuos é grande com relagao ao ntimero de itens, pode haver vantagens computacionais
em trabalhar com o nimero de ocorréncias dos diferentes padroes de resposta. Neste sen-
tido, daqui em diante vamos trabalhar considerando os padroes de resposta e nao mais
os vetores de respostas individuais, ou seja, indice 7 nao mais representara um individuo,
mas sim um padrao de resposta.

Sejam r; o nimero de ocorréncias do padréo de resposta j, e ainda s < min(N,S) o
ntimero de padroes de resposta com r; > 0. Trabalhando com s estaremos excluindo todos
os padroes de resposta com ocorréncia nula, o que computacionalmente pode ser bastante
vantajoso. Vale notar que

S

> rp=N, (2.7)

=1

e para utilizar os vetores de respostas individuais ao invés dos padroes de resposta, basta
fazermos s = N e r; =1, Vj.

Seja R = (rq,re, -+ ,rs) o vetor de freqiiéncias dos padroes de resposta. Usando a
independéncia entre as respostas dos diferentes individuos, teremos que R segue uma
distribuicao Multinomial, isto é,

P(RIC.n) = 17 ,H U,.|¢m)"

]1]
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Desta forma, temos que a log-verossimilhanca sera

log L(¢,m) = log {HL} + ZT’J log P(U;..|C, ).

]1Tj j=1

2.4 Equacoes de Estimacao: Caso Geral

As equagoes de estimacgao para os parametros dos itens sao

dlog L(¢, m)
a¢;

Para especificarmos assas equagoes, notemos que

=0; i=1,2---,n. (2.8)

OlogL(¢,m) O { | }
e - rjlog P(U;.|¢,m)
_ N 1 9PU,I¢n)
N ;”ij..\c,n) ac, (2.9)
Mas
0P(U, 9
T = ag{ [, e cuoime (2.10)
0
= 0 0|n)do _
| {aerwileo} aom a11)
= / {@EZ log P(U,. 16, <>} P(U;.16,¢)g(8]m)d6
RT 3
@ T
= ¢, 5.0, 0 (7]
/,,%T{a@;;bgp Uyl co} P(U;.16,¢)g(8/m)d
a B
- /R{Z 3, 1°gP<Uﬂt'9t’<z>}P(Uj..le,cm(em)de
— 3P( Jzt|9tv )/342) .
E {1;7-1 P(Ujit| 0, C;) } PU;.16.¢)g(0|n)db, (2.12)

onde a ordem da derivada e da integral em (2.10) pode ser permutada com base no
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2.4 Equacoes de Estimagao: Caso Geral 15

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Chow & Teicher, 1978). Mislevy (1984)
argumenta que essa permuta ¢ amplamente satisfeita por modelos de teoria de resposta
ao item e funcgoes densidade.

Escrevendo

P(Uji|0:,¢) = P(Ujie = 1|64, €)Y P(Ujiy = 0]6,, €)' Y5t = anQl Um

teremos
a a it 1- U]zt
ge PUln¢) = 5o (P Q™)
Ujis—1 0Py 1-Uji —Ujit 9 Ujit
= Ujnly (9@ > Qi "+ (1= Ujar)Qy (_3_<I¢Pit) Py
AU U U OP,
= [l - v PP (58 ).
a¢;
Notemos agora que o termo entre colchetes vale 1 quando Uj;; = 1 e vale -1 quando
Ujix = 0, portanto podemos reescrevé-lo como (—1)%i*1. Com isso,
0 0P,
—P(Ujir|0s, ¢;) = (—1)Ptt =2 2.13
8CZ ( ]t| taCz) ( ) acl ( )

Notando agora que

(2.14)

(=) Py Qi _ Qit se Ujin = 1
PZtﬂth Ujit _-Pit se U]zt = O,

podemos reescrever este termo como Uj;; — Py. Segue de (2.12) que

orPWU;.I¢m) _ (Ui — Py) (0P |
B /R{Z PyQu (aci)}P (U;.10.€)g(8m)d6.  (2.15)

te

Como comentado no Capitulo 1, vamos nos restringir a classe de FRI escritas como
Py = ¢; + (1 — ¢;) P}, onde P representa uma FDC. Para os casos Logistico e Normal,
temos

1 + e~ Dailbe— 1 Modelo Logistico,
Py = {{ o & (2.16)

Ju e ’y2/2dy, Modelo Normal.

Por conta disso, sera conveniente usarmos a seguinte ponderacao
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2.4 Equacoes de Estimagao: Caso Geral 16

P

W = : 2.17
" PaQu (217)
onde @}, = 1 — Pj;. Para os modelos de 1 ou 2 parametros, W;; = 1,1 =1,--- ,n, t =
1,---,T. Multiplicando e dividindo a razao em (2.15) pelo termo P;Q;; e usando a pon-

deragao (2.17) poderemos reescrever (2.15) como

aCi a /IRT{

Usando a notacao

oPy\ W,
S -2 (58) prge } PU,.16,)g(6lm)d6. (2.13)

U,.10,¢)g(6|n)
P(U]‘Can) ’

g:(0) = PO, C.m) = = (2.19)

teremos que a funcdo de estimagao (2.9) pode ser escrita como

dlogL(Cm) _ N~
3 —E/R{

Resta agora determinar as equagoes especificas para cada parametro do vetor ¢; da FRI
adotada.

OPy\ Wi .
S 2 (56 e } 5;(0)d6.  (220)

teT;

2.4.1 Aplicagao ao Modelo Logistico de 3 Parametros (ML3)

Para obter as equacoes de estimagao para os parametros do ML3, precisaremos das
seguintes expressoes:

a_a.t = D(1 =)0 — bi) P Q; (2.21)
%I;t = —Da;(1 - ;) PyQ5 (2.22)
oPy .,

ge, T~ W (2.23)

Para o parametro de discriminacdo, temos de (2.20) e (2.21) que
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dlog L(¢,n)
3ai

P\ W, .
S - 20 (52) e }gj (6)d6
j=1 ter v/

s

teT;

=>n ], T{Z(%—P)Du—cz)( b)P t@ﬂ%}gﬂwde

<

— D(l-a) er/{ Uyt — it)(et—bi)mt}g;‘(B)dO.

Para o parametro de dificuldade, temos de (2.20) e (2.22) que

dlog L(¢,m)
ob;

OPy\ Wi |

j=1 ter
= JZITJ- /]RT {;(Ujit_Pfit)(_l)Daz< — )P, thtP;; * }g?(@)d@

= —Da;(1—¢) er/ {

]zt Pit)Wit} g}‘(e)de-

ter;

Para o parametro de acerto ao acaso, temos de (2.20) e (2.23) que

Olog L(¢,m) _ / OP\ Wi | .
aci N er = JZt P ) aCi -P;;Q;kt g] (0)d0

= ZTJ/ { Ujit — P; )QltPI/:/Qt}g*(O)dO
= er/ { ]zt Pzt)%}g;(e)de

Em resumo, as equagoes de estimacgao para os parametros a;, b; e ¢; sao, respectivamente,

D(1 —¢;) Zr]/ {

]zt P )(01? - bz)VVzt} g;k(e)de = 07 (2'24)

a; .
ter;

b; —Da;(1 ZTJ/ { Usjir — Rt)mt} 9;(8)d6 = 0, (2.25)

teT;

- Wi | .

o > > (Usa - Pu)p: ¢ 9;(0)d6 = 0. (2.26)

j=1 RT teT; it
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2.5 Implementagao 18

Estas equacoes nao possuem solucao explicita e por isso precisaremos de algum método
iterativo para a obtencao das estimativas de méaxima verossimilhanga dos parametros
dos itens. Freqiilentemente, essa estimagao é feita via algoritmo Newton-Raphson, para
o qual se faz necesséria a obtencao da derivada segunda da log-verossimilhanga (Matriz
Hessiana). Neste contexto, a estimacao é realizada para todos os itens de uma s6 vez, o que
envolve o tratamento de matrizes de ordem 3n para o ML3. Algumas alternativas podem
ser propostas para facilitar a obtencao das estimativas. Por conta disso, na secao seguinte
sao apresentadas as expressoes para as derivadas segundas da log-verossimilhanga, bem
como uma proposta que facilita a obtencao destas estimativas.

2.5 Implementacao

Nesta se¢ao apresentamos as derivadas segundas da log-verossimilhanga com relacao
aos parametros dos itens. Os detalhes para obtencao dessas expressoes podem ser encon-
trados na Segao A.1.

Sejam
D(1—¢;)(0, — by)
op;
hy = (PpQ5)~" (ac't) = _Dai(ll —¢) ;
' Py
* )%\ — 82‘P%
Hy = (PQ;)™" (84—({)&)
D*(1 = ¢;)(0: — bi)*(1 — 2Pp) :
—D(0: — b;) Da, 0
e
b OPULICT/06H,
" P(U,.[¢.m)
= / {Z(Uﬁt — Pi)WiuH gy — > (Ui — Pu)*Wihihly+
RT teT; teT;
+ Z(Ujit — Py)Withgy Z(Ujit — ]Dit)With;t] } 9;(0)de.
LT teT;
Para [ # 1,
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2.5 Implementagao 19

L PPULIC /60
W TP
= / Z(Ujit_Pit)Withit] Z(Ujlt_Plt)VVlthEt g;?(g)dg.
BT Lier, teT;

Ainda, por (2.18),

_ oP(U,.[¢;n)/9¢; x
hig) = PU;.I¢,m) - /JR {Z(Uﬁt_Bt)Withit}gj(e)d&

dlog L(C, .
fe) = TEEEN S g,
i =1
€
9% log L
H(,.¢) = gfé—aén Zn {Hug) — higyhig) b - (2.27)

~(k
Se ¢ ® ¢ uma estimativa de ¢ na iteracao k, entao na iteracao k + 1 teremos que

S0 5k

=& =),

onde

f(Cl) g(ChCO g(CDCQ) g(cl,cn)

H(C, ¢) H(CoCo) - H(Co )
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2.5.1 Usando Suposicoes Adicionais

Algumas suposicoes podem ser feitas de modo a facilitar o processo de estimacao. Pode-
mos notar que a estimagao dos parametros dos itens, com os parametros populacionais
conhecidos, envolve a inversao de matrizes de ordem 3n. Para amenizar a exigéncia com-
putacional, algumas modificagoes na estrutura de H;({) podem ser feitas com base em
uma suposicao, denominada de independéncia entre os itens, de forma que

H((;,¢,) =0, parai#k. (2.28)

Vale notar que esta suposicao nao é equivalente a independéncia local, que esta rela-
cionada aos individuos e declara que, fixada sua habilidade, um individuo responde aos
itens de forma independente.

Com essa modificagao, a estrutura de H(¢) fica

H(ClaCl) 0 0
0 H(,,¢) - 0
H;(¢) = : <C: <) : (2.29)

Essa simplificagao traz uma grande vantagem: passamos a inverter matrizes de ordem 3,
ao invés de 3n, no Algoritmo Newton-Raphson. O processo iterativo fica muito menos
exigente, demandando um tempo bem menor.

Uma outra maneira de obtermos as estimativas dos parametros dos itens consiste apli-
cagao do algoritmo EM (ver Dempster, Laird & Rubin, 1977). Essa abordagem serd vista
em detalhes no Capitulo 4.

Sobre a métrica

Apoés estimados os parametros dos itens, resta uma pergunta: em que métrica os
parametros dos itens foram estimados? Como os parametros populacionais sao conhecidos,
entao a métrica ja esta estabelecida, i.e., os valores dos parametros populacionais estao
todos na mesma escala de medida e, portanto, sao comparaveis. Logo, os parametros dos
itens também serao comparaveis.

Completamos aqui o primeiro bloco para o processo de estimacao, no que se refere a
obtencao das equacoes de estimacao para os parametros dos itens. No préximo capitulo
tratamos do segundo bloco, relativo a obtencao das equagoes de estimacao dos parametros
populacionais.
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Capitulo 3

Modelo Longitudinal para Uma Unica
Populacao: Estimacao dos Parametros
Populacionais

Neste capitulo, tratamos da estimacao dos parametros populacionais considerando os
parametros dos itens conhecidos e o conjunto de dados completos. Essa situagao ocorre se
os testes envolverem itens ja calibrados, de forma que nao ha necessidade na reestimacao
desses parametros. Entretanto, essa situagao também pode ser vista como um segundo
bloco para a estimagao conjunta dos parametros dos itens e parametros populacionais.

Nossos passos serao, inicialmente, a obtencao das equacoes de estimacao para 17 sem
especificar a fdp g(0|n). Feito isso, exploraremos o caso em que 8 tem distribui¢ao Nor-
mal Multivariada com parametros n = n(w, %), onde g = (pq, 2, -, pr) é o vetor
de médias nos T testes e ¥ = (0yj)ij<r, cOM 0y = o?, ¢ a matriz de covariancias.
Consideraremos 5 estruturas para . A saber, os modelos Diagonal, Uniforme, Ban-
das de ordem 1, Auto-Regressivo de ordem 1 e Hankel. Para o primeiro caso teremos
que n = (w1, pa, 43, * -+, 1,011,022, -+, opr) . Para os 3 seguintes teremos que n =
(1, phos i3, -+ 5 pr, 02, p)’, onde p representa a correlagio entre as habilidades em qual-
quer par de testes. Para o ultimo caso teremos 1 = (1, o, i3, + , i1, 012, 011, 022, * ,
orr)’, onde o5 representa a covariancia entre as habilidades em qualquer par de testes.

3.1 Equacao de Estimacao: Caso (Geral

As equagoes de estimagao para os parametros populacionais sao dadas por

dlog L(¢, m)

o =0 (3.1)

Para especificarmos essas equagoes, notemos que

— ' P( ' .

on U;.|[¢,m) on
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Mas

oPU,.I¢.m)  _ /]RT P(U,.16.¢) (%g(@]n)) a0

= [ P e.0um (5 toeoelm ) do. (33

Segue de (3.2) que a equagao de estimacao para n é

dlog L(¢,m) . 1 4

_ jf;rj /RT <%logg(9|n)) 4:(6)d6 = 0. (3.4)

Varias distribui¢oes podem ser propostas para as habilidades. Uma das distribuicoes de
maior interesse é a Normal, para a qual obteremos as equacoes de estimagao a seguir.

3.2 Habilidades Normalmente Distribuidas

No caso em que @ tem distribuicao Normal T-variada com vetor de médias pu =
(1, pra, - -+, por)" e matriz de covariancias 3, teremos que

T 1 1 )
log g(0]m) = = log(2m) — S log [%] = 5(6 — p)’=7(0 — ).

Com isso, segue que

DO | —

Em particular, considerando V' = X! = (v;;), temos que

dlog g(6|n) 19 :
loeg\Om) _ 9 19 uyvie -
o 2o (6 —p)V (60— p)
= 'U;(O—pl,% = 17 7T7 (35)

onde v; é a t-ésima coluna de V. Em termos matriciais, podemos escrever as equagoes
(3.5) como
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Olog g(8|n) ,

D108 Hl8lm) o1

dlog g(0 S vy
. Oln) _ o —| 2 lo-w=ve-pn. (3.6)

©n : :

dlog g(0|n) /

usgan)  \oh

Usando a notacao
N . = 1S

A= | g0 o F= ;rjuj (3.7)

teremos, de (3.4) e (3.6), que

0 - Z;rj /RT V(6 — 1)y’ (6)d6

S

_ ”V{/RT eg;f(e)de—u/RT 93-‘(9)6”9}

J=1

- Vi m)
= V{irjﬁj_NM}

J=1

- NV {ﬁ—u}. (3.8)

Para fins de estimacao de ), ainda sao necessarias as equagoes relativas aos parametros
da estrutura de covariancia adotada. De forma geral, quando a matriz ¥ é nao-estruturada,
isto é, tem T'(T + 1)/2 parametros, vem

Ologg(Oln) _ 10log|x[ 1., .| 9 _

8aij

Considerando é;s = dlog |X|/0o e Vg) = 0V /Doy, e usando a decomposicao 6 — p =
(0 — ) + (@ — p) para a equagao de estimagao para o, temos que
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3.3 Matriz de Covariancia Diagonal 24

= —% {@s + (ﬁ = u)’VE? (B — )+ / O —n)vidie - ﬁ)g*(@)do} ,(3.10)

onde g*(0) = N~' 37" r;g;(8). Pelas Equacdes (3.8) e (3.10), os EMV de p e oy, sdo
obtidos resolvendo-se as equacoes

b= p (3.11)

/]R (O-@VIO - 08 = b (3.12)

Portanto, para chegarmos as equagoes de estimacao para m basta que obtenhamos as
expressoes das derivadas primeiras de log |X| e de V' = >~ !, Basicamente, serd isso que
faremos a seguir para as diversas estruturas de covariancias de interesse.

3.3 Matriz de Covariancia Diagonal

A estrutura mais simples que poderiamos considerar seria ¥ = ¢2I, na qual todas
as variancias sao iguais e as correlacoes nulas. Uma segunda alternativa seria a matriz
Diagonal, a qual é apropriada em situacoes onde as correlagoes podem ser consideradas
nulas, mas as variancias podem diferir. Essa estrutura é dada por

a% 0 0
0 o2 ...

Y= . '2 . . Edia’g{o—%’o—ga"' 70_%}'
0 0 oz

Neste caso temos que

T
=l = ]

vV = E d"’a’g{l/o-lal/o-% a]-/O-YQ“}
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Logo, para t,i,5 =1,--- T,
dlog |¥] 1
— == 3.13
V(l) _ (]
t ao_tz )
onde
avg = Yoi sei=j :,t ’ (3.14)
Jo; 0 caso contrario.

Para chegarmos as equagoes de estimacao para m, basta substituirmos as expressoes

(3.13) e (3.14) em

(3.9) e o resultado em (3.4).

No sentido de apresentar uma forma mais simplificada para essas equagoes, notemos
que a distribui¢ao conjunta das habilidades nos T' tempos é o produto das distribuic¢oes

marginais, ou seja,

g(0|n) =

onde n = (m, - ,n7)’, com n,

|, rw

Q IIEﬂ IIE'ﬂ

J 11
J11
li

t=1

t=1

Logo, por (2.3), (3.15) e (3.16)

Hgt AUNE

(k. 07)'". Segue que

(3.15)

5.10,€)g(0]n)dé

H (6:|m,)d6

~

]t|0ta

Jt|9ta )9t(9t|77t)}d9

(U .16. >gt<et\nt>det}

T
HP ]t’Cvnt
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IME/USP



3.3 Matriz de Covariancia Diagonal 26

1L, PS80 m)| [T ge(@idm,)]

9;(0) =
! Hthl P(Uj.t’C7 "h)
T
= Hg;t(et)v
t=1
onde
% P(Uj.t|9t,C)gt<9t!m)
Jt( t) P<Uj.t’C777t)
Ainda,

Ologg(8ln) _ dlog gi(0:|m,) 72 (00 — i)
on, on, -

Substituindo-se os resultados acima em (3.4) obtém-se

1 & 1
LS s | P(U; _ —
'ut 0.2 TJtP(Uj.t‘Ca nt> /];% (Uj-t|9’ C)(Q H’t)g(e|nt)d9 07

t o1

1 & 1
2. _ } : ‘ P(U. 2 (p 2 0
Oy 20_;1 p= rjtP(Uj.t‘Ca 77t> /R (U}t’ea C) (Jt (0 ,ut) ) 9<9‘7h)d9 0

Estas equagoes sao exatamente as mesmas equagoes de estimagao obtidas por Bock &
Zimowski (1997), onde os tempos correspondem aos grupos .

Na situacao em que os parametros dos itens sao desconhecidos, podem-se utilizar ar-
gumentos similares aos utilizados acima para obter as equacoes de estimagao para esses
parametros. Essas equagoes estao apresentadas abaixo e sao exatamente as mesmas obti-
das por Bock & Zimowski.

9log L(¢. ) oP\ Wi Y
PE = Sy [ - () g oo

teT; 7=1 ?
or\ Wi |
= XY [ {wn-r (52) gz fosiorn. )
;) PrQ; | %
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3.4 Matriz de Covariancia Uniforme 27

na qual o conjunto de padroes de resposta foi reestruturado de forma a termos um con-
junto para cada teste; 7j; representa o numero de ocorréncias do padrao de resposta j
no teste t e s; o numero de padroes de resposta no teste ¢t com r; > 0. Além disso, a
substituicao de 6; por @ permite simplificar as notagoes Py, P, QF, € Wy para P, PF, Q)
e W;, respectivamente.

*
%

3.4 Matriz de Covariancia Uniforme

Essa estrutura de covariancia tem sido bastante explorada em estudos longitudinais
(ver Singer & Andrade, 2000). Com ela, temos que as variancias sao iguais a o nas T
condigoes de avaliacao, e que a correlacao p € [—1,1] entre as habilidades em qualquer
par (0;,0,) é sempre a mesma. Sua estrutura é dada por

L pp P
2_02/)1,0---/)
ppp -1

Esta matriz pode ser escrita como ¥ = ¢2(1 — p)Ir + o?pJr, onde I7 é a matriz
identidade de ordem T, Jp = 1715, e 17 = (1,---,1) é o vetor T' x 1 de elementos
unitarios. Para esta matriz temos que

B = o1 g (14 (T~ 1)),
1 1 _ P
S G P (IT 1+<T—1>p”’T)'

Usando a notagao

a=a(p)=1-p, B=0(p)=1+p(T—-1), d=06p)=a(T—1)-p,

teremos que

3 = o*a"p, (3.17)
1 p
V= sl I 5Ir). (3.18)
Segue de (3.17) que
Jlog | X

gOIE _ (1) F—l] : (3.19)
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ov 1 (1 1 pc
—=——=Ir—|—=—=——=|Jr;. 3.20
o o {a2 ' <aﬁ (aﬁ)Q) T} 320
De forma geral, para as estruturas Uniforme, Bandas e Auto-Regressiva de ordem 1,
temos que ¥ = 0?R, onde R é uma matriz de correlacao. Com isso,

dlog|X| Olloge*] T
%92 90z o2 (3.21)

ov

597 = —0 V. (3.22)

Para chegarmos as equagoes de estimacao para m, basta substituirmos as expressoes
(3.19) a (3.22) em (3.9) e o resultado em (3.4).

3.5 Matriz de Covariancia de Bandas

Essa estrutura de covariancia, também chamada de TOEPLITZ, tem uma diferenca
importante com relacao a estrutura uniforme: apenas as habilidades nos tempos imedi-
atamente anterior e posterior a um particular tempo sao dependentes entre si, tornando-a
mais préxima do indicado em muitas situacoes praticas, nas quais espera-se que as cor-
relacoes diminuam quando o tempo decorrido entre as observagoes aumenta. A forma
dessa estrutura de covariancia é dada por

1 p00 -~ 0
p 1 0 0
=020 p 1 p 0
0000 - 1

Para esta matriz temos que

T
o7 tm
X = o H{l—l—Qpcos <T+1 :

t=1
Eil = V = (Uij)i,j§T7 CcOo1m
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(1- 62(T—mij+1))(6j+i+1 _ 5Ij—i|+1)
o?p(1 =) (1 — p2r+n)

onde m;; = max{i,j} e B = ﬁ(\/l — 4p% — 1), ou equivalentemente,

Uij =

p= % (3.23)

Para X ser positiva-definida, devemos ter p € [0, 3] (ver Graybill, 1969), e nessa situa¢ao
teremos que [ € [—1,0] e

T

0 1 tr -
8—plog|2|—2{p+§cos (T—i—l)} : (3.24)

t=1

Considerando v;; = Y14572i5/ (po?y3), onde

Tij =1— ﬁ2(Tij+1)7 Yaij = 6j+i+1 . 6|j71“+1 e 5= (1 B 52)(1 B ﬁﬂT*l))?
temos que
Fop. B (1+p)?
p  1-p3
it o
Y = T = (T — gy 4+ 1))
P
i = O = (G ) = (il + 1)) 0
Yoij T ap =10 j
r_ 0’}/3 o 2T
%= g, = 200 {1 =TT+ 98— (T + 1)}
e
Ovyy L Yaij
8,01 = 72(p73)? [P%(’Yiiﬂmj + Y1i72i5) — Mig2ii (Vs + ps)] = W’%)Q' (3.25)

As derivadas de log |X| e V' com relagio a o2 sdo dadas por (3.21) e (3.22), respectiva-
mente. Para chegarmos as equacoes de estimacao para m, basta substituirmos as expressoes
(3.24) e (3.25), bem como (3.21) e (3.22), em (3.9) e o resultado em (3.4).
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3.6 Matriz de Covariancia AR(1)

Essa estrutura de covariancia é bastante importante. Assim como as duas ultimas
estruturas, ela também considera que as variancias nao se alteram com o decorrer do
tempo, mas assume que as correlagoes diminuem monotonicamente, diferentemente da
estrutura de Bandas em que estas sao nulas quando o tempo decorrido entre os testes
¢ maior que uma unidade. Isso torna essa estrutura mais realista do que as anteriores
em muitas situacoes praticas. Para experimentos balanceados, nos quais os intervalos de
tempo entre os testes sao sempre os mesmos, a forma dessa estrutura de covariancia é
dada por

1 P p2 prl

p 1 p p’?

=02 0 p 1 p'
pT—l pT—2 IOT_S 1

Esta matriz pode ser escrita como X = (0y;); j<r com o;; = o2pli=il. Usando a notagao
a=alp)=1-p", B=0(p) =1+p"

teremos que o determinante e inversa de X sao, respectivamente

’2| — O_QTOéTflj

V = X" = (o)<,

com
1/ sei=jeie€{l,T}
B/ sei=jei€{2,3,---,T—1}
Vij = . . .
’ —p/a sejed{i—1,i+1}
0 c.c.
Segue que
dlog |2 —2p(T —1
dp Q@
e
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2 sei=jeie{l,T}
Ay _ 2 sei=jeic{23,--- T -1} (3.27)
dp —5 seje{i-li+1} '
0 c.c.

As derivadas de log |X| e V' com relagio a 02 sdo dadas por (3.21) e (3.22), respectiva-
mente. Para chegarmos as equacoes de estimacao para mn, basta substituirmos as expressoes

(3.26) e (3.27), bem como (3.21) e (3.22), em

3.7 Matriz de Covariancia

(3.9) e o resultado em (3.4).

de Hankel

Essa estrutura de covariancia é bastante conveniente. Ela permite que as variancias nos
T tempos sejam diferentes, possibilitando que as correlagoes entre cada par (6;,6s) sejam
diferentes. Nenhuma das estruturas anteriores tinha essa propriedade. Como conseqiiéncia,
o numero de parametros desta estrutura é maior que o das anteriores. Sua forma é dada

por
012

o3

012 012

Considerando D7 = diag(dy, ds, - -+ ,dr),

o12Jr + Dp. Ainda, se

|
Oé:1+0'122d—
t=1 1

entao,

3]
14

af,
2—1

012 012
012 012

2
J12 O'T

com dy = 07 — 015, podemos reescrever 3 =

T
e [B= Hdm
t=1

=Fr+~vEr,

onde y = —opp/a, Fp = D' e E = (€i;) com e;; = 1/(d;d;).

Sejam
N
Sk = Z % (§]
t=1 ¢

com Sy = 1. Segue que

ap = Sk + 01251 para k > 0,
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0
g8 = 2L_g; (3.28)
012 o
0 v 1
—logl¥| = =+—, t=1,---,T 3.29
aatt Og‘ ’ dt2 + dt’ ? ( )
As derivadas de V' com relacao a 015 e 0y sao, respectivamente,
ov
v = ) WE s EY 330
012
ov
Vil = o =Fi+ ' E+qEy, t=1-.T (3.31)
tt

onde

1 =8/a> ==/ e §=o0pai—a,
As derivadas de F' = (fs) sao

1) {l/df set=s=1
ts,12 —
0 c.c.

1 _
fts,zz 0 C.C.

{—1/ch2 set=s=1

As derivadas de E = (e;;) sao

1) (di +dj)

€10 = :
T (did;)?

—1/(d?d;) set=1i,i#j
el(-jl.’)tt: —2/d? set=1=]
0 c.c.

Para chegarmos as equacoes de estimagao para 1, basta substituirmos as expressoes

(3.28) e (3.30) em (3.9) e o resultado em (3.4).

3.8 Comentarios Adicionais

e Outras estruturas de covariancia poderiam ser sugeridas, como por exemplo a nao-
estruturada, que é composta por T(T + 1)/2 parametros. Neste caso, os célculos
sao um pouco mais complicados, pois nao existem formas fechadas tanto para a sua

inversa quanto para o seu determinante.
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e Para qualquer das estruturas de covariancia adotadas, as equacoes de estimagao
obtidas nao apresentam solucao explicita e por isso precisaremos de algum método
iterativo para a obtencao dessas estimativas. Na Secao A.2 apresenta-se o método
Newton-Raphson.

Sobre a métrica

Considerando que os parametros populacionais ja foram estimados, resta saber em que
métrica eles foram obtidos. Estamos tratando do caso em que os parametros dos itens sao
conhecidos, isto é, ja foram estimados, e o conhecimento dos parametros dos itens implica
o conhecimento da métrica em que eles foram obtidos. Por conseqiiéncia, os parametros
populacionais serao condizentes com a métrica dos parametros dos itens.

Completamos aqui o segundo bloco para o processo de estimacao conjunta, no que
se refere a obtencao das equacoes de estimacao para os parametros populacionais. No
capitulo seguinte os dois blocos serao unidos para o tratamento da estimacao conjunta:
parametros dos itens e populacionais.
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Capitulo 4

Modelo Longitudinal para Uma Unica
Populacao: Estimacao Conjunta -
Parametros dos Itens e Populacionais

Neste capitulo tratamos do caso mais freqiiente, em que precisamos estimar tanto os
parametros dos itens quanto os populacionais. Basicamente, o procedimento seria consid-
erar como equacoes de estimacao o conjunto obtido pela uniao das equacoes finais dos
Capitulos 2 e 3. Entretanto, na estimagao conjunta ha um problema de métrica. Quando
os parametros populacionais sao conhecidos, os parametros dos itens sao estimados na
métrica dos parametros populacionais. Na situacao oposta, os parametros populacionais
sao estimados na métrica dos parametros dos itens. Na estimagao conjunta nao ha métrica
estabelecida, de forma que o modelo torna-se nao-identificivel. A forma mais usual de
eliminar esse problema é definir uma Populacdo Referéncia e a métrica associada a ela.
Além disso, com um nimero maior de parametros a estimar, algumas alternativas podem
ser propostas de forma a facilitar a implementacao do processo de estimacao.

Populagao Referéncia e Métrica

Como comentado na Secao 1.3, toda variavel latente necessita do arbitrio de uma
origem e uma unidade de medida, pois em caso contrario, qualquer sistema de equagoes
para estimacao dos parametros sera nao-identificavel. Isso pode ser visto facilmente se
considerarmos a seguinte transformagao linear: 05, = afj; + 3, b; = ab; + B e aj = a;/a,
onde a e 3 sdo constantes reais com a > 0. Com isso, obtemos P(Uji; = 1|67,¢;) =
PUjie = 1|05, €;).

Neste trabalho adotaremos o tempo 1 como referéncia, fazendo

p=0 e o =1. (4.1)

Com estes parametros fixados, as expressoes do Capitulo 3 devem ser adaptadas de
modo a nao incluir a estimagao de y; e o7. O vetor de parametros de médias a estimar é
Ky = (M2, pr)'. Em particular, para o caso em que 6 ~ Np(p,X), a expressdo (3.6)
passa a ser escrita como
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dlog g(0|n)

=V (0—p), 4.2
e (UL (42)

onde V(1) é a matriz V sem a primeira linha. As expressoes referentes a estimacao de
0? nao se fazem mais necessérias. Em particular, para as estruturas Uniforme, Bandas e
AR(1), teremos o2 = 1.

Considerados esses detalhes, as equacoes de estimacao para o conjunto restante de
parametros populacionais sao exatamente as mesmas apresentadas no Capitulo 3, que de-
vem ser unidas as equacoes de estimacao dos parametros dos itens para formar o conjunto

integral das equagoes de estimacao, ou seja

dlog L(¢,m) > / (81%) W .

—_— = T Ujir — B, —— 09:(0)d0 =0, i=1---,n,
aCi ; ’ RT ;( & t) aCi PitQit ]( )

dlog L(¢,m) > 0 * _
= ;rj /RT (%logg(e\no 9;(8)d6 = 0. (4.3)

As derivadas segundas da log-verossimilhanca com relacao aos parametros dos itens
estao dadas na Secao A.1, com relacao aos parametros populacionais na Secao A.2 e com
relacdo aos parametros dos itens e populacionais na Secao A.3.

4.1 Implementacao

Na estimacgao conjunta, temos um nimero maior de parametros a estimar. Dessa for-
ma, se faz necessdrio o uso de artificios para facilitar o processo de estimacao. Algumas
suposicoes podem ser feitas nesse sentido. A primeira delas é a de independéncia entre
itens, dada por (2.28), e a segunda é a de independéncia entre itens e populagdo, cujo
objetivo é tornar nula a derivada segunda da log-verossimilhanga com relacao a ¢, e 7, ou
seja,

HlP(szn) :07 parai: ]-7 , 1. (44)

Considerando ¥ = (¢, ')’ o conjunto integral de parametros a estimar, e H (1) a
matriz Hessiana relativa a esses parametros, por (2.28) e (4.4) a estrutura de H (1)) fica

Hp(y) = (H(,]gc) Hf(n)) ,

onde Hp(n) é a matriz das derivadas segundas relativas aos parametros populacionais.
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Novamente, essa estrutura envolve o tratamento de matrizes de dimensoes muito menores
que as originais, simplificando bastante o processo de estimacao.

Um outro processo de determinagao de estimativas de maxima verossimilhanca é o
algoritmo EM (ver Dempster, Laird & Rubin, 1977). Com ele, nao sdo necessérias as
suposicoes de independéncia entre itens e independéncia entre itens e populagao.

4.1.1 Aplicacao do Algoritmo EM

O algoritmo EM é um processo iterativo para determinacao de estimativas de méxima
verossimilhanca de parametros de modelos de probabilidade na presenca de variaveis alea-
térias nao observadas. Cada iteragao deste processo ¢ feita em dois passos: Esperanca (F)
e Maximizacao (M). No caso da TRI, o objetivo é obter estimativas de @ na presenca
das variaveis nao observadas 6, ou alguma representacao de 8. Neste caso, U . representa
o vetor de dados incompletos e (U _,80) o vetor de dados completos. Seja f(U_,0|¢) a
densidade conjunta para os dados completos. Se @(k) ¢ uma estimativa de 1) na iteragao

~ (k41
k, entao os passos E e M para obtencao de v,b( ) sao

Passo E: Calcular Eflog f(U ., 0|v) | U,_,,Tp(k)]

~(k

Passo M: Obter 'zp( W que maximiza a fungao do Passo E.

No passo M a maximizacao pode ser feita pelo algoritmo Newton-Raphson ou “Scor-
ing”de Fisher, por exempolo.

H4 trés formas do algoritmo EM, distinguidas pela rela¢ao entre a funcdo (densidade)
de probabilidade e a forma da familia exponencial. A primeira forma se aplica quando a
funcao é um membro regular da familia exponencial; a segunda, quando a fungao nao é um
membro regular da familia exponencial, mas um membro da familia exponencial curvada
(formada por distribuigdes em que hé restrigdes no espago paramétrico) e a terceira,
quando a funcao nao tem nenhuma relacao com a familia exponencial.

Se a FRI é um membro regular da familia exponencial, o procedimento torna-se rel-
ativamente simples. Embora o modelo logistico de 1 parametro seja membro da familia
exponencial, os modelos de 2 e 3 parametros nao o sao. Portanto, a terceira forma do
algoritmo EM deve ser aplicada nestes casos.

Para descrever brevemente o algoritmo EM aplicado a TRI, consideremos

£0) = "rig;(0) e 14(0) = rUug;(0), (4.5)

J=1 J=1

que representam, respectivamente, o niumero de individuos em uma populacao de tamanho
N que téem vetor de habilidades @ e o niimero de tais individuos que respondem correta-
mente ao item i no teste t. Os conjuntos f = (f(0)) e r = (r+(0)) sdo a representagao de
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6 e compoem as quantidades nao-observadas do algoritmo EM. Com isso, da expressao
(2.20) temos que as novas equagoes de estimagao para os parametros dos itens sdo dadas
por

penh [ {5 ronio) ()

< o] (0P W
) /RZ{[ s 0) = 2 s 0 (841-)1%’;@;;}%

ter 7j=1

S (R RS PR

RT teT;

As equagoes de estimacgao para os parametros populacionais sao dadas por

OlogL(C,m)  _ 9 _
on - /]RT (87)1 gg(9|n)) f(8)de = 0. (4.7)

Na préatica, as integrais sao aproximadas por meio de um dos muitos métodos disponiveis
na literatura. Na TRI, tem sido freqiiente a aplicagdo do método Hermite-Gauss (ver
Stroud & Secrest, 1966), usualmente denominado de método de quadratura gaussiana,
segundo o qual se considera a aproximacao com base em um conjunto de Q) pontos 6; com
pesos A;, I =1,--- Q. Com base nisso, os passos . e M podem ser reescritos como

Passo E

Usar os pontos de quadratura 6, = (01, ,0;r), os pesos A;, I = 1,---,Q, es-
timativas iniciais dos parametros dos itens, ¢;, ¢ = 1,---,n, e dos parametros

populacionais, 7], para gerar gj(al) e, posteriormente, r; = r;(0;) e fi = f(6,),

i=1,-.n
Passo M
Com r = (ri), f = (fu) obtidos nos Passos E, resolver as equagdes de estimagao
para e {;, i = 1,--- ,n, usando o algoritmo Newton-Raphson ou “Scoring”de

Fisher (ver Apéndice A.3).

Estes passos compoem cada iteracao do algoritmo EM, as quais serao repetidas até que
algum critério de parada seja alcancado. Na situacao em que precisamos estimar apenas os
parametros dos itens, este algoritmo também pode ser aplicado, bastando desconsiderar
a estimacao de 7.

Com o processo de estimagao dos parametros dos itens e populacionais concluido, restam
alguns comentarios. Para alguns conjuntos de dados pode haver uma certa instabilidade no
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processo de estimacao, levando alguns itens a terem seus parametros muito mal estimados.
Exemplos disso sao a; < 0 ou ¢; ¢ [0,1]. Uma forma de contornar essa situagao é utilizar
uma abordagem bayesiana que atribua distribuicoes a priori aos parametros, outra é
utilizar restri¢oes nos parametros.

Um outro ponto de interesse é a estimagao das habilidades individuais. Em algumas
aplicagoes nao ha interesse na estimacgao dessas habilidades; apenas os parametros popu-
lacionais sao de interesse. Em outras, os individuos podem fazer parte de algum processo
seletivo, de forma que suas habilidades devem ser estimadas. A estimagao bayesiana dos
parametros dos itens, bem como a estimacao das habilidades, formam o conteido do
préximo capitulo.
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Capitulo 5

Modelo Longitudinal para Uma Unica
Populacao: Estimacao Bayesiana -
Parametros dos Itens e Populacionais e
Habilidades

Neste capitulo tratamos, em uma primeira etapa, da estimagao bayesiana dos parame-
tros dos itens e parametros populacionais. Apds esta etapa, pode haver interesse na esti-
macao das habilidades, e essa estimacao pode ser feita por maxima verossimilhanga (ver,
por exemplo, Andrade, Tavares & Valle, 2000) ou pela distribuigao da habilidade, condi-
cional aos vetores de observagoes individuais. Este iltimo método, por usar o teorema de
Bayes, normalmente é referido por método bayesiano para estimacao das habilidades. Por
conta disso, esta etapa de estimacao também compord este capitulo. A Secao 5.1 trata
da estimacao dos parametros dos itens e populacionais, enquanto a Secao 5.2 trata da
estimacao das habilidades.

5.1 Estimacao dos Parametros dos Itens e Populacionais

O método de méaxima verossimilhanca apresenta problemas na estimacgao de itens que
sao respondidos corretamente, ou incorretamente, por todos os individuos, e também das
habilidades de individuos que responderam corretamente, ou incorretamente, a todos os
itens (ver Andrade, Tavares & Valle, 2000). Além disso, ha a possibilidade de que as
estimativas dos parametros dos itens caiam fora do intervalo esperado, tal como valores
de a; negativos, ou valores de ¢; fora do intervalo [0, 1]. A metodologia bayesiana apresenta
uma solucao em que estes problemas sao contornados.

Ha varias propostas para a estimacao bayesiana dos parametros de interesse na TRI. A
mais utilizada é a Estimag¢ao Bayesiana Marginal proposta por Mislevy (1986), que é uma
generalizagao da estimacao por méxima verossimilhanga marginal aplicada nos Capitulos
2 e 3. Basicamente, a estimacao bayesiana consiste em estabelecer distribuicoes a prior:
para os parametros de interesse, construir uma nova funcao denominada distribuicao a
posteriori e estimar os parametros com base em alguma caracteristica dessa distribuicao.
Consideremos que as componentes de (¢',n') sdo varidveis aleatdrias independentes e
continuas, com distribuicoes especificadas. Por estarmos tratando de uma extensao da
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estimacao por maxima verossimilhanca marginal, a estimacao bayesiana também consiste
de duas etapas.

Uma diferenga que deve ser notada nesta secao, é que trataremos conjuntamente da
obtencao dos parametros dos itens e populacionais, ao invés de compor blocos separa-
dos, como vinha acontecendo nos capitulos anteriores. Entretanto, no conhecimento dos
parametros dos itens as equacoes de estimacao dos parametros populacionais devem ser
ignoradas, e vice-versa.

Consideremos que a distribuicaode ¢;, « = 1, -- ,n, é funcao de um vetor de parametros
7, com densidade f({;|T), e que a distribuigdo de 1 é funcao de um vetor de parametros
¢, com densidade h(n|y). Com isso, a densidade conjunta desses parametros é

f8,.¢,mm @) = [IT)g@mh(nle).

Para fazer inferéncias com relacao a ¢ e 17, devemos nos basear na distribuicao a poste-
riori de ¢ e m, dada por

Flemlu.) = ¢ [ Pw.e.0sGins@mhie)s

— Cr(clhmle) { / P<UA..;e,c>g<ern>de}
o< L(¢,m) f(C|T)h(n|p), (5.1)

onde C representa uma constante e L({,n) = P(U_|{,n).

Como estimador de ¢ podemos escolher alguma caracteristica de f*({,n|U ), sendo
que as mais adotadas sao a média e a moda. No que segue vamos considerar a moda
da posteriori como o estimador de {, ou seja, o valor de ¢ que maximiza a posteriori
marginal. Veremos que esta escolha tem a vantagem de incorporar expressoes ja obtidas
anteriormente. Temos que

log f*(¢,m|U ) = Const +log L(¢,n) + log f(¢|T) + log h(n|e),

onde o primeiro termo representa uma constante. Notando que a ultima parcela nao é
fungao de (;, temos que as equagoes de estimagao para os parametros dos itens ¢, i =
1,---,n, sao dadas por

of(¢;nlU.)  0dlog L(¢,n) N dlog f(¢|T)
o¢; N ¢, a¢;

De forma similar, as equagoes de estimacao para os parametros populacionais sao dadas
por

— 0. (5.2)
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0f*(¢.nlU.) _ dlog L(¢,m)  dlogh(nle)

o o o =0 (5.3)

A primeira parcela de (5.2) ¢ exatamente a mesma obtida em (2.20). A abordagem
bayesiana adiciona uma nova parcela a (2.20) relativa a distribuigdo a priori associada
aos parametros dos itens. A primeira parcela de (5.2) relativa as componentes de ¢, para
o ML3 ¢é dada por (2.24) a (2.26). A segunda parcela de (5.2) depende da priori adotada
para cada parametro. Como espera-se que o parametro a; seja positivo, b; pode assumir
qualquer valor real e ¢; deve estar no intervalo [0, 1], deveremos assumir distribui¢oes que
levam em conta essas limitagoes e isso exige um tratamento diferenciado para cada um
destes parametros. Em seguida trataremos destes casos, considerando as suposig¢oes mais
frequientes na pratica.

Distribuicao a priori para os parametros dos itens
Priori para a;

Geralmente, adotam-se as distribui¢oes Log-normal ou Qui-Quadrado para a;. Neste
texto, vamos supor que cada parametro a; tem distribuicao Log-normal com parametro
To = (fta,02). Uma justificativa tedrica para a adogao desta distribuicao é que na pratica
os a; sao, em geral, positivos, sugerindo que a distribuicao de a; pode ser modelada por
uma distribui¢do unimodal e com assimetria positiva (ver Mislevy (1986)), tal como a log-
normal. A transformagao «; = loga; implica que cada «; tem uma distribuicao Normal
(ftas 02), onde 1, = explpa +02/2] e 02 = (exp(c?) —1) exp[2uq +02]. Alguns autores (ver
Baker (1992), por exemplo) preferem desenvolver expressoes para a estimagao de «; ao
invés de a; e sugerem a utilizacao da propriedade de invariancia do estimador de maxima
verossimilhanga para a obtengao de @; pela trasformacao a; = exp(@;). Entretanto, para
uniformidade desse texto, vamos continuar apresentando a equacao para o parametro a;.

Como a distribuicao de a; é log-normal, sua densidade é

1 1
2 2
ailfhg, 0,) = ————exp | —=—=(loga; — 11,)"| .

Segue que a segunda parcela de (5.2), relativa ao parametro a;, pode ser escrita como

dlog f(ailpa,07) 1 log a; — pq
©L=—— |14+ —=—]. 5.4
8@1- a; + O'g ( )
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Priori para b;

Como os parametros de dificuldade estao na mesma escala da habilidade, em geral
supoem-se que cada b; tem distribuigao Normal com vetor de parametros 7, = (i, 07)’.
Desta forma, a segunda parcela de (5.2) pode ser escrita como

dlog f(bi\ub,ai) . (bi — pp)
o - (5.5)

Priori para ¢;

Como ¢; s6 pode pertencer ao intervalo [0;1], uma priori Beta foi proposta por
Swaminathan & Gifford (1983). A funcao densidade da distribuigao Beta com parametros
s+1et—+1édada por

Plstt42) gy (5.6)

Fleils t) = T(s+ )Tt +1)"

onde I'(d) é a funcao Gama. A média desta distribuigao é dada por

s+1
s+t+2
Swaminathan & Gifford propoem, ainda, a seguinte reparametrizagao:

p:

a=mp+1 e [f=m(l-p) +1,
onde m = s +t + 2. Desta forma, p = (s 4+ 1)/m e, consequentemente, s = mp — 1 e
t=m—s—2=m(l —p)— 1. Segue disso que
s=a—2 e t=0-2.

Retornando a (5.6), obtemos

F(C( + ﬁ — 2) a—2

C; — )2 .
Ma—Dr@-Dno =% (5:)

f(cilaaﬁ) =

Neste caso, a média p passa a ser interpretada como a probabilidade de acerto por
individuos com baixa habilidade. Desta forma, os parametros « e (3 sao definidos para que
p tenha o valor desejado. Entretanto, Swaminathan & Gifford sugerem que a escolha de
m deva se situar no intervalo {15, - ,20}, o que leva a uma certa restri¢ao na escolha de
ae (.

Para chegarmos & expressao para a segunda parcela de (5.2), notemos que
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log f(cila, B) = Const + (o — 2) log ¢; + (0 — 2) log(1 — ¢;). (5.8)

Conseqlientemente,

dlog f(cilo,f) _a-2 (-2

8ci C; 1-— C; ’

(5.9)

Com as componentes (5.4), (5.5) e (5.9), temos que as equagoes de estimagao para as
componentes de ¢; sao

a; © D(1—¢) Z'f’j /RT {Z(Ujit — Py) (6 — bi>Wit} 9;(9)659

teT;
1 logai — Ha

o {1 + T] =0, (5.10)

S bZ o
b : —Da;(1—¢) er/ > (Uju — Pu)Wis ¢ g;(0)d0 — <—2‘“’> =0, (5.11)

=1 R\ ter, T

> W, a—2 [B-2

. : Ui — Py)—= % g%(0)d0 — =0. 5.12
¢ ;rj/l‘{T{tGZTZK Jut t)P,;;}g]( ) + ¢ 1_Ci ( )

Para efeito de aplicagao dos procedimentos iterativos Newton-Raphson ou “Scoring” de
Fisher, precisaremos das derivadas segundas das expressoes (5.10) a (5.12). Como as
derivadas segundas das primeiras parcelas dessas expressoes ja foram obtidas no Capitulo 2,
resta apenas a obtencgao para as segundas parcelas, que sao as seguintes:

0%1 i\ e, 02 1
0g f(ailpa, 06) — [ +loga;i — i —1]

da? a;02
02 log f(bi|w, o2 1
8(b2’ %) _ o (5.13)
Plog flefo)  a-2 -2
oc? N c? (1—c¢)?

Distribuicao a priori para os parametros populacionais

Embora a estimacao dos parametros populacionais nao padeca da instabilidade encon-
trada na estimacao dos parametros dos itens por maxima verossimilhanca, algum conhec-
imento a priori pode vir a ser disponivel para estimacao dos parametros populacionais e
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isso serd considerado nesta sessao. Além disso, em situagoes em que precisamos estimar
algum parametro cujo espac¢o paramétrico é um subconjunto de IR, tal como p € [—1,1],
pode vir a ser muito util encontrar meios de manter as estimativas no intervalo desejado.
Pela expressao (5.3), precisamos apenas 0 log h(n|¢)/0n, onde ¢ é conhecido. Porém, a
suposicao de prioris depende de qual conjunto de parametros 1 estejamos adotando. Para
exemplificar, consideremos que 8 ~ N(u,X). Para o vetor de médias podemos propor

B~ Nr(p,, 3,).

As prioris para a matriz de covariancia X dependem de qual estrutura estejamos adotan-
do para ela. Para as matrizes Uniforme, Bandas e AR(1), com ¢? = 1, s6 temos o
parametro p, que em muitos casos estd no intervalo [0,1]. Nesta situacdo pode-se pro-
por uma priori Beta(c, 3) para p. A fdp da Beta(c, 3) escrita como f((y+1)/2 = z|a, §)
tem suporte no intervalo y € [—1, 1], de forma que ela pode ser usada quando p puder ser
negativo, mas alternativas mais adequadas podem ser encontradas em Bernardo & Smith
(1994). As matrizes Diagonal e Hankel tém parametros, o2, t = 1,--- , T, que devem
ser positivos e por isso podem ter associadas prioris Inversa-Gama ou Qui-Quadrado. A
priori para o parametro oy, da matriz de Hankel deve levar em conta o fato de que ele é

limitado, pois 19 € [—m,m|, onde m = min, ¢ \/0¢0s.

5.2 Estimacao das Habilidades

Nesta secao tratamos da estimacao dos vetores de habilidades individuais 8; = (0,1, - - ,
6,7)". Como comentado na Segdo 1.2, a estimac@o por maxima verossimilhanca marginal
consiste de duas etapas: primeiro a estimagao dos parametros dos itens e populacionais,
e posteriormente, das habilidades. Na estimacao por méaxima verossimilhanca marginal
supomos que as habilidades da populacao nas T' condig¢oes de avaliagao seguem uma dis-
tribuicao cuja fdp é g(0|m), a partir da qual podemos estimar 1, o que nao poderia ser
feito na estimacao em uma etapa porque n é o conjunto de parametros da funcao g.

Como nos Capitulos 2 a 4 ja tratamos da estimacao dos parametros dos itens e parametros
populacionais, estes serao considerados conhecidos.

A estimacao da habilidade de um individuo pode ser tratada de varias formas; as prin-
cipais sao por mdzima verossimilhanca e bayesiana, esta tltima através da distribuicao da
habilidade, dado o conjunto de observagoes do referido individuo. A estimagao por maxima
verossimilhanga consiste em trabalhar com a expressao (2.4), referida por verossimilhang¢a
individual. Entretanto, a habilidade de um individuo no teste ¢ pode ser melhor estimada
se houver alguma informacao oriunda das habilidades nos outros testes. Essa informagao
sera dada pela estrutura de correlagao entre as habilidades nos 7' testes. Por conta disso,
trataremos da estimacao conjunta, ou seja, do vetor das habilidades nos T testes.

Para incorporar a informacao contida na estrutura de covariancias entre as habilidades
nos 7' testes, a estimagao de 6; serd feita com base na distribuicao condicional de 6},
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dados o conjunto de respostas deste individuo, os parametros dos itens e populacionais,
ou seja,

PU;.10,,¢)g(8;|n)
PU;|¢m)

9;(0;) =P(6,|U;..¢,n) = (5.14)

que serd tratada simplesmente como a Condicional de 8; e que na abordagem bayesiana
é a distribuigdo a posteriori de @;. As caracteristicas de (5.14) mais utilizadas como
estimadores de 8; sao a moda e a média da condicional de ;. A seguir, trataremos da
obtencao de cada uma destas caracteristicas.

5.2.1 Moda da Distribuicao Condicional de 0;

O processo de estimacao de 6; pela moda de sua condicional consiste em obter o
maximo da fungdo g;(0;). Temos que

log g;(0;) o< log P(U;.|0;,¢) +log g(8,|n).

Com isso, a equacao de estimacao sera

Ologg;(6;) _ dlog P(U,.16;,¢) N dlog g(0;|n)
00, 00, 00,

— 0. (5.15)

Notemos que de (2.4),

T
log P(U;.10,,¢) = Zzlog P(U;i|0jt,¢;)
t=1 iel;
e
Olog P(U,.18,,¢) _ (0log P(ULI0,.C)  Olog PU,.18,.C)\
80]‘ 89j1 ’ ’ 69]‘7“ ’
Mas
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dlog P(U;.10;,¢) 0 0.
ag]t = a@]t Z log P<U]zt|0jt7 Cz)

el
S OP(Ujit|0j1, Ci) /9051
el P(U;i|0jt, ¢;)
S SR
o Ujit A1-Ujit .
icl, Pjit jSt 901

- OPi
= Z‘/;zt ( 89375 ) )

i€l

onde Pj;; é dada por (2.1). Notemos que
OPy 0P
90, b
onde o; = Da;(1 — ¢;) e Pj;; é dada por (2.16) com 6, substituido por ;. Segue que

)

= Da;(1 — CZ)F)]*th;zt = a; Py, Qi

810 P U 0'7 * *

gP(U; |6;,¢) :Z&i‘/}itpjitjSt- (5.16)
0,1 4
i€l
Também,
dlog g(0;|m) 10 't
ologg\b;in) _ 1 0 o ) -
aej 5 8¢9jt <0j ,Uf) (0] /*")

_ _% % 2571(0; — p)

_ S0, — ). (5.17)

Com as expressoes (5.16) e (5.17) chegamos a equacao de estimagao para 0;, j =
1,---, N. Infelizmente, a Equagao (5.15) ndo possui solu¢ao explicita, logo precisaremos
aplicar algum processo iterativo. A seguir, apresentaremos as expressoes necessarias para
aplicagao do Procedimento Newton-Raphson.

Aplicagao do Procedimento Newton-Raphson

Para aplicacao do procedimento de Newton-Raphson serd necessaria a derivada se-
gunda de g;f(ej). Apresentaremos apenas as expressoes principais; os detalhes podem ser
encontrados no Apéndice A.4.
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Temos que
Plogg;(8;) _ 9*log P(U,.10;,¢)  9*log 9(6,lm) (5.18)
803-80; 89]00; (‘90]09; ’ '
onde
9?log P(U; 10;,¢ . s . .
592.: 6:.¢) = Zafvﬁt [_ij‘tpjitjSt +(1— 2sz‘t)] sz’tjSt7
J i€l
(5.19)
82 lOgP(U] |0],C)
- = t.
90,,00;, 0, Vs
e, de (5.17),
0*log g(0;|n) -
96,06 (5:20)
Deste modo, considerando
dlog g3 (6;) 9*log g5(0;)
N — H,(0.)= —22 77 21

~(k
e 0; ) uma estimativa de 6; na iteracao k, entao na iteracao k + 1 teremos que

" _ g

J J

5.2.2 Média da Distribuigcao Condicional de 0;

Para um individuo selecionado aleatoriamente de uma populacao com distribuicao das
habilidades ¢g(@|n) e com vetor de respostas U, , temos que o denominador de (5.14) é
dado por

P(U;.1¢,m) =/RT P(U;.16,¢)g(0]m)do.

Assim, o estimador de 6;, dado pela média da posteriori (freqiientemente referido por
MAP - maximum a posteriori), serd obtido por
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)
I

j E0|U;..¢,n)
= / 0g:(0)d0
RT

[ 0P(U;.10,¢)g(6]n)d6
N ﬁTP<Uj..|o,c>g<9\n>de' (5.22)

Esta forma de estimagao tem a vantagem de ser calculada diretamente, nao necessi-
tando da aplicagdo de métodos iterativos. Por conta disso alguns autores (por exemplo,
Mislevy & Stocking (1989)) recomendam esta escolha para a estimacao das habilidades.
Além disso, esta quantidade ja apareceu no processo de estimacao dos parametros pop-
ulacionais, através da expressao (3.7), de forma que as habilidades individuais ja podem
estar disponiveis ao final da primeira etapa do processo de estimacao .

Em tudo o que foi feito até agora, consideramos que a estrutura de dados é completa, ou
seja, todos os individuos responderam a todos os itens. Entretanto, na pratica nao é esse
o caso mais freqiiente. No capitulo seguinte trataremos do caso em que temos observagoes
incompletas.
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Capitulo 6

Modelo Longitudinal para Uma Unica
Populacao: Dados Incompletos

Neste capitulo faremos a extensao dos capitulos anteriores para o caso em que temos
dados incompletos. Na pratica, a presenca de vetores de observagoes individuais incom-
pletas é bastante freqiiente. Isto pode ocorrer devido a varios fatores, como por exemplo:

e 0 item nao foi alcancado;
e o item nao foi apresentado ao individuo;
e o item foi apresentado ao individuo e ele nao respondeu.

O primeiro caso ocorre quando o tempo destinado ao teste nao é suficiente para que
individuos com desempenho lento possam alcancar todos os itens. Alguns softwares, tal co-
mo o LOGIST (Wingersky, Barton & Lord, 1982), procuram detectar estes casos e passam
a ignorar todos os itens apos a ultima resposta encontrada. No que segue vamos considerar
que o tempo de teste foi suficiente para que todos os individuos possam responder a todos
os itens.

O segundo caso é conhecido como Auséncia de Resposta por Planejamento e também
ocorre com bastante freqiiéncia na pratica. Por exemplo, se quisermos utilizar n = 200
itens em cada um dos T testes, serd impraticavel apresentar esta quantidade de itens
a cada individuo. Como alternativa, podemos utilizar um planejamento, como Blocos
Incompletos Balanceados - BIB (ver Cochran & Cox, 1950), formando varios sub-testes,
e apresentar uma quantidade praticavel de itens a cada individuo. Desta forma, todos os
itens serao apresentados, embora nao conjuntamente.

Pelo que foi desenvolvido até agora, os itens comuns entre dois testes, que permitem
que a equalizacao seja feita, devem ser respondidos pelos mesmos individuos, o que é bem
aceito pela maioria dos profissionais das areas de avaliacao educacional, mas passivel de
criticas por outros. A abordagem que propomos, e que leva em conta a existéncia de dados
incompletos, permite que seja utilizado um planejamento de forma que um mesmo item
nao seja respondido duas vezes pelo mesmo individuo, eliminando possiveis criticas ao
procedimento. Por exemplo, um sub-grupo A; de individuos responde aos itens comuns
no teste 1, enquanto os mesmos itens seriam respondidos no teste 2 por um sub-grupo A,
formado por individuos nao contidos em A;. Em particular, este é exatamente o caso da
aplicacao que faremos no Capitulo 9.
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Para diferenciar quais itens foram apresentados ao individuo j no teste ¢ usaremos a
variavel indicadora

X

J

(6.1)

{1, se o item ¢ foi apresentado ao individuo j no teste t;
it —

0, se oitem ¢ nao foi apresentado ao individuo j no teste t.

Com esta notacao o desenvolvimento das equagoes de estimacao torna-se relativamente
simples. Algumas expressoes definidas no Capitulo 2 serao adaptadas e as expressoes
finais para as equacgoes de estimacao para os parametros dos itens e populacionais serao
ligeiramente alteradas.

Uma alteragdo que deve ser ressaltada na abordagem de dados incompletos se refere
aos padroes de resposta. Agora temos trés possiveis respostas para cada item: ‘correto’,
‘incorreto’ e ‘nao apresentado’. Considerando um total de n; itens no teste ¢t e n, =
ZtT:1 ng, teremos S = 3"¢ possiveis padroes de resposta. Neste caso, a abordagem de
padroes de resposta provavelmente nao serd vantajosa, de forma que devem ser utilizados
os vetores de respostas individuais.

6.1 Estimacao dos Parametros dos Itens

Usando a independéncia local, podemos escrever a probabilidade associada ao vetor de
respostas U j; como

P(Uj.t’tng) = H P<Ujit‘9t7Cz’)Xﬁt' (6-2)

i€l

Adicionalmente, com a independéncia temporal podemos escrever

U;.10,¢) = HHP Ujicl0y, ¢;) . (6.3)

t=1iel;

A probabilidade marginal do vetor de respostas U é dada por

PULIGH) = [ PW;10.C)al0m)de. (64

Embora esta expressao esteja mantendo a mesma notagao de (2.5), precisamos ter em
mente que (6.4) tem uma informagao adicional, a presenca ou auséncia de respostas, que
nao se fez necessaria em (2.5) e agora é fundamental.
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Para a determinacao das equacoes de estimacao para os parametros dos itens, notemos
de (2.10) que

aj—ci - o, {/IRTP(UJ..IB,C)Q(HM)M}
= /R{ Zzlogp Usnl6r. €) J“}P(Uj.,!@,é')g(eln)de
l t=1 lel;

- 0

- /RT{ZZXJH@C log P/ julﬁt,cl)}P(Uj‘.|e,<;)g(e|n>de
t=1 lel;

OP(Ujit|04, C;)/0C,
* o {ZXJ“ S:7xn )}P (U3.16,Co(Blm)db

Usando as expressoes (2.13) a (2.16) chegamos a

teT;

E, finalmente,

310gLC"7 OPy\ Wiy | .
ot 5 (32) i Lo, 00

ter

onde g;(0) é a fungao definida em (2.19) com P(U; |6,¢) e P(U; |, n) substituidos por
(6.3) e (6.4), respectivamente.

Em resumo, as equagoes de estimacao para os parametros a;, b; e ¢; sao, respectiva-
mente,

N
a; . 1 — C; Z/ {Z int(Ujit — Pn)(et — bz)Wzt} gj(ﬁ)d@ = O,
j=1 /"

teT;
N
b; : —Da;(1 - ¢) Z/ {Z X;it(Ujie — Pit)Wit} 9;(0)d6 =0
7=1 RT teT;
Wi | .
C; . Z/ {Z X]zt Jit — Zt) P*t } g] (9)d9 =
ter it
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Novamente, precisamos aplicar algum método iterativo para obtencao das estimati-
vas de maxima verossimilhanca. Entretanto, as expressoes para a derivadas segunda da
log-verossimilhanga com relagao a ¢, e ¢; sao praticamente as mesmas apresentadas no
Capitulo 2, com as expressoes (6.2) a (6.4) no lugar das expressoes (2.2) a (2.5). Por conta
disso, elas nao serao apresentadas aqui.

Um detalhe que merece ser ressaltado se refere a mudancas nas expressoes necessérias
para aplicacao do algoritmo EM. As expressoes em (4.5) passam a ser escritas como

N N
fir(0) = Zintf];(a) e 14(0) = ZintUjitg;(e): (6.7)

J=1

que representam, respectivamente, o nimero de individuos em uma populacao de tamanho
N que tém vetor de habilidades @ respondendo ao item i do teste ¢, e o nimero de tais
individuos que respondem corretamente ao item i no teste t. Os conjuntos f = (f(0)) e
r = (r;(0)) compoem as quantidades nao-observadas do algoritmo EM.

6.2 Estimacao dos Parametros Populacionais

A informacao sobre quais itens foram apresentados a cada individuo foi incluida ape-
nas na distribuicao do vetor de respostas, U ;¢, nao tendo influéncia sobre a distribuicao
de 0;. Por conta disso as expressoes para a estimacao dos parametros populacionais per-
manecem quase inalteradas. Como conclusao, temos que as equagoes de estimagao para os
parametros populacionais sdo dadas por (3.4), com as componentes originais substituidas
por (6.2) a (6.4). Estas ultimas expressoes também devem ser levadas em consideragao
para a obtencao da derivada segunda da log-verossimilhanca com relacao a 7, a ser apli-
cada no processo iterativo. Esta equacao é praticamente a mesma referente ao Capitulo
3, e por isso nao serd apresentada aqui.

Completamos aqui o processo de estimagao para o caso em que temos uma unica popu-
lacao submetida a T' condigoes de avaliacao. Entretanto, é freqiiente o caso em que temos
mais de uma populacao envolvida na analise, e por isso este caso merece ser explorado.
Este serd o nosso objetivo no préximo capitulo.
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Capitulo 7

Modelo Longitudinal para Varias Populacgoes

Neste capitulo tratamos do caso em que temos K > 1 populagoes bem definidas em
estudo e em uma ordem em possamos rotulé-las por populagao 1,-- -, populacao K. Exem-
plos mais comuns dessa situacao ocorrem quando as populagoes sao referentes a diferentes
graus de escolaridade, sexo, regioes, métodos de ensino etc. Nesta situacao, cada grupo
selecionado sera submetido a todas as T' condicoes de avaliagao, o que nao quer dizer
que cada individuo sera submetido a todas elas, pois poderemos estar na situacao de
dados incompletos por planejamento. O conjunto de itens aplicados a cada grupo pode
nao ser o mesmo, como ocorre quando as populagoes sao definidas por diferentes graus
de escolaridade. Entretanto, ha necessidade de fazermos uma ligagao entre todos os testes
em todos os tempos e, por isso, em algum teste deveremos ter itens comuns aplicados as
populagoes 1 e 2, por exemplo. Podemos, inclusive, ter um item aplicado a duas popu-
lagoes em testes diferentes. Novamente, vamos assumir uma certa ordenagao no conjunto
integral de itens de forma que possamos representa-los por ¢;, ¢ = 1,--- ,n. Ainda, va-
mos considerar apenas o caso da estimacao conjunta, de forma que o estabelecimento da
métrica sera necessaria. Serao tratados tanto o caso de dados completos quanto o de dados
incompletos.

Para incluir o caso de dados incompletos, utilizaremos a mesma abordagem do Capitulo 6.
Seja Xj;i a variavel indicadora definida por

X {1, se o item ¢ foi apresentado ao individuo j do grupo k no teste t;
kjit =

0, se o item ¢ nao foi apresentado ao individuo j do grupo k no teste t.

7.1 Modelo Probabilistico

Sejam Uy, a resposta ao item ¢ e 0y, a habilidade do individuo j do grupo k no teste ¢.
Para efeito de aplicacoes usaremos o ML3 para a probabilidade de um individuo responder
corretamente a um item, ou seja,

P(Urjir = U0rje, €;) = ¢ + (1 — ;) {1 + e PulOhin=b} =1, (7.1)

Todas as suposicoes associadas ao modelo para uma tunica populacao descritas na
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Secao 2.1 continuam sendo requeridas no caso atual. Porém, a presenca de varias popu-
lacoes nos leva a necessidade de mais uma suposicao, felizmente com completa aceitacao
na pratica. Estamos trabalhando com populacoes distintas e por isso suporemos que as
respostas oriundas de individuos de grupos diferentes serao independentes.

7.2 Distribuicao das Habilidades

A presenca de populagoes independentes nos possibilita tratar cada populagao sepa-
radamente. Estaremos, assim, assumindo que as habilidades de populagoes distintas sao
nao-correlacionadas.

Assumiremos que o vetor de habilidades da populagao k nos T testes, 8 = (0x1,0k2, - - ,
Orr)’, tem distribuigao continua multivariada com vetor de parametros 1, de componentes
finitas, e denotaremos sua fdp por g(6|n,).

No caso Normal T-variado temos que 1, = (s, Xx), onde pop = (pg1, fro, <+, ) €
o vetor de médias e 3y = (ops)rs<1, ¢ a matriz de covariancias associada a populagao k.
O conjunto integral de parametros populacionais pode ser representado por n = (u, ),
onde

M1 12 -0 AT >, 0 .- 0
. U?l M?2 : PJ?T s 0 5?2 : 0 (72)
UKl ME2 0 UKT 0O 0 --- 3g

Temos agora um maior nimero de opcoes para o arbitrio da populagao referéncia,
podendo ser qualquer uma das populacoes em qualquer um dos tempos. Por conveniéncia,
vamos adotar o teste 1 da populacao 1 como referéncia, ou seja,

p1 =0, o = 1. (7.3)

7.3 Construcao da Verossimilhanca

A presenca de mais de uma populacao na andlise nos leva a algumas alteracoes nas
notagoes ja definidas. Sejam N; o numero de individuos no grupo k e ng o nimero de
itens aplicados ao grupo k no testet, k =1,---  Ket=1,---,T. Os vetores de respostas
serao representados por

Uiji = (Ukjies -+ Upjngyt) 0 vetor (ng x 1) de respostas do individuo j do grupo k no
teste t,

Uyij. = (Ugj1,- -+ ,Ugjr) o vetor (ny x 1) de respostas do individuo j do grupo k em
todos os testes, onde ng, = ZtT:l Nt

Ui = U, - ,Ugn,.) o vetor (Ngne x 1) de respostas do grupo k em todos os testes,
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U.=U,, - ,Ug.) o vetor (215:1 Ninee x 1) total de respostas.

Usando a independéncia local, podemos escrever a probabilidade associada ao vetor de
respostas Uy;+ como

P(Uy;l01,¢) = [] P(Ukjiel6r, &) 5%, (7.4)
i€l
em que Iy, t=1,---,T, k=1,--- K é o conjunto dos indices dos itens presentes no

teste ¢t para o grupo k. Adicionalmente, com a independéncia temporal podemos escrever

Uk] |0 C H H P Ukatwtv )ijit~ (75)

t=1 ZGIkt

A probabilidade marginal do vetor de respostas Uy;.. ¢ dada por

PULGICm) = [ PW10.0)a(00m,)d6. (7.6

e a verossimilhanca por

K Ng

L¢n) = [T P 1¢.m)-

k=1 j=1
Com essa expressao, estamos aptos para construir as equagoes de estimacao para os

parametros dos itens ,, ¢ = 1,--- ,n, e para os parametros populacionais n. Este sera o

17

nosso objetivo nas proximas secoes. Boa parte dos desenvolvimentos sao muito similares
aos dos capitulos anteriores, por isso apenas os resultados principais serao apresentados.

7.4 Estimacao dos Parametros dos Itens

As equagbes de estimagao para os parametros dos itens sdo dadas por (2.8), com

K N

dlog L(¢, 0
%ﬁn) _ a_Q{ZZIOgP(UM"K’nk>}

k=1 j=1
K Ny

B OP(WU IC.m)
= 22 5 U,ﬂ C) oc (7.1

k=1 j=1
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De forma similar ao desenvolvimento em (2.10), temos que

OPWUy;. ¢ M)
aCi N /JRT{

Utilizando as notacoes em (2.16) e (2.17) e os desenvolvimentos em (2.13) e (2.14),
chegamos a

OPWUy;.|¢.m)
3@ N /JRT{

OP(Ujil6:, ¢;)/0¢;
S X ( ;(U "ltwf C)f) ¢ )}Pwkj..w, ¢)g(6/m,)do.

0Py i
Zijit(Ukjit — Py) <i> W, } P(Uy;.10,¢)g(0|n;)d6.

¢, ) Py
(7.8)
Considerando
PUy;.16,¢)g(6|n;)
+:(0) =PO|\Uy;., ¢, = 2 , 7.9
teremos que a equagao de estimagao (7.7) pode ser escrita como
Olog L(¢,m) _ N~x> / 0P\ Wi
Y Xijit Ukjit — Pit) | = 1:(0)dd = 0.
0 2 2 Ve = PO\ G, ) By
k=1 j=1 ter;
(7.10)

7.4.1 Aplicacao ao Modelo Logistico de 3 Parametros

Em resumo, temos que as equagoes de estimacao para os parametros a;, b; e ¢; sao,
respectivamente,

a;: D1 —¢) Z Zk /JRT {Z Xijit (Ukjie — Pie) (0 — bi)Wit} 95;(0)d8 = 0,

k=1 j—1 ter;
K Ng
b;:  —Da;(1—¢) Z Z/ {Z Xojit (Unjir — lDit)Wit} 9%;(8)d6 = 0,
k=1 j=1 7 B" ier,
K Ng W
C; Z Z/ {Z ijit(Ukjit — PZt)P_it} gZ](O)dO = 0
k=1 j=1 Y R" Lter, it
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Estas equacoes nao possuem solucao explicita e por isso precisaremos de algum método
iterativo para a obtencao das estimativas de méaxima verossimilhanca dos parametros dos
itens. As expressoes das derivadas segundas da log-verossimilhanca na atual situacao sao
bastante similares as apresentadas no Capitulo 4, e por isso nao serao apresentadas aqui.
Para detalhes, veja a Se¢ao A.5.

7.5 Estimacao dos Parametros Populacionais

A modelagem da distribuicao das habilidades no caso de varios grupos tem alguns pon-
tos que precisam ser bem explorados, pois podem levar a uma estimacao dos parametros
populacionais com nivel bem maior de complexidade do que o caso de um tnico grupo. O
conjunto total de parametros é dado por (7.2). Nao hé, inicialmente, o que explorar com
relacao a matriz de médias, mas hé bastante no que se refere as matrizes de covariancias.
Através das restrigoes em (7.3) fixamos o teste 1 do grupo 1 como referéncia, ou seja,
a restricao se deu parcialmente sobre a matriz ;. Entretanto, nenhuma restricao sera
necessaria para qualquer outra matriz 3, £ > 1. Como conseqiiéncia, as matrizes 3y,
k=1,---, K, poderao ser diferentes. Podemos até supor que as estruturas de covariancias
nos K grupos sao de tipos diferentes, como os tipos definidos nas Secoes 3.3 a 3.7, e nesse
caso o numero de parametros de ¥ em (7.2) pode ser relativamente grande, causando uma
maior exigéncia computacional. Um dos casos mais simples seria a escolha (suposi¢do) de
3, = 0iR, onde R é, por exemplo, a matriz de correlagiao uniforme. Neste caso, cada
populagao adicional teria apenas um novo parametro em 3 para ser estimado. Entretanto,
essa suposicao impoe uma mesma estrutura de correlagao para todas as populagoes, o que
pode nao ser verdadeiro.

Devido as restrigoes em (7.3), as equagoes de estimagao para os parametros da populacao
referéncia sao ligeiramente diferentes das demais. De forma geral, as equagoes de estimagao
para os parametros populacionais sao

dlog L(¢, m)

=0, k=1,--- K. 7.11
on,, ( )

Para chegarmos a expressao da funcdo de estimacdo em (7.11), notemos que

Ng

OlogL(¢,m) _ Z 1 OPUy;. ¢ my)
o, — P(Uy;.|¢. M) ony,

(7.12)

J=1
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OPUyy.|¢m) /RTP(UM..W,C) (M> 10

ony,
_ | 9log g(0[my)
— /IRT P(Uy,.10,¢)g(60|m;) ( o )d@. (7.13)

Entao, segue que a equacao de estimagao para 1, é

dlog L(C,m) = 1 dlog g(0|n;)

ony,

dlog g(0 .

Z/ (gag—m’“)) g.,(8)d6 = 0. (7.14)
RT Up

No caso em que 8 tem distribuicao Normal T-variada com vetor de médias p;, e matriz
de covariancias X, temos que

dlogg(8lm,) _ 10(log|Si) 1 9

_ = _ /51 _

Considerando V', = E,;l = (vgi;), temos que

dlog g(0|n;)

— V(0 — ), k=1, (7.15)
3Mk(1) Ho :
e
01 o
9logg(Blmy) _ V0 —p), k>1, (7.16)
Oy,
onde py ) = (M2, fkss - -+ 5 per) € Vi) é a matriz V), sem a primeira linha. Para fins de

estimacgao de m;, ainda serao necessarias as equacoes relativas aos parametros da estrutura
de covariancia adotada. De forma geral, temos que

10(log|Xk]) 1

0 /
togg(6in) = 5 D Sy |
ij

oV,
aakij

J@-w). @

Podemos, agora, usar as expressoes desenvolvidas nas Secoes 3.3 a 3.7 para obter as
equagoes de estimagao para cada uma das estruturas de covariancias adotadas. Na Secgao
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A.2 temos as expressoes para as derivadas segundas, relativas a cada estrutura de co-
variancia, e na Secao A.5 temos as derivadas segundas da log-verossimilhanca, necessarias
ao processo de estimacao.

A estimagao bayesiana ¢é feita como no Capitulo 5, com todas as prioris sugeridas la.
Apenas o numero de parametros a estimar sera maior.

Até aqui nao houve nenhuma exploracao relativa aos vetores de médias. No préximo
capitulo voltaremos nossa atengao para possiveis estruturas de crescimento nos vetores de
médias ao longo das T condigoes de avaliacao.
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Capitulo 8

Curvas de Crescimento

O objetivo deste capitulo se concentra na exploracao de algumas estruturas para os
parametros populacionais de locagao. Estaremos assumindo que a distribuicao das habil-
idades dos individuos do grupo k& é Normal Multivariada com parametros 1, = (p,, ).
O interesse agora se concentra no vetor de médias, e nao na matriz de covariancias. Como
para cada grupo o vetor gy, = (g1, fk1, - - - » ler) TEpresenta as habilidades médias ao lon-
go das T condicoes de avaliacao, na pratica esperamos que estas médias sejam crescentes
no tempo. Em algumas aplicacoes podemos até ter o caso em que tais habilidades médias
sejam decrescentes ao longo do tempo, ou ainda crescente em um periodo e decrescente
em outro. De acordo com isso podemos pensar em modelar a habilidade média ao longo do
tempo através de algumas funcoes de interesse, tais como a funcao linear ou quadratica.
Essa modelagem pode trazer uma reducao substancial no nimero de parametros a esti-
mar. Se tivermos T > 2 condigoes de avaliacao e K grupos, teremos T x K — 1 médias
em (7.2) a serem estimadas devido a restricdo em (7.3); se supormos que a variacao das
habilidades médias ao longo do tempo ¢ linear teremos 2 x K — 1 parametros, que ¢ menor
do que o nimero de parametros inicial.

Vamos considerar que os testes 1 a T' sao realizados nos tempos tq,ts, - -+, t7. Se estes
testes forem realizados em intervalos de tempos regulares, podemos adotar t; = 1,15 =
2,--- ,tp =T. De qualquer forma, podemos assumir que o teste 1 foi realizado no tempo
1, i.e., t; = 1, e os outros tempos dependerao dos intervalos em que tais testes foram
realizados a partir de t;.

De forma geral, seja

e = fe(t|m), (8.1)

onde fj representa uma funcao continua duplamente diferencidvel e 1,; representando o
vetor de p, parametros da funcao. O vetor de médias nas T' condigoes de avaliacao pode,
agora, ser escrito como

py, = (fr(ty), fu(te), -, fa(tr))".

Muitas funcoes tém sido propostas na teoria de curvas de crescimento em dados longi-
tudinais (ver Lindsey, 1993, por exemplo). Na maioria das vezes algumas fungoes simples,
tais como as funcoes linear ou quadratica sao suficientes para modelar uma estrutura
longitudinal, mas polinomios de ordem maior que dois e algumas funcoes nao-lineares
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tém sido aplicadas em varias situacoes. A Tabela 8.1 apresenta uma relacao de funcoes
amplamente utilizadas em varias situagoes.

Tabela 8.1 Modelos de curvas de crescimento para o vetor de médias da populacdo k

Logistico Triplo 1+6_(1m_51k) + 1+e_a2k(t o T 1 _a3k(t 7o)
Gompertz Y1k + Yore € Rl

Jenns ap + Bt — entort

Count ag + Ot + i logt

Mitscherlish ay — Bre”

A partir do modelo Logistico Triplo obtém-se outros dois modelos bastante utilizados:
o modelo Logistico Duplo (s = 0) e o Logistico (yor = 0, y3r = 0).

Uma formulagao a partir do qual um ntimero bastante grande de modelos de curva de
crescimento podem ser obtidos foi proposta por Nelder (1961,1962), com base na equagao
diferencial

d g
dt

= T3kﬂkt[h(672k, T4k:) - h(Mkt, T4k)]> (8-2)

onde

ATak—1
B\, 740 — P Ta 7# 0
log(A) 74 =0,

com condi¢do inicial p1; = exp(711) no ponto inicial ¢ = ¢; = 1, cuja solucdo é dada por

1
ek (1 4 (e(Tek—Tik)Tak 1)~ Tak(t—t1)eT2k T4k Tk, T 0
o — { 1+ ) | w # 53

7'2k+(7'1k_7'2k)5_73k(t_t1>’ Tae = 0.

Temos, entdo, que 77 = log(p11) e quando 73, > 0, 0 parametro 7o, = limy_, log( k)
representa a assintota. Os parametros 73 e 74 controlam a taxa de crescimento de pg;. Se
Tar > 0 e Top > Tyk, teremos crescimento positivo de g, que é tipicamente o caso de maior
interesse na maioria das situacoes praticas. Neste caso, a funcao assume o valor e™* em
t = t; e cresce para o valor e+ quando t — oo. Se tivermos 73 < 0 e o > Ty ou 73, > 0
e Ty < Ty, teremos crescimento negativo (decaimento). O parametro 74 determina o tipo
da curva, tendo como casos particulares as curvas de Mitscherlish (74, = —1), Gompertz
(T4 = 0), Logistica (14 = 1) e a exponencial (74, — 00 e h(e™*, 14) — constante).

Para aplicarmos esta fungao ao presente trabalho sera necessaria uma pequena alteragao.
Podemos notar que a restrigao py; = 0 nos levaria a 711 = —00 e a expressao (8.3) seria
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inutil. Para contornar esse problema podemos notar que p1; = €™! no ponto inicial ¢; = 1,
logo basta que esse valor seja subtraido em (8.3) para chegarmos a 17 = 0, isto é,

8.4
eT2k+(7'1k_7'2k)eT3k(t_tl> — e, Tar = 0. ( )

eTQk[l + (e(TZk_le)7'4k _ 1)€—T3k(t—t1)672“4’“}_$ —e™, Ty #0
Mt =
Heitjan (1991a,1991b) argumenta que se alguma covaridvel, zj;, for disponivel, essa
informagao pode ser incorporada ao parametro de assintota, Tox, em (8.3) supondo-se que
este parametro é uma funcao do tempo, da seguinte forma:

2
Tokt = Tik + 10g <m> . (8.5)

Se zi; = 0, a assintota é uma constante na condicao inicial; se zp; = 2z é constante no
tempo, a média cresce ou decresce da sua condigao inicial, e*, para 2e7* /(1 + e+ 2;,). Se
0O, = 0, nenhum crescimento ou decrescimento ocorre para o grupo k.

A seguir, tratamos genericamente da obtencao das equagoes de estimacao para os
parametros das curvas de crescimento. Apds isso, consideramos os casos particulares das
curvas de Heitjan e polinomial.

8.1 Equacoes de Estimacao
Nosso objetivo agora sera obter as equacoes de estimacao para os p, parametros asso-

ciados a fi, que serdo representados por ny, = (Mik1, k2, -+ Mkp,) - De forma geral, as
equacoes de estimagao para esse conjunto de parametros sao dadas por (7.14), ou seja,

dlog L(¢,n) / dlog g(0|n,)
=R AL E —— 1 ¢;:(0)d0 =0 8.6
oy, RT oy, gkj( ) 7 (8.6)
onde = (M, My, -+, M%) com 1, = (N, M), no qual 1y, é o vetor de parametros

associados a estrutura de covariancia adotada. Definindo

1 _ Omy, AW _ ( o, )
l’l'k;s 8771ks ’ k IJ’kl ’ I'l’kQ ’ ’ l'l’kpk ’
1 1) < 1 1 Y\
m/(cs) l'l’/(cs) Ek 1l'l’k e ml(€ ) = <ml(€l)7 ml(q2)7 e 7ml(€10)k> ’

teremos que
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dlog g(0|n,,) 1 0 r1
—_— " = —— 0 — . (0 —
ks 2 Oins [( ) k ( :uk)}
1 Opy )l -1 8(11/2;21;1/1»14)}
= — =2 >0+ ——=—=-
2 [ (%ms F ONiks
1

- aulsie s

1) «— 1
= l’l’l(cs) Ek 10 - ml(cs)

Com isso,

dlog g(0|n;)

= AV's g —mY. (8.7)
oy, g g g

Com (8.7) aplicado a (8.6) chegamos & equacao de estimagao para 7). Para efeito de
implementagao do método Newton-Raphson serao necessarias as derivadas segundas de
log g(0|m;). Em seguida apresentamos as principais expressoes, deixando os detalhes para
a Secao A.6. Sejam

A(2)
1 k1l
o 0AY )
ks a ) . )
Mks (2)
Akpk
) (1)
(2 Om 2 _ Om @ (2 @)
ks 377111; ¢ M= 3771’; N ( kLo T2 0 ’mk’pk>'

Entao,

0? 10g9(0|77k>

— 2 2
SO (%) @ A - MY,
1

onde ® representa o Produto de Kronecker definido por

0 'Ay
(9'2,;1> ® Al(f) = :
oS AL

Para a obtencao das derivadas segundas com relagao a 1, € My, onde Mo, = (Mox1, N2k2,
/ : -1
< Mokg), sejam Vi =X
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vy
W _ Vi o _ | .
kr — ) Vk - : )
aT}QkT V(l)
kqx
e
(1)
2) om 2 2 2) (2
ékr = 8772z € Mék) = (mgk)lvmgkzw T 7m2k)q1c>

Entao, segue de (8.7) que

810g9(0\m) 1 1 ’
PPEIOm) Al mi)
OMN2kr ON

Com isso, temos que

82 lo 7] ’
g9(0m,) _ 0evheAl - M

Mg, 0Ny,
onde
1 1
oviap
0RV'® = :
1 1
ASWING

As expressoes das derivadas segundas de log g(@|n,,) com relacdo a 1, para as estruturas
de covariancias estudadas neste trabalho sao dadas nas Secoes 3.3 a 3.7.

Como comentado antes, algumas funcoes sao de particular interesse nesse tipo de abor-
dagem. Na préxima se¢ao exploramos o caso em que fi é a curva de Heitjan.

8.2 Curva de Crescimento de Heitjan

Neste secao consideramos que a funcao de crescimento das habilidades médias de ca-
da grupo é dada pela curva de Heitjan, expressa por (8.4). Basicamente, por (8.7), o
que precisamos sao as derivadas de py; com relagdo ao conjunto de parametros T, =
(T1k> Toks T3k, Tax) - Estas derivadas resultam em expressoes um tanto longas, por isso adotare-
mos algumas notacoes para simplifica-las. Considerando
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hlkt = hlt(Tk) = e(TQk_le)TAUc -1
tht = h2t(7'k) = 677—3}@(75*151)67—2]&'4];;

Top—T13 e~ T3k (t—t1)
hawe = ha(Ty) = 2778

hie = hikehoke,

podemos escrever (8.4) como

1
e = 6721“[1 —+ hkt]_uk — €T11, TAk 7é 0 (8 8)
eTzkhgkt — 67'117 T = 0
Sejam, ainda, para i = 1,2, 3,4,
; 0 5 Ohs 1, se k=1,
N]E;t) - ,ukt’ hﬁ) - € 1{k:1} =
OTi, OTi, 0, se k # 1.
Com esta notagao, as derivadas primeiras de px; com relacao a 7, sao dadas por
o T 14 hyg T LR — ey, T £ 0 59)
kt efzkhz()jc)t — e 1{k:1}> T = 0 ’
M(Q) _ eTQk[l + hkt]—u—kl _ 7_4—k16’rzk[1 + hkt]_T‘Ikl_lhl(j), Tag 7& 0
. e gy + hip), Ty =0
/1/(3) _ _7—4;167'% [1 + hkt]_nl_kl_lhl(:;), T4k 7é 0
kt ek hgi)t, Ta = 0
4) _ —2 Tok —rt —17(4)
W = T €% (1 + hye) "4k [log(1 + hye) — Tae(L 4 hue) ™ Byl (8.10)

As expressoes para as quantidades A podem ser encontradas na Segao A.7. Com (8.9)
a (8.10) podemos compor as equagoes de estimagao para os parametros das curvas de
crescimento. Para o processo de estimagao, sao necessarias as derivadas segundas de fi
com relacao a 7. Essas derivadas também podem ser encontradas na Segao A.7.

Na secao seguinte exploramos o caso em que fj é um polinémio de grau dj (ou seja,
pr = di, + 1) e obteremos as expressoes da Secao 8.1 para este caso. Geralmente dy = 1
e 2 sao os casos de maior interesse.
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8.3 Curva de Crescimento Polinomial

Nesta se¢cao vamos considerar que a funcao de crescimento das habilidades médias
de cada grupo ao longo do tempo pode ser modelada (ou aproximada) por uma funcao
polinomial. Esse tipo de funcao muitas vezes pode ser usada quando o interesse se restringe
ao intervalo de tempo envolvido no experimento, mas previsoes para periodos fora desse
intervalo podem nao ser confidveis. Sandland & McGilchrist (1979) discutem bastante esse
tipo de modelo indicando pontos que podem torna-lo nao atrativo.

Para o modelo polinomial, temos

dy

pre = fo(t) = ook + ot — 1) + -+ agi(t — D™ =D ag(t — 1)°,
s=0

onde por (7.3) temos que ag; = 0. O conjunto de parametros associados a fi é ny, =
(ks A1k, - -+ 5 Qgre)’y 1€, Migs = Q(s—1)k, € 0 vetor de médias nas T condigoes de avaliagao
pode ser escrito como

agp + air(ty — 1) + -+ age(ty — 1)%

aop + gty — 1) + -+ + agr(ty — 1)%
dg,

= agplo + aply + -+ agily, = Z gl
s=0

ondel, = ((t; — 1), (ty — 1)%,--- , (t7 — 1)*)',com s = 0,1, - - - , dj, e assumindo que 0° = 1.
Usando a notagao

Yijk = U e = (Ysok Ysiks -+ 5 Vsdrk) € Tk = (Yijn), Vi, 4,

temos que
(1) _ Ot (1) _
ks = 60@;9 :ls’ Ak = (l()’ll"" 7ldk) =Ly
dk dk
ml(cls) = lfszlzluk = Z OéTk’l;EI;IlT = Z Ak Ysrk = 7;kn1ka
r=0 r=0
e portanto,

ml(cl) = L'k

Podemos, entao, escrever (8.7) como
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01 0
—O%g< M) _ s - ren,,. (8.11)
Mk
A derivada segunda de log g(0|n,) é
82 log g(0|nk) a /
= — . Lr) = —Tg. 8.12
omn,,0mY, oy, (73 T) ; ( )
Temos ainda que
o om ( oT, )
T - - T’lk}?
2 8772167" an2kr
onde
0., (1)
Yk _p (Vi) (8.13)
Onoger Onoger

Com estas expressoes aplicadas & Equagao (A.16) obtemos as estimativas de méxima
verossimilhanca dos novos parametros em m,;, bem como de 1y, para k =1,--- | K.

Concluimos aqui boa parte do trabalho. Tratamos, na presenca de uma tinica populacao
em estudo e com estrutura de dados completa, da estimacgao dos parametros dos itens e
dos parametros populacionais, de forma separada e, posteriormente, conjunta. Abordamos
ainda a estimagao bayesiana e estimacgao das habilidades. Apds essa etapa, relaxamos
a exigéncia de dados completos. O passo seguinte foi considerar a presenca de varias
populacgoes em estudo, e finalmente, a exploracao de estruturas de crescimento para os
vetores de médias. Resta, entao, fazer uma “exploragao numérica”’ dos resultados tedricos.
No préximo capitulo nos dedicamos as aplicagoes, tanto a dados simulados como a dados

reais.
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Capitulo 9

Aplicacoes

Neste capitulo fazemos a aplicagao dos modelos propostos em dados simulados e em
dados reais. Esta etapa sera dividida em varios passos; na Secao 9.1 consideramos apenas
a estimacao dos parametros populacionais, fixando os parametros dos itens; na Secao 9.2
tratamos da estimacao dos parametros dos itens, fixando os parametros populacionais,
e a estimacao conjunta é abordada na Secao 9.3. Na Secao 9.4 fazemos uma aplicacao a
dados reais, obtidos com o projeto Avaliacao do processo de inovacdoes no ciclo bdsico e seu
impacto sobre a situacdo de ensino-aprendizagem na regiao metropolitana de Sao Paulo
(AVJU), da Secretaria de Estado da Educacao de Sao Paulo, considerando a estimagao
conjunta e explorando as varias estruturas de covariancias adotadas neste trabalho.

Para o estudo de simulagao, consideramos a situacao em que N = 1000 individuos sao
submetidos a testes em T" = 5 condicoes de avaliacao. Para a probabilidade de acerto a
qualquer dos itens, foi utilizado o ML3. A distribuicao Np(p, 3) serd utilizada para o vetor
de habilidades. O vetor de médias pu = (0, 1,2, 3,4)" serd adotado em todas as situagoes e
os valores para os parametros da matriz de covariancia dependerao da particular estrutura
de covariancia considerada. Na Tabela 9.1 temos a relacao de todos os valores usados para
os parametros populacionais. Vale notar que a estrutura de covariancia de Bandas s é
positiva definida quando |p| < 0,5, e por isso o valor méximo adotado para esse parametro
serd p = 0,45. Para a estrutura de Hankel deve-se ter |o12| < min, /0702 e por isso o
valor maximo adotado para esse parametro sera o5 = 0, 75.

Tabela 9.1 Valores dos parametros populacionais usados nas simulacoes

K1 p2 M3 B4 U5 pou o o’ouoi o3 of of oF
Diagonal 0 1 2 3 4 1 0,8 09 1,1 12
Uniforme 0 1 2 3 4 0,25 e 0,75 1
Bandas 0 1 2 3 4 0,25 e 0,45 1
AR(1) 0 1 2 3 4 025 e 0,75 1
Hankel 0 1 2 3 4 025 e 0,75 1 0,8 09 1,1 12

Para manter um controle mais rigido sobre o processo de estimagao, optamos por trans-
formar os valores gerados para as habilidades de forma que os vetores 8 = (6y,--- ,0r)
tenham vetores de médias e matrizes de covariancias o mais préximo possivel dos val-
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ores desejados. Para isso, apds gerada a matriz N x T de habilidades, foram obtidos
o vetor de médias, m, e a matriz de covariancias amostral, S. A transformacao 0% =
»1/28712(9 — m) + p gera valores para as habilidades com os parametros desejados. Os
resultados numéricos desse procedimento foram bastante satisfatorios.

Cada um dos 5 testes sera constituido por 24 itens, com 6 itens comuns entre cada par
de testes adjacentes, ou seja, o teste 1 sera formado pelos itens 1 a 24, o teste 2 pelos
itens 19 a 42, o teste 3 pelos itens 37 a 60, o teste 4 pelos itens 55 a 78 e, finalmente,
o teste 5 pelos itens 73 a 96. Na Tabela 9.2 temos os valores dos parametros dos itens
(na escala Normal, isto é D = 1,7) utilizados na simula¢ao. Foram considerados itens
com o parametro a; variando de 0,6 (baixa discriminagao) a 1,4 (alta discriminacao), o
parametro b; variando de -0,7 a 4,7 e o parametro ¢; assumindo apenas o valor 0,20. A
alocacao dos itens procurou evitar a aplicacao de itens muito faceis ou muito dificeis em
cada um dos testes. Por exemplo, a aplicacao de um item com parametro b; igual a 4,7
no teste 1 poderia trazer problemas de estimacgao, pois espera-se que poucos individuos
tenham habilidade em torno deste valor na condi¢ao de avaliagao 1. O mesmo raciocinio
se estende aos outros testes.

O software utilizado para a simulacao foi o Ox (Doornik, 2000), no qual construiu-se
um programa especifico para a estimacao dos parametros envolvidos nos modelos aqui
propostos. Este programa estd disponibilizado para possiveis interessados, juntamente
com um sucinto manual, na home-page http://www.ime.usp.br/ hert/tri.

Como a estimacao dos parametros populacionais compoe apenas um bloco para a es-
timacao conjunta, optou-se por fixar os parametros relativos a condicao de avaliagao 1.
Desta forma, em todas as situagoes estaremos adotando pu; = 0 e o7 = 1.

9.1 Estimacao dos Parametros Populacionais

Nesta sec¢ao apresentamos alguns resultados obtidos via simulacao, considerando cada
uma das estruturas de covariancias adotadas. As Tabelas 9.3 e 9.4 apresentam os resultados
(estimativas médias e desvios-padrao) obtidos em M = 500 iteragoes. Para cada estrutura
de correlagao, a linha superior da tabela equivale as estimativas médias, enquanto as linhas
inferiores representam os desvios-padrao estimados.

Observando as Tabelas 9.3 e 9.4, vemos que as estimativas médias estao muito préximas
dos verdadeiros valores, comprovando a eficacia do processo de estimacao dos parametros
populacionais. Tais estimativas médias se mostraram um pouco melhores nos componentes
do vetor de médias p do que nos componentes das matrizes de covariancias.

As estimativas médias para o2 no modelo Diagonal foram muito boas. Os resulta-
dos obtidos para p nos modelos Uniforme, Bandas e AR(1), apresentaram valores muito
proximos dos verdadeiros quando p = 0, 25. Para p = 0, 75, tais valores foram ligeiramente
inferiores. Com relagao ao parametro oo da estrutura de Hankel, os resultados obtidos
foram ligeiramente inferiores aos verdadeiros nos dois casos considerados. Ainda sob essa
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Tabela 9.2 Valores

adotados para os parametros dos itens

Item  Teste a; b; c; Item  Teste a; b; c;
1 1 06 -0,7 0,2 51 3 14 2,1 0,2
2 1 1,0 -0,7 0,2 52 3 06 23 0,2
3 1 1,4 -0,7 0,2 53 3 06 2,5 0,2
4 1 06 -0,5 0,2 54 3 06 2,7 0,2
5 1 1,0 -0,5 0,2 55 3;4 1,0 23 0,2
6 1 1.4 -05 0,2 56 3;4 1,0 25 0,2
7 1 06 -0,3 0,2 57 3;4 1,0 2,7 0,2
8 1 1,0 -0,3 0,2 58 3;4 14 2,3 0,2
9 1 1,4 -0,3 0,2 59 3;4 1,4 25 0,2

10 1 06 -0,1 0,2 60 3;4 14 2,7 0,2
11 1 1,0 -0,1 0,2 61 4 06 29 0,2
12 1 1,4 -0,1 0,2 62 4 1,0 29 0,2
13 1 0,6 0,1 0,2 63 4 1,4 29 0,2
14 1 1,0 0,1 0,2 64 4 06 3,0 0,2
15 1 1,4 0,1 0,2 65 4 1,0 3,0 0,2
16 1 0,6 0,3 0,2 66 4 1,4 3,0 0,2
17 1 0,6 0,5 0,2 67 4 06 3,1 0,2
18 1 0,6 0,7 0,2 68 4 1,0 3,1 0,2
19 1;2 1,0 0,3 0,2 69 4 14 3,1 0,2
20 1;2 1,0 0,5 0,2 70 4 06 3,3 0,2
21 1;2 1,0 0,7 0,2 71 4 06 3,5 0,2
22 1;2 1,4 0,3 0,2 72 4 06 3,7 0,2
23 1;2 1,4 0,5 0,2 73 4;5 1,0 3,3 0,2
24 1;2 1,4 0,7 0,2 74 4;5 1,0 3,5 0,2
25 2 0,6 09 0,2 75 4;5 1,0 3,7 0,2
26 2 1,0 0,9 0,2 76 4;5 1,4 33 0,2
27 2 1,4 0,9 0,2 r 4;5 1,4 35 0,2
28 2 0,6 1,0 0,2 78 4;5 1,4 3,7 0,2
29 2 1,0 1,0 0,2 79 5 06 39 0,2
30 2 1,4 1,0 0,2 80 5 1,0 3,9 0,2
31 2 0,6 1,1 0,2 81 5 1,4 39 0,2
32 2 1,0 1,1 0,2 82 5 06 4,0 0,2
33 2 1,4 1,1 0,2 83 5 1,0 4,0 0,2
34 2 0,6 1,3 0,2 84 5 1,4 40 0,2
35 2 0,6 1,5 0,2 85 5 0,6 4,1 0,2
36 2 0,6 1,7 0,2 86 5 1,0 4,1 0,2
37 2;3 1,0 1,3 0,2 87 5 1,4 4,1 0,2
38 2;3 1,0 1,5 0,2 88 5 06 43 0,2
39 2;3 1,0 1,7 0,2 89 5 06 45 0,2
40 2;3 1,4 1,3 0,2 90 5 0,6 4,7 0,2
41 2;3 1,4 1,5 0,2 91 5 1,0 4,3 0,2
42 2;3 1,4 1,7 0,2 92 5 1,0 4,5 0,2
43 3 0,6 1,9 0,2 93 5 1,0 4,7 0,2
44 3 1,0 1,9 0,2 94 5 1,4 43 0,2
45 3 1,4 1,9 0,2 95 5 14 4,5 0,2
46 3 0,6 20 0,2 96 5 1,4 4,7 0,2
47 3 1,0 20 0,2

48 3 1,4 20 0,2

49 3 0,6 2,1 0,2

50 3 1,0 2,1 0,2
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Tabela 9.3 Estimativas médias (desvios-padrao): p = 012 = 0,25

p2 w3 pa us pouoia o2 o2 o2 o2
Diagonal  1,0012 2,0026 3,0038  4,0014 0,8001 0,9041 1,0977 1,1959
(0,0125)  (0,0136)  (0,0151)  (0,0151) (0,0338)  (0,0373)  (0,0508)  (0,0540)

Uniform  0,9986  1,9984 29983  3,9986  0,2583
(0,0140)  (0,0153)  (0,0147)  (0,0144)  (0,0094)

Bands 0,9984  1,9973  2,9978  3,0982  0,2525
(0,0140)  (0,0144)  (0,0145)  (0,0141)  (0,0095)

AR(1) 0,9984  1,9977  2,9979  3,9983  0,2544
(0,0140)  (0,0144)  (0,0146)  (0,0140)  (0,0103)

Hankel ~ 1,0034  2,0025  3,0020  4,0012  0,2287 0,7218 08173  1,0046  1,1011
(0,0126)  (0,0145)  (0,0154) (0,0158)  (0,0093)  (0,0306) (0,0347) (0,045)9  (0,0512)

Tabela 9.4 Estimativas médias (desvios-padrao): p = o152 = 0,75

12 u3 Ha us pou o2 O'% O’§ UZ O'g
Diagonal ~ 1,0012  2,0026  3,0038  4,0014 0,8001  0,9041  1,0977  1,1959
(0,0125)  (0,0136)  (0,0151)  (0,0151) (0,0338)  (0,0373)  (0,0508)  (0,0540)

Uniforme 0,986 1,9981  2,9982  3,9991  0,7291
(0,0159)  (0,0171)  (0,0179)  (0,0169)  (0,0076)

Bandas* 09992 19975 29976  3,9985  0,4430
(0,0141)  (0,0147)  (0,0138)  (0,0139)  (0,0072)

AR(1) 0,9985  1,9976  2,9981 3,087  0,7343
(0,0158)  (0,0159)  (0,0165)  (0,0138)  (0,0066)

Hankel ~ 0,9989 1,989  2,9983  3,9983  0,7248 0,8020  0,8832  1,0967  1,1926
(0,0165)  (0,0175)  (0,0184)  (0,0172)  (0,0189)  (0,0271)  (0,0342) (0,0351)  (0,0385)

* Neste caso foi usado p = 0,45.

estrutura, as componentes o7 apresentaram resultados muito bons quando oy, = 0,75,

com resultados um pouco inferiores no caso o5 = 0, 25.

No geral, a estimacao apresentou resultados satisfatorios, mas ainda ha o que melhorar,
o que provavelmente sera alcancado com melhorias na implementagao computacional do
processo de estimacao.

9.2 Estimacao dos Parametros dos Itens

Nesta secao tratamos da estimagao dos parametros dos itens. Para a probabilidade
de acerto a qualquer dos itens, foi utilizado o ML3. A estimacao foi realizada através do
algoritmo EM, como descrito no Capitulo 4.

A Tabela 9.5 apresenta as somas dos quadrados dos desvios (SQD) das estimativas
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médias, obtidas em M = 500 iteragoes, com relacao aos verdadeiros valores, associa-
da a cada tipo de parametro: discriminacao, dificuldade e acerto ao acaso. Para cada
item e cada parametro deste, as M estimativas produzem uma estimativa da variancia,
que sdao somadas para obtencao da wvariabilidade total (VT) associada a cada tipo de
parametro; esses resultados sao apresentados na Tabela 9.6. Tabelas contendo tais esti-
mativas médias, bem como os desvios-padrao estimados podem ser encontradas na home-
page http://www.ime.usp.br/ hert/tri. Tais arquivos sao apresentados em formato
xls e dvi. Os valores adotados para os parametros populacionais sao aqueles apresentados
na Tabela 9.1. Para o modelo de Hankel, o valor adotado para o5 serd o mesmo adotado
para p nos outros modelos.

Tabela 9.5 Soma dos quadrados dos desvios com relagdo aos verdadeiros valores.

p=0,25 p=0,75 (ou p =0,45)
a b c a b c

Diagonal 0,1444 0,0761 0,0078

Uniforme 0,3290 0,0561 0,0092 0,4483 0,0470 0,0121
Bandas®* 00,3294 0,0561 0,0095 0,3429 0,0478 0,0089
AR(1) 0,3305 0,0583 0,0097 0,4216 0,0466 0,0106
Hankel 0,3542 0,0564 0,0096 0,5441 0,0520 0,0123

* A estrutura independe de p
+% Neste caso foi usado p = 0,45 ao invés de p = 0,75

Tabela 9.6 Soma das variancias associadas a cada parametro

p=0,25 p=0,75 (ou p = 0,45)
a b c a b c

Diagonal* 2,8221 4,0138 0,5348

Uniforme  1,9250 3,2079 0,4012 1,8898 3,4182 0,4246
Bandas®™ 19095 3,1904 0,3977 1,9050 3,2658 0,4074
AR(1) 1,8995 13,1709 10,3934 11,9288 3,3900 0,4205
Hankel 1,9238 3,2366 0,4062 1,8633 3,4773 0,4285

* A estrutura independe de p
+% Neste caso foi usado p = 0,45 ao invés de p = 0,75

Podemos notar pela Tabela 9.5 que mudancas nas estruturas de covariancia adotadas
agem de forma diferente nos parametros dos itens. O parametro de discriminacao foi
melhor estimado quando p = 0,25. Entretanto, o oposto aconteceu com o parametro de
dificuldade, que foi pior estimado quando p = 0,25. O parametro de acerto ao acaso
foi melhor estimado quando p = 0,25, com excecao para a estrutura de Bandas. Pela
Tabela 9.6, vemos que estas relagoes nao se mantém quando consideramos a variabilidade
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total. A variabilidade associada ao parametro de discriminacao foi maior quando p = 0, 25,
com excegao para o modelo AR(1). Para os parametros de dificuldade e acerto ao acaso,
a variabilidade foi menor quando p = 0, 25.

Enfim, quando o objetivo é acuracia na estimacao, podemos dizer que correlagoes al-
tas ajudam na estimacao do parametro de dificuldade, mas prejudicam a estimacao do
parametro de discriminacao. Essa conclusao inverte-se quando o objetivo é uma menor
variabilidade. A estimacao do parametro de acerto ao acaso é sempre favorecida por cor-
relagoes baixas.

Vale a pena ressaltar que apesar das consideragoes feitas, tanto SQD quanto VT apre-
sentam valores bem pequenos, mostrando a eficacia dos modelos propostos.

9.3 Estimacao Conjunta

Nesta secao temos o caso mais freqliiente que ocorre na pratica, quando tem-se que
estimar tanto os parametros dos itens quanto os populacionais. As Tabelas 9.7 e 9.8
apresentam as mesmas quantidades descritas nas segoes anteriores, ou seja, as estimativas
médias dos parametros populacionais e as somas dos quadrados dos desvios e variabilidade
total, no caso dos parametros dos itens.

As estimativas das médias estao muito préoximas dos verdadeiros valores, tanto para
p = 0,25 quanto para p = 0,75. As estimativas médias para p e o se mostraram
melhores quando p = 0,25, com uma aparente subestimacao no caso p = 0, 75.

As quantidades o? nao foram muito bem estimadas para o modelo Diagonal. Para o
modelo de Hankel, tais estimativas apresentaram-se muito proximas dos valores desejados
quando o1 = 0,75, mas nao com o1, = 0,25. Curiosamente, a estimacao de o5 teve
resultados melhores do que os apresentados anteriormente.

Se compararmos os resultados obtidos nesta secao com aqueles da Segao 9.1, veremos
que os vetores de médias foram bem estimados em ambos os casos, e as quantidades p e
012 apresentam conclusoes parecidas nas duas secoes. Entretanto, foram detectados vicios
associados a o2 no modelo Diagonal que antes nao haviam aparecido. No modelo de Hankel
também apareceu um vicio quando p = 0,25, equivalente ao dobro (fator 2: relacao entre
duas quantidades) do apresentado anteriormente. Ainda, os desvios-padrao associados aos
parametros populacionais mostraram-se bem maiores no caso da estimacao conjunta, com
fatores superiores a 5, relativos as habilidades médias no modelo Diagonal, mas ficando em
torno de 3 nos outros casos. Novamente, ainda ha bastante a melhorar, o que provavelmente
serd alcancado com mais investimento na implementacao computacional do processo de
estimacao.
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Tabela 9.7 Estimativas médias (desvios-padrao): p = o132 = 0,25

P2 U3 pa us pou oz o3 o3 o2 o2
Diagonal  0,99345  1,9957 3,0123 4,0350 0,7961 0,9113 1,1446 1,2580
(0,0385)  (0,0579)  (0,0725)  (0,0862) (0,0697)  (0,0822)  (0,0854)  (0,1380)

Uniforme  1,0168  2,0145  3,0086  4,0037  0,2569
(0,0344)  (0,0471)  (0,0576)  (0,0664)  (0,0093)

Bandas 10154  2,0145  3,0099  4,0060  0,2526
(0,0352)  (0,0485)  (0,0576) (0,0682)  (0,0101)

AR(1) 1,0154  2,0142  3,0093  4,0050  0,2542
(0,0349)  (0,0482)  (0,0581)  (0,0693)  (0,0103)

Hankel 1,0394  2,0863  3,0939  4,0544  0,2417 0,7947  0,8612  0,9653  1,0125
(0,0345)  (0,0481)  (0,0585) (0,0662)  (0,0127)  (0,0488) (0,0488) (0,0501)  (0,0586)

Tabela 9.8 Estimativas médias (desvios-padrao): p = o12 = 0,75

p2 w3 4 w5 pou o2 o3 o2 o3 o2
Diagonal  0,99345  1,9957  3,0123  4,0350 0,7961  0,9113 1,1446 1,2580
(0,0385)  (0,0579)  (0,0725)  (0,0862) (0,0697)  (0,0822)  (0,0854)  (0,1380)

Uniforme  1,0113  2,0066  3,0020  3,9967  0,7348
(0,0345)  (0,0491)  (0,0621)  (0,0734)  (0,0127)

Bandas* 1,058  2,0149  3,0074  4,0065  0,4429
(0,0345)  (0,0484)  (0,0587)  (0,0703)  (0,0082)

AR(1) 1,0120  2,0110  3,0070  4,0047  0,7372
(0,0345)  (0,0490)  (0,0600)  (0,0709)  (0,0080)

Hankel 1,0372  2,0751  3,0786  4,0416  0,7682 0,8293 09555  1,1011  1,1725
(0,0422)  (0,0516)  (0,0647)  (0,0758)  (0,0326)  (0,0797)  (0,0367) (0,0454)  (0,0507)

* Neste caso foi usado p = 0,45.

Com relacao aos parametros dos itens da Tabela 9.9, temos que o parametro de dis-
criminacao foi melhor estimado quando p = 0,25. O oposto aconteceu com o parametro
de dificuldade, que foi pior estimado quando p = 0,25, com excecao do modelo de Bandas.
O parametro de acerto ao acaso foi melhor estimado quando p = 0, 25. Pela Tabela 9.10,
vemos que estas relacées nao se mantém quando consideramos a variabilidade total. A
variabilidade associada ao parametro de discriminagao foi maior quando p = 0,25, com
excecao do modelo de Bandas. Para os parametros de dificuldade e acerto ao acaso a
variabilidade foi menor quando p = 0, 25.

Se compararmos os resultados obtidos nesta secao com aqueles da Secao 9.2, veremos
que os resultados referentes as Tabelas 9.9 e 9.10 estao muito proximos na maioria dos
casos dos resultados das Secoes 9.5 e 9.6. No modelo de Hankel apenas o parametro de difi-
culdade foi afetado, com SQD equivalente a 5 vezes o apresentado anteriormente, mas sem
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comprometimento na VT. O modelo de Bandas também foi bastante afetado, mas ape-
nas quando p = 0,45, apresentando quantidades equivalentes ao triplo das apresentadas

anteriormente. Com relacao a VT, esse aumento ficou em torno de 30%.

Como esperado, os resultados obtidos com a estimagao conjunta foram inferiores aos
obtidos nas situagoes onde um grupo de parametros era conhecido. Entretanto, em ambos

0s casos as precisoes foram boas.

Tabela 9.9 Soma dos quadrados dos desvios com relagdo aos verdadeiros valores.

p=0,25 p=0,75
a b c a b c
Diagonal® 0,1930 0,1296 0,0162
Uniforme  0,3288 0,0483 0,0093 0,4326 0,0447 0,0117
Bandas*™  0,3322 10,0493 0,0098 0,9775 0,1761 0,0153
AR(1) 0,3289 0,0504 0,0099 0,4155 0,0414 0,0102
Hankel 0,3170 10,3320 0,0099 0,5982 0,2750 0,0113

* A estrutura independe de p
+*% Neste caso foi usado p = 0,45 ao invés de p = 0,75

Tabela 9.10 Soma das variancias associadas a cada parametro

p=20,25 p=0,75
a b c a b c
Diagonal  3,0975 4,2745 0,5333
Uniforme 1,8798 3,2800 0,3862 1,8710 3,4937 0,4100
Bandas™* 1,8724 3,2711 0,3835 2,6327 4,2738 0,4123
AR(1) 1,8796 3,2990 0,3858 11,8830 3,4605 0,4039
Hankel 1,9528 3,1561 0,3905 11,7978 3,4900 0,3957

* Neste caso foi usado p = 0,45 ao invés de p = 0,75
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9.4 Aplicacao a Dados Reais: Projeto AVJU

Nesta secao utilizaremos um conjunto de dados provenientes de um estudo longitudinal
da Secretaria de Estado de Educacao de Sao Paulo, denominado Awvalia¢do do processo
de inovacgoes no ciclo basico e seu impacto sobre a situacao de ensino-aprendizagem na
regiao metropolitana de Sao Paulo (AV.JU), cujo objetivo foi acompanhar o desempenho
de uma determinada populacao referente a habilidade em matemética. Um grupo de
aproximadamente 3000 criancgas foi submetido a 7" = 3 testes, realizados nos meses de
novembro de 1992, 1993 e 1994. Na ocasiao do teste 1, todos os individuos cursavam a
primeria série do ensino fundamental.

O conjunto de dados é incompleto, no sentido de que nem todas as criancas inicialmente
selecionadas compareceram a todas as avaliacoes planejadas. O nimero de individuos sub-
metidos a cada teste foi, respectivamente, 3388, 2840 e 2420. Estes testes nao foram plane-
jados de forma a tornar comparaveis as escalas dos parametros dos itens e populacionais,
ou seja, nao havia itens comuns entre eles. Para permitir a equalizagao, dois outros testes
secundarios foram aplicados em grupos de 594 e 627 individuos, onde o primeiro continha
itens aplicados nos testes de 1992 e 1993, enquanto o segundo continha itens dos testes de
1993 e 1994. Estes dois testes foram aplicados posteriormente aos trés testes principais.

Para efeitos de estimagao, serao considerados 5 testes, onde os testes principais serao
denominados de testes 1, 2 e 3, enquanto os secundérios serao os testes 4 e 5. O ntimero de
itens em cada teste sao, respectivamente, 66, 48, 63, 66 e 70. O ntimero de itens comuns é
38 entre os testes 1 e 4, 28 entre os testes 2 e 4, 28 entre os testes 2 e 5 e 42 entre os testes
3 e 5, perfazendo um total de n = 177 itens envolvidos no estudo. Devemos, entretanto,
salientar que apenas os testes 1, 2 e 3 sao de interesse, de forma que nao apresentaremos
os resultados referentes aos testes 4 e 5.

Como tanto os parametros populacionais como os dos itens sao desconhecidos, sera feita
a estimacao conjunta desses parametros. Tais estimacgoes serao realizadas considerando
algumas das estruturas de covariancia exploradas neste trabalho. Serao apresentadas as
estimativas de todos os parametros envolvidos no estudo, e para quantificar qual estrutura
de covariancia sera a mais adequada, adotaremos o critério AIC (Akaike’s Infromation
Criterion), obtido por

AIC = —2log L(E, 1) + 2n,,

onde a L(E, 1)) representa o valor da verossimilhanca, e n, o nimero de parametros en-
volvidos no modelo (ver Jones, 1993, por exemplo). A estrutura de covariancia que gerar
o menor valor para AIC serd a escolhida. O erro-padrao associado a cada parametro serd
estimado com base na inversa da matriz de informacao de Fisher.

Na Tabela 9.11 temos as estimativas dos parametros populacionais associados aos trés
testes principais, quando adotados os modelos Uniforme, AR(1) e Hankel. O teste 1, relati-
vo a primeira série, foi adotado como referéncia, de modo que a habilidade desta populacao
no momento do teste 1 foi fixada como tendo média zero e desvio-padrao 1. As médias
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Tabela 9.11 Estimativas dos Parametros Populacionais (erro-padrdo)

1 i 3 pouciy  of 3 o3
Uniforme  0,0000 0,8655  1,5902 0,8138  1,0000 1,0000  1,0000
(0,0114) (0,0111)  (0,0031)
AR(1)  0,0000 0,8468  1,6206 0,0395 1,0000 1,0000  1,0000
(0,0087) (0,0126)  (0,0005)
Hankel ~ 0,0000 0,8770  1,5927 0,7219  1,0000 0.8692  1,0281
(0,0189) (0,0196)  (0,0117) (0,0201)  (0,0226)

populacionais se apresentaram bastante préximas para as trés estruturas, indicando que
na segunda série houve um aumento em torno de 0,85 pontos na habilidade média, quando
comparada a primeira série. Para a terceira série, este aumento ficou em torno de 1,60.
Entretanto, um dos principais resultados se refere a dependéncia entre as habilidades nas
trés séries. Quando considerada que a correlagao entre as habilidades em qualquer par de
testes é sempre a mesma [modelo Uniforme], a correlacdo estimada se apresentou bastante
alta, ficando em 0,8138. Se considerarmos que a dependéncia diminue quando o tempo
entre os testes aumenta [modelo AR(1)], a estimativa do parametro de interesse ficou em
p = 0,9395. Com esta estrutura temos que a correla¢ao entre os testes 1 e 2 (e 2 ¢ 3) é
0,9395, e entre os testes 1 e 3 é 0,8827. Se impormos as covariancias todas iguais com as
variancias diferentes [modelo de Hankel], esta covariancia serd estimada em o1 ~ 0, 7219 e
os desvios-padrao relativos as Séries 2 e 3 por 0,9323 (= /0,8692) e 1,0140 (= /1,0281),
respectivamente, produzindo as correlagoes 0,7743, 0,7120 e 0,7637, correspondentes aos
testes 1e2, 1e3,e2ed.

Em todos os trés casos vimos que as correlacoes estimadas foram altas, particularmente
maior que 0,5, indicando um primeiro problema quando considerada a estrutura de Ban-
das. Entretanto, o maior problema foi sua nao adaptacao aos dados. Ela impoe que as
correlagoes sejam nulas entre pares de testes nao adjacentes. Ocorre que a correlagao entre
as habilidades nas Séries 1 e 3 sao altas, digamos p;3 ~ 0,8138 quando considerada a es-
trutura Uniforme, enquanto a estrutura de bandas impoe p;3 = 0 e essa falta de ajuste aos
dados foi refletida pela nao convergéncia do processo iterativo. Ainda, foram analisados
apenas os modelos que considerem algum tipo de dependéncia entre as habilidades, o que
levou ao descarte do Modelo Diagonal.

Na Tabela 9.12 apresentamos as log-verossimilhancas, nimero de parametros e o valor
para AIC quando adotados os modelos citados acima, que sera usado para a decisao sobre
qual dessas trés estruturas de covariancia melhor se adapta aos dados. A principio, o
fato de o modelo de Hankel ser uma generalizacao do caso Uniforme, deveriamos esperar
que aquela estrutura fosse a eleita. Entretanto, aparentemente o fato de termos mais
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Tabela 9.12 Log-verossimilhanga associada a cada estrutura de covariancia

Modelo -2 x Log-verossimilhanca Num. Parametros AIC

Uniforme 513.920,00 536 514.992,00
AR(1) 517.940,00 536 519.012,00
Hankel 515.400,00 540 516.480,00

parametros a estimar (embora nao tenha diferido muito da Uniforme) teve seu prego.
Tivemos um menor valor de AIC quando adotado o modelo Uniforme, seguidos por Hankel
e AR(1), respectivamente. Com base nisso, optamos por eleger o modelo Uniforme como
o que melhor se ajustou aos dados, e que a correlagao estimada entre as habilidades entre
qualquer par de testes é p ~ 0, 8138. Entretanto, apesar da estrutura Uniforme ter sido a
escolhida, isso nao significa que ela tenha se ajustado muito bem aos dados. Estudos no
sentido de Ajuste do Modelo ainda devem ser feitos para chegar em resultados conclusivos.

Tabela 9.13 Soma das variancias associadas a cada parametro

Modelo a b c

Uniforme 0,920 9,898 0,619
AR(1) 0,970 10,833 0,691
Hankel 0,935 10,270 0,635

Como complemento, podemos usar a VT para inspecionar qual modelo produziu esti-
mativas mais precisas dos parametros dos itens. Na Tabela 9.13 apresentamos as VT's as-
sociadas aos parametros de discriminacao, dificuldade e acerto ao acaso, respectivamente.
Novamente, a estrutura de correlacao que produziu melhores resultados foi a Uniforme,
levando-nos a reforcar a escolha do modelo Uniforme como o que melhor se adaptou aos
dados. Nos resultados apresentados na Tabela 9.13 foram excluidos os resultados refer-
entes a 5 dos 177 dos itens em estudo, por apresentarem estimagao ruim nos 3 modelos
em estudo. Entretanto, a conclusao foi inalterada pela retirada destes itens.
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Capitulo 10

Comentarios e Propostas para Pesquisas
Futuras

Para finalizar, faremos alguns comentdrios sobre a proposta apresentada e teceremos
outros sobre trabalhos que podem ser realizados como extensoes deste, ou outros pontos
nao abordados aqui. Nesse conjunto de pontos sao sugeridas linhas de trabalho bem gerais
para serem desenvolvidas por futuros TRI-adeptos. Embora enumerados, nao pretendemos
atribuir prioridades ou niveis de importancia a eles, mas apenas apresenta-los.

1. Modelos Multivariados

Em algumas situacoes, temos o mesmo individuo submetido a testes em diferentes
contetidos. Como Exemplos podemos indicar o Projeto da Avaliacao da Jornada Unica,
discutido no Capitulo 9, e o Projeto PDE/Fundescola do INEP /MEC, nos quais os alunos
sao submtidos a testes de Portugués e Matematica em anos consecutivos. Neste caso,
temos duas habilidades distintas envolvidas no estudo, com cada uma delas representadas
por um unico trago latente (unidimensional). Assim, a probabilidade de acerto por um
determinado individuo j a um particular item ¢ de Matematica pode ser modelada co-
mo fungao apenas da habilidade em Matematica do individuos j. Da mesma forma, a
probabilidade de acerto pelo individuo 7 ao item ¢ de Portugués depende apenas de sua
habilidade em Portugués. A presenca dessas duas habilidades distintas constitue o caso
Multivariado destes modelos e tem muito a ser explorado. O fato de estarmos observan-
do respostas do mesmo individuo, referente a duas habilidades, possibilita o estudo de
possiveis correlagoes entre as mesmas de forma que possiveis estruturas de covariancia
podem ser propostas para modelar a dependéncia entre estas habilidades. Detalhes so-
bre Modelos Multivariados quando temos apenas uma condi¢cao de avaliagao podem ser
encontrados em Van der Linden & Hambleton (1997).

2. Distribuicoes assimétricas

Ha situacgoes em que nao deve-se assumir uma distribuicao simétrica para a distribuicao
da habilidade. Por exemplo, quando os individuos envolvidos no estudo foram pré-selecionados
em uma primeira etapa, tal como ocorre em exames vestibulares. Nesta situagao, devem
ser propostas distribuigoes alternativas que nao a Normal Multivariada e novas equagoes
de estimagao deverao ser desenvolvidas.
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3. Estruturas de covariancias

Embora tenhamos explorado cinco das principais estruturas de covariancias, varias
outras podem ser propostas com essa finalidade. Neste trabalho, usamos estruturas de
covariancias cujos determinantes e inversa tivessem uma forma analitica, de forma que
os processos de estimacao fossem construidos com base nas expressoes exatas para as
equacoes de estimacao. Entretanto, grande parte dos programas estatisticos oferece a
opcao de usarmos derivadas numéricas, de forma que podemos estender este estudo para
estruturas de covariancias que nao tenham expressoes analiticas para as derivadas do
determinante e da inversa. Um exemplo seria a matriz de covariancia nao estruturada,
usualmente utilizada em analise multivariada. Estudos serao necessarios para quantificar
possiveis perdas da utilizagao de derivadas numéricas.

4. Modelos DRIFT para Genética

A Teoria da Resposta ao Item pode ser adaptada para aplicagoes em estudos genéticos.
Consideremos a situacao em que temos N individuos com uma determinada anomalia
(como um particular tipo de cancer) envolvidos no estudo, dos quais sdo analisados n genes
(itens) em T' condigoes de avaliagdo com respostas ativado/desativado. A probabilidade
do individuo j ter o gene 7 ativo no tempo t, fixada sua predisposicao §;; (habilidade) é
dada por

P(Ujis = 1051, ¢;) = ¢i + (s — i) {1+ e Pty =1,
onde ¢; = (a;, b;, ¢;, i) é o vetor de parametros associado ao gene 1,

b; ¢é o parametro de inatividade (ou de posi¢ao) do gene i, medido na mesma escala da
predisposicao,

a; é o parametro de discriminacao (ou de inclinagao) do gene i
¢; € o parametro freqiiéncia positiva do gene 1,
~v; € o parametro freqiiéncia negativa do gene 1.

Esta funcao representa o Modelo Logistico de 4 parametros. No caso da aplicacao DRIFT,
o interesse se concentra no parametro de inatividade dos itens, de forma que os outros
parametros podem ser considerados iguais, isto é, a; = a, ¢; = ¢ e v = 7 para i =
1,---  n. Para cada gene, a tendéncia de alteracao de sua inatividade pode ser modelada
por uma funcao do tempo, tal como uma funcao linear ou quadrética, dando informacao
sobre o acréscimo ou decréscimo da influéncia de cada gene na anomalia estudada.
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5. Parametro de Acerto Parcial

Se um particular individuo nao responde a um ou mais itens e simplesmente ignorarmos
estes itens na elaboracao da verossimilhanca, estaremos desprezando uma informagao im-
portante, a de que tal individuo nao soube responder corretamente ao item. Se por outro
lado estes itens forem tratados como respondidos incorretamente, estaremos desprezando
outra informagao importante, a de que este individuo poderia responder a esse item ao
acaso, e com isso ele teria uma probabilidade positiva de respondé-lo corretamente. Uma
proposta intermediaria seria a Imputacao de Dados, ou seja, a substituicao de cada respos-
ta incompleta por resposta correta, com probabilidade ¢; = 1/m;, ou resposta incorreta,
com probabilidade 1 — §;, onde m; é o numero de alternativas do item ¢, e finalmente
aplicar a teoria desenvolvida para dados completos; se os itens com respostas incompletas
ja tiverem sido calibrados (e portanto com os ¢; conhecidos para o LM3) entao pode-se
usar ¢; no lugar de §;. Lord (1974) argumenta que este procedimento é bastante criticavel,
mesmo produzindo estimadores consistentes (n — 0o0) das habilidades individuais. Como
em situagoes praticas nao é possivel trabalhar com n muito grande, alguns individuos que
tenham tido respostas imputadas podem ter suas habilidades mal estimadas devido ao
conjunto de respostas geradas. Por outro lado, as estimativas dos parametros dos itens
nao devem ser fortemente alteradas porque geralmente o niimero de individuos, N, é rel-
ativamente alto. Para complementar, se dois individuos com habilidades 64 e 0g, com
04 # Op, omitem a resposta ao item i, pela imputacao de dados podemos ser levados a
concluir que P(Ugay = 1|04,¢;) = 0; € P(Upy = 1105,¢;) = d;, e portanto que 64 = Op,
o que nao é verdade. Lord também afirma que tal procedimento degrada os dados pela
introducao de uma componente aleatoria.

Como alternativa, Lord propoe uma modificacao na funcao de verossimilhanca que
considere um item parcialmente correto, através da introdugao de um novo parametro .
A funcao de verossimilhanga individual a tratar serd exatamente a mesma em (6.3), com
a alteracao que as respostas serao codificadas como

1 :resposta correta;
Ujx = ¢ 0 :resposta incorreta; (10.1)

d :resposta incompleta (parcialmente correta).

No caso de nao haverem observacoes incompletas, esta proposta coincide com o trata-
mento usual para dados completos. Lord enfatiza que seu método nao produz estimativas
de maxima verossimilhanca na presenca de observacoes incompletas, mas os valores se
mostraram tao proximos que Wood, Wingersky & Lord (1976) tratam as estimativas
obtidas em ambos os casos como estimativas de maxima verossimilhanga. Lord utilizou
dados simulados e verificou que as correlacoes entre as estimativas a;, b; e ¢;, obtidas
pelos dois métodos foram 0.995, 0.996 e 0.990, respectivamente. Entretanto, o principal
resultado de Lord foi a demonstracao de que seu método produz uma menor variancia
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assintotica de 6;, quando comparado ao estimador de maxima verossimilhanca usual com
os dados imputados.

6. Estimacao Bayesiana dos Parametros Populacionais

A estimacao por maxima verossimilhanca irrestrita pode apresentar problemas na es-
timacao de alguns parametros populacionais, devido a algumas restricoes em seus espacos
paramétricos. No modelo Diagonal devemos ter o, > 0, no modelo Uniforme, 02 > 0 e
p € [—1,1], no modelo de Bandas, 0> > 0 e p € [—3, 3], no modelo AR(1), 6% > 0 e
p € [-1,1] e, finalmente, no de Hankel, o, > 0 e |o12| < min, ({4/0702}. Para garantir que
as estimativas permanegam no intervalo desejado, distribuicoes a priori com suporte nestes
intervalos devem ser adotadas para esses parametros. A importancia dessas propostas é
muito grande, pois é comum que os processos iterativos fiquem instaveis quando temos os
parametros perto das bordas de seus intervalos, e esse é um caso bastante freqiiente em

estudos longitudinais.

7. Modelos Multidimensionais

Em algumas situacoes, um item nao pode ser modelado como fungao apenas de um
unico traco latente. Alguns itens exigem, por exemplo, além do conhecimento em matematica,
a habilidade em compreensao de texto; uma questao de quimica pode precisar, além do con-
hecimento em quimica, da habilidade em matematica para ser respondida corretamente.
Itens dessa natureza precisam ser modelados considerando um vetor r-dimensional de
habilidades @ = (01,65, --- ,6,)’. Umn dos modelos mais simples para modelar a probabili-
dade ao item ¢ é dado por uma extensao do modelo logistico de 3 parametros (ver Reckase,
1997):

P(Usis = 118,0,C) = i+ (1= o) {1+ e Dlei0nt0} 1,

onde a; é o vetor de parametros de discriminacao do item i e, geometricamente, a; rep-
resenta o coeficiente angular da superficie de resposta na direcao do eixo [ da habilidade.
A quantidade d; passa a ser interpretada como o novo parametro de dificuldade do item.

8. Respostas Politomicas

Em algumas aplicagoes, as respostas dos individuos aos itens nao podem e/ou nao
devem ser interpretadas como do tipo certo/errado (ver Andrade, Tavares & Valle, 2000,
por exemplo). Nestes casos, os itens devem ser corrigidos como tendo mais de duas catego-
rias de resposta e sao denominados itens politomicos. No presente trabalho, apresentamos
apenas as expressoes para itens dicotomicos e, portanto, muito precisa ser feito no caso
de termos itens com respostas politomicas, contavelmente finitas ou continuas.
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9. Estimacao de Densidades

A estimacao da densidade é um ponto de muito interesse nessa teoria. Na maioria das
situagoes pode-se assumir que a distribuicao da habilidade é Normal, e portanto simétrica,
mas em outras a suposicao de simetria é bastante irreal, conforme mencionado na Se¢ao 2.
Como a estimacao dos vetores de habilidades individuais é feita em uma segunda etapa e
é obtida com base na distribuicao condicional da habilidade, dado o conjunto de respostas
do individuo, os parametros dos itens e os populacionais, fugas da verdadeira distribuigao
da habilidade podem levar a erros grosseiros na estimacao das habilidades individuais.

10. Estudos de Ajuste do Modelo, Convergéncia do EMV e Possiveis Correcoes

A validade do modelo precisa ser checada. Além disso, o nimero de individuos e o
nimero de condicoes de avaliacao, bem como o ntimero de itens comuns, devem influenciar
bastante na taxa de convergéncia para distribuicao assintética do EMV. Esses fatores
precisam ser melhor estudados e possiveis correcoes decorrentes desses resultados podem
ser propostas.

11. O Programa Computacional

Até o presente momento o programa computacional desenvolvido abrange somente
parte da metodologia proposta nesse trabalho. Mais especificamente, o programa nao
abrange o caso de duas ou mais populagoes e nem o ajuste de curvas de crescimento para
modelar o vetor de médias ao longo do tempo. O programa também nao possue uma forma
amigavel de interacao com o usudrio. Devido a importancia da metodologia proposta, faz-
se necessaria a implementacao desses modelos no programa, bem como torna-lo disponivel
em uma versao beta para que ele possa ser testado por varios usudarios. O objetivo final
seria o desenvolvimento de uma versao comercial.
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Apéndice A

Desenvolvimentos Complementares:
Matriz Hessiana

As equagdes de estimagao para ¢, = (a;, b;,¢;)', i = 1,---  n, e § nado apresentam
solugoes explicitas para os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros de in-
teresse. Por conta disso, serd necessario utilizarmos algum processo iterativo para encon-
trar as estimativas desejadas. O procedimento padrao é expandir as equacoes de estimagao
em série de Taylor até segunda ordem, usar uma estimativa inicial dos parametros e en-
contrar uma nova estimativa. Este processo é repetido até que algum critério de parada
seja alcangado, e é conhecido como Algoritmo Newton-Raphson (Issac & Keller, 1966 ).

Uma modificagao do algoritmo Newton-Raphson consiste em substituir as derivadas
segundas da log-verossimilhanca pelos seus valores esperados. Este processo é conhecido
como Método “Scoring”de Fisher (Rao, 1973). Neste trabalho serd usado o processo it-
erativo Newton-Raphson, pois este tem apresentado resultados satisfatorios, além de sua
simplicidade.

Como a expansao sera feita até segunda ordem, serao necessarias as derivadas segundas
da log-verossimilhanga com relagao aos parametros dos itens, ¢;, ¢ = 1,--- ,n, parametros
populacionais, 17, e com relagao a ambos. Como comentado nos Capitulos 2 e 3, as equagoes
de estimagao 14 obtidas formam os dois blocos bésicos para a estimagao conjunta, mas
também servem para a situagao em que desejamos estimar os parametros dos itens com
os parametros populacionais conhecidos (Capitulo 2), bem como estimar os parametros
populacionais com os parametros dos itens conhecidos (Capitulo 4). Por conta disso, vamos
apresentar em separado as derivadas segundas com relagao aos parametros dos itens (Se¢ao
A.1) e parametros populacionais (Se¢ao A.2). O caso conjunto é deixado para a Segao A.3.
A Segao A.4 é destinada as habilidades, a Se¢ao A.5 considera vérias populagoes, a Se¢ao
A.6 trata de Curvas de Crescimento, com expressoes para o caso geral, e a Secao A.7
destina-se a curva de Heitjan.

A.1 Parametros dos itens

Precisamos obter a derivada segunda de log L({,n) com relacao a ¢, e a ¢;. De (2.9)
temos que
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Notemos agora que

0 0 '
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e, por (2.11) e (2.18),
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Vale notar que de (2.14) obtemos
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Podemos agora obter as equagoes para as componentes de ;. Antes, precisaremos das
derivadas segundas de P;; com relagao a a;, b; e ¢;, que sao as seguintes:
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Com estas expressoes obtemos 9%P;;/9¢,0¢;. Sejam
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Com as notagoes acima, da expressao (2.18) podemos escrever
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Retornando a (A.1), obtemos
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2
HC.¢) = TEHew

9¢,0¢
- er{Hil(j)_hi(j)h;(j)}‘ (A.11)
j=1
Considerando
dlog L(¢,m)
(&) = — .
- ;rj /JRT {;(Ujit_Ht)Withit}g;<0)d9,
bem como
(€ H(¢,G) - H(GLC)
fi(Q) = : e H;() = : :
7€) H(C,.¢)) -+ H((,C)

~(k
temos que se C( ) ¢ uma estimativa de ¢ na iteracao k, entao na iteracao k + 1 teremos
que

~(k+1) -~

Y | 1)k ()

A.2 Parametros populacionais

Por (3.2) a derivada segunda da log-verossimilhanga é

0%log L(¢, n)

onon’
o, JOPPWU,IC ) /0mon (OPWU,[¢,n)/dn (9PU,.[¢ n)/on\
a ; ]{ P(U;.1¢,m) ( P(U;.1¢,m) ) ( P(U;.1¢,m) ) }’

(A.12)

onde a derivada no segundo termo é dada por (3.3). Para a primeira parcela, notemos que
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62P(Uj ’Ca "7)
onon’

_ % {/R P(U,.16,¢)g(6/n) (%ga#f'm) da}

= [ P atelm) [ZRESCI  (losalOin)) (DlosslOlm ]

Portanto, precisaremos das derivadas segundas de log g(0|n). Para o caso Normal, temos

9*log g(0n)
a/’Lta,us
Em notacao matricial, temos

= —ws, parat,s=1---,T.

9%log g(0|n)

opow (A.13)
De forma geral,
9*logg(8ln) [V
3M30ij B |:80ij:| (0 B H/) (A14)
e
O*logg(8ln) 1 [0%log|X| 1 [ v
00000, 2 {W} —50-n) {W] (0 — ). (A.15)
Sejam
_ Olog L(¢,m) ~ Plog L(¢,m)
frlm) = —5== Heln)=—5 5 =

(k)

Com isso, se 7'/ é uma estimativa de 1 na iteracao k, entao na iteracao k + 1 teremos

ﬁ(k—i-l) _ ﬁ(kz) _ [Hp(ﬁ(k))]_lfp(ﬁ(k)). (A.16)

As expressoes exatas necessarias ao processo de estimacao dependem da estrutura de
covariancia adotada. A seguir, aplicaremos o procedimento Newton-Raphson para es-
timacao de cada uma das estruturas de covariancias consideradas. Basicamente, o que
faremos é obter as expressoes das derivadas segundas da log-verossimilhanga com relagao
aos parametros populacionais. Com estas expressoes substituidas em (A.12) e aplicadas
em (A.16) podemos chegar as estimativas procuradas.
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Matriz Diagonal

As expressoes para as derivadas segundas sao

Ploglx| 1
o(af) o’

onde

Qv |2/op sei=j=1;
do? 0 caso contrario.

2 2

As derivadas com relacao a o; e o7 sao nulas se t # s. Ainda,

810g g(oln) _ _(‘gt - /J/t)/o-zl set=s (Al?)
0007 0 c.c.
Matriz Uniforme
As expressoes para as derivadas segundas sao:
0% log |X| 1 T-1
Z e 1) | —
57 -1 [a2 TR 1
0’V 2 2
2) _ 2
Vv = o = —oalrt @iyt ((6 — p(T — 1)) — pd?) I 7.
dlog g(0|n) ov
— 0—pn)=VV0O-p). Al
el ey (CEO R GICEY (A.18)

Para as matrizes Uniforme, Bandas e AR(1), as derivadas com relagio a 0% sdo

9?log | Z| 4 0*log|X|
W —_— _TO- P &‘-—26[) —_— O, (A.19>
PV oV oV
=207* =),
o =20 Ve e, 0 (ap>

Temos ainda que
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dlogg(@|m) [0V
oudo? | do?

} 0 —p)=—02V(0—p). (A.20)

Matriz de Bandas

Neste caso, temos que

0?log |3| a 1 tr -
Toe X (ma))

t=1

VE = (o ),
com
@ 0% YaPE — 20737 (0 + P3)

Vs ,
Y dp (pys)?

onde

Yaij = PY3(aV2is + 270 Vai5 Vi Vais) — YViv2ii (203 + 03)-

As derivadas segundas de log g(0|n) com relagdo a p e p sdo dadas por (A.18), e com
relagao a o2 por (A.19) a (A.20).

Matriz AR(1)

Neste caso teremos que

2
9 g[S = —2T —1) [

1+ p?
0p?

(1= )
VO = (7)),
com

—Q(O‘;rfp2) sei=jeie{l,T}

@ At e je 2,3, ,T—1}

] — a2 . . . . .

j w sei=jeie{i—1i+1}

0 C.C.

As derivadas segundas de log g(8|n) com relagdo a p e p sdo dadas por (A.18), e com
relagao a o2 por (A.19) a (A.20).
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Matriz Hankel

Neste caso temos que 1 = (pu1, f1o, -

das do log |X| sao

82

—log |2

80'2%2 Og’ ‘

82

@log!ﬂ
82 K23

0012003
o2

80'”'80']']‘

log |X|

log | X

S, UTr,012,011,022, " ** ,O'TT>/. As derivadas segun-

2 A2
_ ol g
vy +2d;) 1 .
= _T_ﬁ7 ’L:l?,T7
5di—20'1205 1 .
= W—‘I—?’ Z:l’...’T;

_72
= @ )? para i # j.

As derivadas segundas de V' com relacao a 015 e 0;; sao, respectivamente,

2V
2 2 2
VgQ) = 902 ng) + 7%2)
12
A%
ve — F!
1 80-121 1
ov
ve . _YY
12 0012004
A%
ve ¥ @
1,77 80—”80-]] ,y“:]]

—F? 4 PE + 9VEY + /B
2 2 1) (1 1) (1 2
= F§2)u + 7§Q?iiE + 7§2)E(‘) + %'(z‘ )Egz) + 7E§2),ii7

E+1VEY 4 VED B

1) (1 2
E + 27%2)E§2) + 7E§2)§

% i i ) 2217”"T'

i=1,--- T

i

jj ii i VAT

Resta agora obtermos as expressoes para as derivadas de v, E e F. As derivadas se-

gundas de vy sao

(2)

Y12 T

(2)

Yiio T

2
’7§2?ii =

(2)

Viigi T

2(0’120(204 — 061(5) .

at ’
29*(y + di)
Ta - ]-7' : 7T
—2(vdd; "'0%2) .
S, =1 T
273 o,

As derivadas segundas de F' sao
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@) {2/(1? set=s=1i
ts,12 —
0 c.c.

2/d? set=s=1i
ft(j,)z‘z‘:{

0 c.c.
2) —2/d? set=s=1
fts,12,ii = 0
c.c.
As derivadas segundas de E sao
Lo 2Adi+dy)® —2did;
17,12 (dzdj)?’ y
(2/(d3d;) set=1i,i#]
ez(?,))tt = <6/d} set=1i=j
L0 c.c.
—(d; +2d;)/(d3d3)  set=1i,i%# ]
6512',)12,& = —6/d} set=1i=j
L0 c.C.
(6/d? set=1i,s=7j,i%#]
ez(jz,)lft,ss - 1/(dzd]> set=s8=19= j
L0 c.c.
Temos ainda que
9?log g(0|n) (1)
Z oIV yWig
apl/aO'lQ 2 ( l’l’)7
onde V%) ¢ a matriz 9V /0o12. Denotando 1y = (011,092,033, -+ , orr)’, teremos que
0*log g(0|n)

= diag (v (01 — 1), v22(02 — pia2), - -+, vrr(Or — pr)).
alta’f]’z 11\Y1 1 22\V2 2 Tr\vr T

A.3 Parametros dos Itens e Parametros Populacionais

Em notacao matricial, temos que

d*log g(0|n)

=-V A21
aﬂ(1)aﬂl(1) (L1 ( )

Tavares, H. R. IME/USP



A.3 Parametros dos Itens e Parametros Populacionais 94

onde V(1) é a matriz V' sem a primeira linha e a primeira coluna. Teremos ainda que

logg(8ln) [V ()
dpdoy [ do,, ] (0 —p). (A.22)
Da equagao (3.2) segue que parai=1,--- ,n,
dlog L(¢.n) _
o¢;0n’
3, {82P(Uj.‘\c,n>/acian' B (QP(Uj..’CﬂI)/@Ci) (apwj..yc,n)/an)’}
=L PWLIGm) P(U;.[C,m) PG )
(A.23)

Os elementos da segunda parcela de (A.23) sao obtidos por (2.18) e (3.3), respectivamente.
Com relagao a primeira parcela, de (3.4) temos que

82P(U] |C7 77)
a¢;0n’
0

- % { /R PU,.18,¢)g(6lm) (% 1ogg<em>)/d0}
_ /R ) (%P(Uj..w,o) 9(0lm) (% logg<0|n))ld0

- [ {zwﬁt - Po g (52 } PW,.10.0100n) (510l ) do.

teT;

Segue que a primeira parcela de (A.23) pode ser escrita como

PU,.I¢,n) _/]RT{ZWJ” Fa) e \ ac, } oy 1089(0I) | 4;(0)d6.

teT;

Sejam

Hl 1>
~ dlog L(¢,m) Plm)

HzP(sz”) - 8C8n, ) H*P(C?ﬂ) =

H,p(¢,.m)

Sejam ¢ = (¢, n') e
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0= (F15) e = (i ")

~(k
Se w( ) ¢ uma estimativa de 1 na iteragao k, entao na iteracao k + 1 teremos que

~ (k+1 ~ (k)

L =@ ™).

A.3.1 Expressoes para o Algoritmo EM

Nesta secao obtemos as expressoes para aplicacao do algoritmo EM. Consideramos

fixas as quantidades f = (f(0)), r = (ri(0)) e os parametros populacionais. Com a
utilizagao da independéncia entre os itens, precisaremos apenas das derivadas segundas

da log-verossimilhanca com relagdo a ¢;, i = 1,--- ,n. De (4.6) temos que

0 oPy\ W,
H(;.¢;) = / [Ti—Pifi <_)T1 de
( ) RT {; aCi ( t t t) aCi ‘PitQit
apit / !
= o Z Wis § |7it — it % h; + [Tit - Pz‘tfz’t] [Hz'z't - W (1 - 2Bt)hithit] de.
teT; v

A.4 Habilidades

A Equacao (5.15) nao possui solugao explicita, logo precisaremos aplicar algum processo
iterativo. Para aplicacao do procedimento Newton-Raphson serd necessaria a derivada
segunda de g7(0;). Temos que

0logg;(0;) _ 9*log P(U,.18,,¢) | 9*logg(6;|m)
06,06/, 06,06/, 06,00"

(A.24)

De (5.16), segue que

9?log P(U,.16;,¢) 0 Q%
(992.5 J = 87ﬁ Z%V}itpjitjSt
J

i€l

a‘/jit aP*tcg*t
— . P*.O* LN Ve
ZOC@ |:( aejt ) ]th]zt + ( aejt V}lt

i€l

Mas,
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(9ij‘t - 12 anit .
96,4 i\ 90y )
oP;, Q3 OP.:
Jut™v jit * jit
— 2 - = (] —=2P* — .
aejt ( jlt) (89] )
Com isso,
9*log P(U, |6;,¢) { ) (aP-»t> (ap-»t) ]
86]2t ; Jit aejt J tQj t ( J t) 8‘9]'15 Jit
= Z @ [_Vﬁ'tjjjitjSt + (1 - 2Pjit)vjit] (GTN)
el Jt
= Z O‘zzvjit [_‘/jitpfitQ;it + (1 - 2Pj*zt>] P]*thjn (A'25>
i€l

Temos ainda que

62 lOg P(UJ‘HJ, C)

90,10, =0, Vt#s.
Também, de (5.17),
9”log g(0;|n) 9 -1 ! -1
= — X0 — = -3 A.26
aejae; agj [ ( J /1’)] ( )

Com as expressoes (A.25) e (A.26) chegamos a (A.24). Sejam

 0Jlogyg;(8;)
- 00; 7

_ 0%logyg;(0;)

7777

f0(0;)

~(k
Se 0; ) ¢ uma estimativa de 6; na iteragao k, entao na iteracao k + 1 teremos que
~(k+1)  ~(k) AGN ~ (k)
Oj :Oj _[HO(OJ‘ )} 1f9(0j )
A.5 Parametros dos Itens e Parametros Populacionais:
Varias Populacoes

As expressoes para o caso de varias populacoes sao bastante similares as apresentadas
na Secao A.3. Por isso, apenas as expressoes principais serao apresentadas.
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Em notacao matricial, temos que

9%log g(0|n;)

— —Vk 1,1)5 (A28)
al‘/k(naﬂiz(l) (D

onde V(11) ¢ a matriz V;, sem a primeira linha e a primeira coluna. Teremos ainda que

0”log g(0|n) [8Vk(1)]
= 0 — . A.29
a“k(l)agkij 80kij ( y’k‘) ( )
Da equagao (3.2) segue que parai=1,---,n,
dlog L(¢,m) _
a¢;0m;,
S (PPUsslen) /060, _ (9P 00/0G) (Ui Cnion))
k=1 j=1 P(UkJ‘Cank) P(Uk]‘C7nk) P(Uk]‘Cank)
(A.30)

Os elementos da segunda parcela de (A.30) sao obtidos por (2.18) e (3.3), respectivamente.
Com relac¢ao a primeira parcela, de (3.4) temos que

aQP(UkJ|C>nk) _
a¢,0m,
— o\ Wi (0P dlog g(0|n,)\’ |
E /JRT{Z(UW ) e ( o, )}( o, P(Uy;.10.¢)9(6]n,)de.

teT;

Segue que a primeira parcela de (A.30) pode ser escrita como

PP/ [ T{Zwkﬁt—aﬁ) Wi (ap’““)}<%gg—”'"’“))'gzj<e>da

P(U;.|¢, my) ters PraQia \ 9€; ony,
Sejam
e oskicn o (FrEm) e el
oc:0m H,p(Coom) -+ Huxp(Cnmk)
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Sejam 9 = (¢',n') e
_(£:1(Q) _( Hi(&) H.pn)
Fip(¥) = (fp(n)) o Hir(y) = <H*P(C,”'7)/ Hp(n) ) .
Se ’lz(k) é uma estimativa de 1) na iteragao k, entao na iteracao k + 1 teremos que

~ (k+1) ~ (k)

o =Y H @ ™).

A.5.1 Expressoes para o Algoritmo EM

Nesta secao obtemos as expressoes para aplicacao do algoritmo EM. Consideramos
fixas as quantidades fr;(0), 7rit(0) e os parametros populacionais. Com a utilizagao
da independéncia entre os itens, precisaremos apenas das derivadas segundas da log-
verossimilhanga com relagao a ¢;, i = 1,--- ,n. De (4.6) temos que

H((;. ¢)) Z /IR > Wi { [Tlm 0) — frir(6) (%)} i + [Thie — Prit frid]

teT;

X [H it — Wiit(1 — 2Py ) hiiehy ]} d6.

A.6 Curvas de Crescimento: Caso Geral

Sejam
A(2)
(1) k1
0 _ 08 o _ | |
ks 8771]4:57 B (2) 7
Akp/c
8m(1) am(l)
2 2) 2) 2)
](CS) 0771:9 ](C 8771: - <m’(ﬂ)’ m](“2 v m’(“pk> '
Entao,
Ologg(Olm,) _ 0 {0 sIAl - m(”'}
anlksan/lk a771ks b
2 2)/
= O/ZklAl(cs) o ml(cs) :
Segue que
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9% log g(0|n;,) 1 ) )
FO8ITM _ oy @ AP — M),
a"hka"hk ( g ) g g

onde @ representa o Produto de Kronecker definido por

N
(s eay=|
1A (2
oS AL
Seja My, = (Mak1, M2k2s -+ M2kg, )’ O vetor de elementos da matriz de covariancia, 3y, e
Vi= E,;l. Também
Vi
vo_ Ve o _ | .
b 8772.%7“7 i (1) ’
Vk%
omV
2 2 2 2 2
ék)r = —8772];: € Mék) = <m§k)17mgk)2> e ’mék)Qk> :
Segue de (8.7) que
dlogg(Olm,) _ 0 {elgflA(l) _ m“)'}
8n2kran/1k an2kr F b F

/
N ’ 82,;1 (1) B (’9m,(€1)
= 60 Ak —_—
Onoger ONakr
- OVEAD - m)

Com isso, temos que

21 4] ’
OloggOne) g oy @ A _ @)

OOy,
onde
1 1
oviap
0 eV,)® = s
1 1
oV ALY

As expressoes das derivadas segundas de log g(8|n,) com relagdo a m,;, para as matrizes
de covariancias estudadas neste trabalho sao dadas nas Secoes 3.3 a 3.7.
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A.7 Curvas de Crescimento: Heitjan

Nesta secao sao apresentadas algumas expressoes necessarias para o processo de esti-
magao em curvas de crescimento, usando o modelo de Heitjan. Por (8.7), serdo necessarias
as derivadas de g com relagao aos parametros das curvas de crescimento, 7y = (T1x, Tok, Tak, Tsk) -
Considerando

2
pl) — Oh. Rl — 0" h. ,
: 0T, : 071,07,
temos que, para as derivadas primeiras,
1y  Ohy
hiy = e = —7u[l + hige,
oh
2 kt
hgk)t = Doy = Tl + hage,
Ohyy
R — -0
1kt aTgk )
4 Ohpy
hgk)t = I = (Tor — Tig)[1 + hage-
Ohpy
pD — 2Ok
2kt ale )
Ohy
h2) = —  Taehow log h
2%t OTor Tak N2kt 10Z Nokt,
oh
3 Kt _
hgk)t = OTar = T3k1h2kt log hog,
Ohyy
RO — TR ok L0g hoge.
2kt OTar Tok 2kt 10Z Mokt
Ohy
h) = — 71+ hwlh
kt O Tak[1 + hige| hoke,
oh B
h = 520 = mahi{loghare + il + 1,
T2k
Ohyy
B = —  —huo(t — )Tk
kt 67—3k kt( 1)6 )
B = O gk hit + h
A Taht 10g howy + (Pt + Poge) (Tor — T1)-
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1  Ohge (=
h3kt_?1k = hgge ),
2  Ohapy o (b
B = o —hgge 70
Oh
hg’c)t =9 = —(t — t1) st log ke,
T3k
Ohspt
i) = =2 = o,
3kt aTsz
e, para as derivadas segundas,
9%h
1,1 kt 1
hét ) = aTlgk :_7—4khl(<)t)7
0%h
1,2 kt 2 2
hl(qt )= OO Ton = _7—4k{h§ft) + h’ék)t}7
2
a3 _ hu ® 10
by = OO Tan = _T4k{hkt + h2kt}7
B4 Ol iy 108 hoge + (i + g )
= — = 0 Tor — T
kt 9710071k 4k Nkt 108 Nogt kt 2kt )\ T2k 1k )5
pea _ Phe o p@ 2@
Kt - 92 re e 1™+ Tard 2kt 2kt gt g 55
Tk
(2,3) 0%y ~172),(3) 3) -1 _ -2,
Py = = hi Tge Ty + Tard Py Rage — DM b
aTQkaTgk
0%h _ _ _
higV = 0 = (b + Ty Hraha TR + Thie{ B hal — hiARS,
872k87'4k
0%h
3,3 kt 11, (3
hl&t ) - 8732k - hktl[hl(qt)]Qv
2
(3,4) 0 hyy (3) (1 (4), —
ke - OT3, 0Ty = I {hl(ct hktl + Tor ),
9%h
hg’zl) = 872kt = Tzk[h,(i) log hape + hzkth;(:t)] + (h,(:i) + hgz)t)(Tgk — Tik).
Ak
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h(lvl)

3kt

(12)
tht

1,3
hie

(2.2)
h‘3kt

2,3
hio

(3,3)
h’Skt

(i.4)
h3kt

0*hape

2
ot}

0 hape

8le872k

O hawy

8T1ka7'3k
62h3kt

= hgale™™C

_ h;(j,}g)te_TBk (t—tl)7
— _hgi)te*mk(t*tl)’

T = (t—ty)],

— _hgi)tefmk(t*tl)

= —hp eI — (k= 1)),

3
= —(t — t)hS})

[log héi:)t + 1]7

Com essas expressoes podemos obter as derivadas segundas de g com relagdo a 7.

Considerando
(@) _ 821%
ket 87}87; ’
temos que
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Caso 7y # 0:

-1
p” = rle™ 1 ) T 2 (gt DA — [+ A bV} — e gy,

pa? =t [ ] T A + G — (4 DL+ e R R,
pi? = —rpte™ (L ] T ARG — (DL hy] TR RS,

pe? = [ e e ey = rgtem B (<t DL+ bl i+

+7'4k log(1 4+ hkt)) + h(1 4) ] } ,

pe? = g — e L+ by T TR + hGY — (4 DL+ b TR
= —rple 1+ el T%—l{h(” (T + DL+ haa) R R,
pe? =) e L b T T T R log (1 + ) + iy —

—2[1+ hy] P B + Y — bV
p? = TRl L ] T R — (DI had T RGP,
/~‘§§74) = [7'4klhl(ct[ L+ hie] ™ ]Mkt) +7'42 _mh(?))[l"‘hkt] 2{1+T4k [1+hkt]_1h§§)}a
e = =T [ (L i) TR — e (L by 2[R +

(14 b)Y RGP

Caso 7y, = 0:

e = R — e Ly,
= e hG + G,
= ey,

=l e b+ hGY),
p? =+ e hiy,

Mgﬁg) = eTzkh:(slét‘
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